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III. UNE IDENTITE D’EULER

ITI. A | Quand ¢ tend vers n par valeurs inférieures, f,(t) tend vers 0 donc f,, est en
fait continue sur ] 0; +oo [. En outre, elle est intégrable sur [n;+oo [ car nulle sur cet
intervalle. Enfin, on a I’équivalent

t ~ tz—l
fn( )t~>0+

donc le critére de Riemann assure 'intégrabilité de f,, sur ]0;n]. En conclusion,

‘ fn est continue et intégrable sur ] 0; +oo [. ‘

ITI.B | Soit x € ] 0; +oo [ fixé.
e Soit t €]0;+00 ] fixé. Alors, de I’équivalent

t t
In <1 — —> ~ ==
nj) ns+00 n

t
il vient lim nln (1 — —) = —1
n—-+oo n
donc lim enn(=t/n) — — o=t  (continuité de y — eY)
n—+oo

Or pour n assez grand on a f,(t) = e™"(1=t/m)¢2=1 donc

lim f,(t) =e ttv!

n—+oo

Autrement dit, la suite de fonctions (f,), converge simplement sur |0;+o00 |
vers la fonction ¢ — e 7t ¢*7 1,

e Par ailleurs, l'inégalité de concavité In(1 — u) < —u valide sur | —oo;1][ as-
sure que

Vn>1 Vi<n  0< fu(t) =ennO-t/mpr—1 Lo-tr—l

Comme f,(t) est nulle lorsque ¢ > n, cette inégalité est en fait vraie pour
tout t > 0, d’out la domination

Vt€]0;400[ Vn=1  0< fu(t) <e tto!
ou la fonction de droite est indépendante de n, continue et intégrable sur I'in-
tervalle | 0; +o0 [.

On peut donc échanger limite et intégrale grace au théoreme de convergence dominée
pour conclure que

Yz >0 F(x)z/m( lim fn(t)) dt = lim +Oofn(t) dt = lim I,(z)
0

n—+oo n—+oo 0 n—+oo

II1.C | Intégrons par parties sur tout segment [¢;1] C]0;1]. En posant
tI
wites (1= Wit —(n+ 1) A -t vit— — et v :it—tT!
x
on obtient
xr

/51(1 — )yl dr = /:(n+ 1)1 —t)n % dt + [(1 —t)ntl fr

Tl
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Prenons maintenant la limite de cette identité lorsque € — 0. Le crochet tendant
vers 0 il vient

n+1
T

Jnt1(x) = Jn(z+1)

ITI.D | Montrons par récurrence que la propriété:

n!
x+1)...(z+n—-1)(x+n)

P(n): Yr>0 Jn(z) = i

est vraie pour tout n > 0.

e Z(0) est vraie puisque
1
1 0!
Jo(z) :/ trldt=— = —
0

€T X

e P(n) = F(n+1): Le résultat de la question III.C permet de calculer

1
Jusa(e) = g+ 1) eston 1LC)
n+1 n!
) 1
v ($+1)($+2>...(z+n+1) (fgz(n)enx+ )

(n+1)!
z(x+1)...(z+n)(x+n+1)

Jn+1($) =

En conclusion,

n!
z(x+1)...(x+n—-1)(xr+n)

Vn>0 V>0 Jn(x) =

ITL.E | Le changement de variable affine u = t/n assure que
n t n 1
I,(z) = / (1 - —) tr=ldt = / (1—w)" (nu)* tndu=n®J,(z)
0 n 0

D’apres la question II1.B, il vient

Iz)= lim I,(z)= lim n"J,(x)

n—+oo n—+oo
Or on a vu dans la question III.D que

n!
(x4+1)...(z+n—-1)(x+n)

Jn(z) = .

n*n!

donc vz >0 F(x):nglgloox(erl)_..(zﬁLn)
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IV. UNE INTEGRALE A PARAMETRE
Voici la courbe représentative de la fonction b : w +— u— [u] —1/2 sur [—1,1].
h(u)

1/2

—1/2

Puisque h est continue par morceaux sur R, la fonction H est définie sur R.
De plus, h étant 1-périodique, on a pour tout x € R

x+1
H(x +1)—H(z) = / h(u) du

H(x+1)—-H(z) = = [u2—u}é:0

Autrement dit, H est 1-périodique. Par ailleurs, h étant continue par morceaux sur R,
la fonction H est continue sur R et de classe €' par morceaux sur R. De plus, en tout
point z ou h est continue on a H'(z) = h(zx). En conclusion,

‘ H est continue, de classe €' par morceaux sur R et 1-périodique. ‘

La fonction h étant continue par morceaux, il résulte des théoremes généraux
que la fonction u — h(u)/(u+ x) est continue par morceaux sur [0;+o0o [. Soit A > 0
et intégrons par parties sur [0, A] en primitivant h et en dérivant u — 1/(u + z).

/OA:(Tul = /OA (uH+(uz))2 it [f(ﬁ;]:

AW A .
/0 N T (car H(0) = 0)

Or, d’apres la question IV.B la fonction H est continue et périodique donc elle est
bornée sur R. En conséquence, on a la comparaison

(u+z)?

]
S uta)?

YVu €]0;+00 |

+o00 (

ce qui assure que l'intégrale 5 du est (absolument) convergente.

(uta)

0
Par ailleurs, H étant bornée, on a
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. HA)
lim =0
A—+too A +x

Les deux termes de lintégration par parties ci-dessus admettent donc une limite
lorsque A tend vers +0o0. On en déduit que

+oo
h
L’intégrale impropre / ﬁ
0 u X

du est convergente.

En outre, on a la formule

+0o0 +oo
Vo >0 / h(w) du:/ _HW g,
0 0 +x

u—+x

Notons tout d’abord que

! ! 71 L 1
/ [h(w)] du:/ u— = du:/ ——udu+/ u——du= -
—_———
1/8 1/8
h
afin de minorer l'intégrale de u — @ sur [n;n+1].
n+1 h 1 n+1
On a / [h(w) du > / [h(u)] du
n Utz n+l+az/,
1 1
n+1
1 1
donc / [h(w)] du >~ ———
n  utw dn+1+z

En sommant cette inégalité pour n allant de 0 & p dans N, et en remarquant que
la série de terme général 1/(n + 1 + x) est divergente, la relation de Chasles donne

p+1 h p+1 h 1 P 1
0 U+ x 0 u+x 4,-on+1+z
p+1 1 P 1
dot lim L T L S
p—+oo Jq U+ x p=+ood Zon+ 1+

Or, par définition, une fonction est intégrable si I'intégrale de sa valeur absolue est
convergente, donc

h(u)

u—+x

La fonction u n’est pas intégrable sur R, .
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L’intégration par parties de la question IV.C donne

H
Par ailleurs, la fonction ¢ : (z, u) — %))2 admet une dérivée partielle par rapport
u+x
a x en tout point (z,u) €]0;+00[ x [0;+00] et
oY 2H(u)
%(Jc,u) T (u+x)3

e Pour tout u € [0;+o00[, la fraction rationnelle x — (x,u) est continue sur
Pintervalle ] 0; +oo [.
oY . y
e Pour tout 2 € |0;+00 [, u — ¢(z,u) et u — a—(ac, u) sont continues sur 'inter-
x

valle [0; +oo [ par les théorémes généraux. La fonction H étant bornée, le critére
de Riemann assure que ces deux fonctions sont intégrables sur [0; +00 .

e Pour tout segment [e;A] de ]0;+oo[, on a la domination

1

< 2|Hfjoc X —F——3
L

V(z,u) € [e;A] x [0;+00] 'g—i}(z,u)

ou la fonction de droite est indépendante de = et intégrable sur [0; +o0 [.

Ainsi le théoréme de dérivation des intégrales & parametre s’applique et

‘La fonction ¢ est de classe € sur ] 0;+00 [. ‘

En outre, d’apres la formule de Leibniz de dérivation d’une intégrale dépendant
d’un parametre,

+0o H(u) A )
/ — — RS S — = — 1 _—
V=0 #(e) = 2/0 (u+ )3 du AEIEOO 0 H(u) (u+x)3 du

En intégrant a nouveau par parties l'intégrale ci-dessus il vient

/0 ") 7 fz)g du = /O S Fiz)Q du+ [—H(u)i(u jx)g]:
_ [y,
0

wta)? " (Ata)2

En rappelant que H est bornée, on fait tendre A vers +o0o pour obtenir

+o0o h(u)

Le but de I'intégration par parties menée en IV.C était précisément de refor-
muler I'intégrale impropre divergente ¢(x) comme 'intégrale d’une fonction
intégrable; on se retrouve alors dans de bonnes conditions pour vérifier les
hypotheses d’intégrabilité du théoreme de dérivation sous le signe somme.
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V. UNE AUTRE IDENTITE DUE A EULER

Soit & > 0 et 7 un entier naturel. Intégrons par parties I'intégrale de droite en
primitivant cette fois u — 1/(u + x).

/le du = —/H_l In(u+ ) du+ [(u—i—1) In(u+ )]+

u+x g

r+i1+1
:f/ Intdt +1In(i + x)
r+1

otitl i+, i1
d’ott la formule / Intdt =In(z+1) — / —du
a+i i utx

Développons F,, (x) en utilisant la propriété de morphisme du logarithme
Folz)=In(n!)+(z+1) Inn—In(zx+n+1)+lnz— > In(x +1)
i=0
En reformulant In(x + ) grace a la question V.A, il vient

Fo(z) =In(n!)+(x+1)Inn—In(z+n+1)+Inx

i+1 . r+i+1

n (41

Z(/ wdunL/ lntdt)
i=0 \Ji u+x z+i

1
Par ailleurs, Vteizi+1] h(u):u—i—§
i+1 . i+1 i+1
n - 1 n h 1 1
donc Z w du = Z </ (’U,) du — _/ d’LL>
i=0J: u+x =0 \UJ; u+x 2/, u+x

n-l—lh 1 n+1 1
:/ (w) duf—/ du
0o u-+w 2) u+x

d’ou Fo(z)=In(n)+(z+1) lnn—In(z+n+1)+Inz

n+1 h 1 n+1 1 r+n+1
f/ ) du+—/ du—/ Int dt
0o Uu-+w 2J)y u+tx "

Par suite, en considérant la primitive ¢ — —t 4+ ¢Int de In, on obtient

Fo(z) =In(n)+(z+ 1) Inn—In(x+n+1)+Inz

n+1h 1
—/O ufldu+§(1n(x+n+l)—lnx)

—[—@+n+)+(@+n+)In(z+n+1)+z—zlnz

=lnn)+(x+1)lnn-— <z+n+g) In(z+n+1)+n+1
1 n+1
+ (w—l——) lnx—/ hw) du
2 0o u+tzw

n+1
Autrement dit, Fo(z) = Gu(z) — / h(u) du
0

En rappelant que In(1 + u) = u + O(u?) au voisinage de 0 on a
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1 1 1
ln(z+n+1)1nn+ln(1+x+ )lnn+i+0(—2)
n n n

En injectant ce développement dans l’expression de G,,(z), il vient
1 1 1
Gp@)—lz+ <) Inz=Inr!)—(z+n)Inn+n—a+0—
2 2 n
1
=Inv27r—2+4+0 (—)
n
la derniere égalité provenant de la formule de Stirling établie a la question II.D.

Or le membre de droite admet une limite finie lorsque n tend vers +oco, donc Gy, ()
aussi et 'on a

1
Vo >0 lim G, (z) = (1:4—5) Inz—z+Inyv27

n—+oo

D’apres lidentité d’Euler (IIL1) on a

I(z+1)= lim efr®

n—-+oo
donc Inl(z+1)=In lim e™® = lim F,(z) (continuité de In)
n—-+oo n—-+oo
n+1 h
= lim (Gn(z) - / () du) (question V.B)
n—+oo 0 u—+x
n+1 h
InT(z+1) = lim Gu(z)— lim (w) du
n—+oo n—+oo J u—+x

la séparation des limites pouvant se justifier soit par la convergence de G,,(x) établie
a la question V.C.1, soit par la convergence de 'intégrale établie a la question IV.C.
D’apres les questions IV.C et V.C.1 on a donc

+0o0 h(u)

u-+x

du

1
InT(x+1) = (,73—1—5) 1nx—x+1n\/27r—/
0

La fonction I' étant de classe € sur ] 0; +o0o [ et & valeurs strictement positives,
on peut dériver la formule obtenue dans la question V.C.2 pour obtenir

Mz +1) 1 ,
m—(lnx—kl—i—%)—l—g@(a@)

D’apres la question IV.E on a donc bien

IM(z+1) 1 T h(u)
Ve >0 —— =1 — ——=d
v L(z+1) nx—|—2z+/0 (u+ z)? “

Ve >0




