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PARTIE III

Soit un réel strictement positif. On considère les deux suites réelles et définies

par leurs premiers termes , et les relations de récurrence :

III.1 Montrer que pour tout , et .

III.2 On définit les suites et en posant pour tout , et .

a) Etudier la suite .

b) Etablir une relation de récurrence vérifiée par les termes de la suite .

c) Montrer que pour tout entier supérieur ou égal à , .

d) Etudier la convergence de la suite .

III.3 Déduire des questions précédentes que les suites et convergent et préciser

leurs limites respectives.

III.4 a)Montrer que toute matrice symétrique définie positive est inversible.

b) Montrer que l’inverse d’une matrice symétrique définie positive est symétrique et

définie positive.

c) Montrer que la somme de deux matrices symétriques définies positives est symétrique

définie positive.

III.5 Soit une matrice symétrique définie positive d’ordre . On considère les deux suites de

matrices et définies par leurs premiers termes , et les relations

de récurrence :

Montrer que pour tout , et sont symétriques définies positives.

III.6 Soit diagonale et orthogonale telle que .

a) Montrer que est symétrique définie positive.

b) On pose pour tout , et . Montrer que les matrices

et sont des matrices diagonales inversibles vérifiant :

c) Montrer que les suites et sont toutes deux convergentes dans

vers une même limite que l’on précisera.

III.7 a) Montrer que l’application de dans lui-même qui à associe est

continue.

b) En déduire que les suites et sont aussi convergentes dans et

préciser leur limite.

Fin de l’énoncé
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Soit h la fonction définie, pour tout x ∈ [0, 1], par :

h(x) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0 si x ∈ [0, e−1[
1

x
si x ∈ [e−1, 1].

5. Justifier la convergence de l’intégrale

∫ +∞

0

e−t

√
t

h(e−t)dt

et donner sa valeur.

6. Soit x ∈ [0, 1[. Justifier la convergence de la série de terme général ak xk h(xk).

On admet l’égalité (dite de Karamata) :

lim
x→1−

√
1 − x

∞
∑

k=0

ak xk h(xk) =
∫ +∞

0

e−t h(e−t)
√

t
dt.

7. En utilisant ce résultat pour x = e−
1

n , en déduire que

n
∑

k=0

ak ∼
n→∞

2
√

n.

C Théorème taubérien

On considère une suite (an)n∈N décroissante de réels positifs et, pour tout entier

naturel n, on pose : Sn =
n

∑

k=0

an. On fait l’hypothèse que

Sn ∼
n→∞

2
√

n.

On va montrer qu’alors

an ∼
n→∞

1
√

n
·

On notera [x] la partie entière d’un réel x .
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8. Soit α, β un couple de nombres réels vérifiant : 0 < α < 1 < β. Pour
tout entier naturel n tel que n − [αn] et n − [βn] soient non nuls, justifier
l’encadrement :

S[βn] − Sn

[βn] − n
≤ an ≤

Sn − S[αn]

n − [αn]
·

9. Soit γ un réel strictement positif. Déterminer les limites des suites de termes
généraux

n

[γn]
et

S[γn]√
n

·

10. Soit ε un réel strictement positif. Montrer que, pour tout entier naturel n
assez grand, on a :

2(
√

β − 1)

β − 1
− ε ≤

√
n an ≤

2(1 −
√

α)

1 − α
+ ε.

11. En déduire que lim
n→∞

√
n an = 1.

D Marche aléatoire

On considère Ω = ZN∗ l’ensemble des suites indexées par N∗ à valeurs dans Z.
On définit les applications coordonnées, pour tout i ≥ 1,

Xi : Ω −→ Z

ω = (ω1, ω2, · · · ) &−→ ωi.

On admet que l’on peut construire une tribu B et une mesure de probabilité P sur
Ω, de sorte que les Xi soient des variables aléatoires, indépendantes et de même
loi donnée par

P(X1 = 1) = P(X1 = −1) =
1

2
·

On définit la suite de variables aléatoires (Sn, n ≥ 0) par

S0(ω) = 0, Sn(ω) =
n

∑

i=1

Xi(ω).

On définit enfin la variable aléatoire T par

T : Ω −→ N∗ = N
∗ ∪ {+∞}

ω &−→

⎧

⎨

⎩

+∞ si Sn(ω) ≠ 0, ∀n ≥ 1,

inf{n ≥ 1, Sn(ω) = 0} s’il existe n ≥ 1 tel que Sn(ω) = 0.
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