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II. UNE ETUDE DE MARCHE ALEATOIRE

Soit n € N*. D’apres ’énoncé, la variable aléatoire X,, est centrée. Autrement dit,

0=EX,) = . 2P(X,=12)=PX,=1)-P(X, =-1)

TE€X,,(Q)
Comme (X,, = 1) et (X,, = —1) sont des événements contraires,
PX,=-1)=1-PX, =1)
Par suite, 0 = 2P(X,, = 1) — 1 d'ott P(X, = 1) = 1/2 = P(X,, = —1). Re-

marquons alors que, puisque X,, prend ses valeurs dans {—1,1}, la variable aléa-
toire Y,, = (1 + X,,)/2 prend ses valeurs dans {0,1}: elle suit une loi de Bernoulli.
En outre,

P(Yn=1)=P(1+Xn=2)=P(Xn:1):%

On a montré que

n

1
La variable aléatoire suit une loi de Bernoulli de parametre 3

Soit i € [1;n]. L’événement A; est réalisé si, et seulement si,

> X =0
k=1
27 27 1 +X
ce qui équivaut aussi a Y => b=
k=1 k=1 2
Or, les variables aléatoires Y1, ..., Yq; étant toutes indépendantes (d’apres le lemme

des coalitions) et de méme loi de Bernoulli de parameétre 1/2, la variable aléa-
toire Y1 + - - - + Yo; suit une loi binomiale de parameétres 2i et 1/2. Il s’ensuit que

= (Ee-)-0 0 6

i\ 1
soit Vie[l;n] P(A;) = (222) o

Remarquons que
n14+X, n+/t n n-+/¢

Shn=L0 <= Y Xp=L = ) = —= Y Y=
k=1 k=1 2 2 k=1 2

La probabilité de cette derniere égalité est nulle si £ < —n, ¢ > n ou encore si n + £
est impair (ce qui équivaut a dire que £ —n est impair puisque £ —n = —(n+£) + 2¢).
En effet,
n
Yw € > Yi(w) e [0;5n]
k=1

On peut ainsi déja affirmer que

’P(Sn =/{)=0si £ —n est impair. ‘
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Par ailleurs, si —n < £ < n et si £ — n est pair, comme

n 1
ZYk ~ B (n, )
k=1 2

n+2 n4t

o r6=0= (o) (5) (5)

et cette égalité reste valable méme si ¢ < —n ou ¢ > n puisque le coefficient binomial
est alors nul. Par conséquent,

n 1 . .
P(S, =1¢) = ((n+€)/2) o si £ — n est pair.

Par comparaison de séries & termes positifs, on peut immédiatement affirmer que

La série > d,, est divergente.
neN*

Distinguons alors deux cas:
e Si, a partir d’un certain rang, cx = di, alors comme les séries de termes géné-
raux ci et dj sont toutes deux divergentes vers +o0,

n n

e Sinon, comme ¢, ~ d,, on a pour n au voisinage de +00, d,, — ¢, = o(cy,).
n—+0oo

Or, par hypothese, les quantités ¢, et (d,, — ¢,) sont non nulles & partir d’un
certain rang et la série de terme général c, est divergente: le théoréme admis
dans ’énoncé donne alors

édk - éck - é(dk ) =o (éc’“)

ce qui signifie 1a encore que

Ainsi, dans les deux cas, S o~ >odg

Voici une démonstration du théoreme admis dans ’énoncé. Posons, pour
tout n € N*|

A, = Zak et B, = E|bk|
k=1 k=1

Soit £ > 0. Comme, pour k au voisinage de +00, ar = o(bg), il existe ng € N*
tel que

€

ay
S3

vk>n0 ?
k

Ainsi, pour tout k > ny,
€
2

€
*|bk|§ < ap < by
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Par suite, pour tout n > ny,

g n n £ n
=5 2 bkl < Xoaw < 5 X |bkl
2 k=ngo k=ng 2 k=ng
€
autrement dit —(B,, — Bnn)E < A,—A, < Br—By)=-

2 2

Les (bk)k>n, ¢tant non nuls, la quantité B,, est strictement positive pour
tout n > ng. Il s’ensuit

_E+%+Bn0€ < A, < € An, Bpo e

2 ' B, B,2 B, 2 ' B, B,2

Comme, par hypothese, (B,,),en+ diverge vers +o0o, il existe ny > ng tel que,
pour tout n = nq,

A,, Bpoe| e Ay, Bpyel e
‘Bn B,2/S2 ¢ ’Bn_an\z
Ainsi, pour tout n > nq,
fE A e e
2 2 B, 2 2
ce qui revient a dire que ‘g" <e
n

A
Cela prouve donc que —+ ——— 0 soit encore A,, = o(B,,).
B, n—oo

Notons, pour tout ¢ € [1;n], 14, la fonction indicatrice de I’événement A;.
On rappelle que celle-ci vaut 1 si ’événement A; est réalisé et 0 sinon. Puisque les
indices d’égalité ne peuvent étre que des entiers pairs,

n
N, = Y14,
i=1

Or, pour tout ¢ € [1;n], la variable aléatoire 14, suit la loi de Bernoulli de pa-
rametre P(A;). Par conséquent, elle admet une espérance égale & P(A;). Par suite,
la variable aléatoire N,, admet aussi une espérance finie qui s’écrit, par linéarité de
I’espérance,

BN =B ($1,) = £E(La) = TP
i=1 i=1 i=1
Grace a la question 15, on conclut que

n 2
La variable aléatoire N,, admet une espérance finie égale & > Yo (ZZ)
i=1

o 1 /20\ 1 (20)!
PourtoutzEN, 42,(2.)242»(“)2
Ainsi, d’apres la formule de Stirling rappelée en début d’énoncé,

2i\* —
— VAari
1 e

1 (2 1 o
47\ 1 i—>+oo4i<<i i 2 Vi
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Or la série de terme général 1/ Vi est une série de Riemann divergente. Par compa-
raison de séries a termes positifs, on en déduit que la série

1 22‘)

est également divergente. On peut appliquer les questions 17 et 18 qui donnent
-5 (1) L
En outre, d’apres la question 10,
no1
Y=o~ 2yn

i—=1 7 n—+0o0

Par transitivité de la relation d’équivalence asymptotique, on conclut que

n—r+oo

On peut déduire de ce résultat que si n tend vers l'infini, la marche aléatoire
sur Z repasse par ’origine une infinité de fois. Cette affirmation est encore
vraie si on considére une telle marche aléatoire sur Z2 : & chaque étape, on se
déplace d’une unité vers la gauche, la droite, le haut ou le bas avec la méme
probabilité. Ce n’est en revanche plus vrai lorsqu’on considéere une marche
aléatoire sur Z% avec d > 3.

Comme & la question 18, si pour tout 7 € [1;2n], on appelle B; 1'événement
« entier j est un indice d’égalité », alors

2n
Mn = Z IlBj
j=1

2n
d’ou EM,) = > P(B;)
j=1
Puisque les nombres impairs ne peuvent pas étre des indices d’égalité, on a en fait
E(Mn) = > P(Ba;)
i=1

Fixons ¢ € [1;n]. Tirer 2i boules successivement de I'urne sans remise revient a
choisir un 2i-arrangement dans un ensemble a 2n éléments : le nombre de possibilités
est égal & (2n)!/(2n—2i) 1. Par ailleurs, I’événement B; est réalisé si on a tiré ¢ boules
blanches et ¢ boules noires. Ainsi, pour construire un élément de B;, on peut procéder
de la fagon suivante:

e Choisir d’abord les tirages ot on a obtenu des boules blanches: il y a (2;>

choix différents.

e Puis choisir le i-arrangement des n boules blanches qui seront obtenues a ces
tirages: il y a n!/(n — i) ! possibilités.

e Enfin, choisir le ¢-arrangement des n boules noires qui seront obtenues aux
tirages restants: il y a aussi n!/(n — ¢)! possibilités.
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Par le principe multiplicatif, on en déduit que
24 n! n!
Card(B)) =" | ———+——
= (3) w5
Tous les tirages étant équiprobables, il s’ensuit que

)t () () ()

(2n)! (2n)! N <2n>

(2n — 27)! nlin! n

On a obtenu le résultat suivant :

Comme le terme d’indice n de la somme vaut 1, ce qui est aussi la valeur d’un éventuel
terme d’indice 0, on conclut que

21 2n — 21
o 2O

GG

Comme a la question 19, utilisons & nouveau la formule de Stirling: pour £ au
voisinage de +00,

) (5) v .

(k1?2 k—+o0 ((]Z)kﬁ)Q 7k

Par définition de la relation d’équivalence en +0o, il existe une suite (e )ren+ de limite

nulle telle que
2k 4k
Vk € N* = 1+4¢
( k ) VR e

Le coefficient binomial et la fraction étant strictement positifs, on a aussi 1+ > 0,
pour tout k& € N*. Alors, pour tout n > 2, d’apres ce qui précede et la question 20,

EM,) = nzl(2;>(22:222) :1+§<2¢i)(22:§i)

=) g

7 4n7i
i ——(14 &) ————— (14 £n_y
_ d 1\/71'7( 2 Tr(n—i)( 2
=1+) D
i=1 ——(1+en)

Jan

VAN 1 (el e
E<M")_1+\/%Z i(n—1i) 1+e,
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Or, d’apres la question 13,

n—1

1 (4e)(14en) 1
;\/i(n—i) 1+e, "Ly e O

= Viln —1)

et d’apres la question 11,

n—1

Ezvfﬂi7* —

Ces deux assertions entralnent

™

]. + 82)(1 + 5n7i)

E:vﬁ;if 1 +e, ——

1 + 51)(1 + Enfi)

fz m 1+e, o0

Comme, pour n au voisinage de +oo, 1 = o(y/n), on a donc
E(M,) = /7 + o(y/7)

Autrement dit, EM,) ~ +mn

n—+oo

et il s’ensuit

Jn




