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IIT L’identité d’Euler

Dans cette partie, nous allons établir I’identité d’Euler suivante :

nin®
Y 0, I'z)= 1l I1T.1

On désigne par (fn),>; la suite de fonctions définies sur |0, +oo[ par :

t n
<1 — -—) t*=1 sit€]0,n[

fn(t): n

0 sit>n

et on définit pour tout réel & > 0 les suites (I, (z))n>1 et (Jn())n>0 par :

I(z) = /On (1 — %)nt“ dt

Jnlz) = /01(1 el gy

IIT.A — Montrer que pour tout entier n, n. > 1, la fonction f,, est continue et intégrable sur |0, +-o00].
III.B — Montrer que, pour tout z > 0,
nganoo I,(z) =T(x)
III.C — Montrer que, pour tout entier n, n > 0,
drel, bl = P g 1)
IIT.D —  En déduire que, pour tout x > 0,
Jn(z) = n!

zlz+1)--(z+n—1)(z+n)

III.LE —  Etablir lidentité d’Euler (I11.1).

IV Une intégrale a parametre
Dans toute la suite, on définit une fonction h sur R par

h:R—R
ur—u—[ul —1/2
ou la notation [u] désigne la partie entiére de w.
IV.A — Dessiner soigneusement le graphe de I'application & sur Uintervalle [—1, 1].

IV.B — Montrer que la fonction H définie sur R par :
H(z) = / h(t) dt
0

est continue, de classe C! par morceaux et périodique de période 1.

IV.C — A Plaide d’une intégration par parties, justifier, pour z > 0, la convergence de l'intégrale suivante :

+o0
h
/ M) g
0 U+

h
IV.D — L’application u — f) est-elle intégrable sur R 7
U+
IV.E — Soit ¢ 'application définie pour tout = > 0 par :
7 h(w)
= —d
o= [

En reprenant I'intégration par parties de la question IV.C, démontrer que I’application ¢ est de classe C! sur
R* et que pour tout z > 0,

- [T )
Y@=
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V Une autre identité due a Euler

Nous allons maintenant établir une autre formule importante due a Euler, valable pour tout > 0 :
1 teop
lnF(x+1)—<x+2)lnx—x+ln\/ / (u

ou h est 'application définie & la partie I'V.

On fixe donc z > 0 et pour tout entier naturel n, on définit F,(z) par :

n!nm+1

V.A — Montrer que pour tout entier naturel 7 :

i+l . g, 51

Intdt =In(z +1) — —du

x+i b U+

V.B —  En déduire que :
n+1
h(u
ol
3 1
Gu(z)=Innl+(x+1)Inn—z+n+ 3 In(z+n+1)+n+1+z+ 5 Inz

V.C -

V.C.1) En utilisant la formule de Stirling, montrer que :

1
hm Gn(z) = <x+§>lnxx+ln\/27r

n—-+4

V.C.2) En déduire que :

1
lnF(x+1)—<x+2>lnwa:+ln\/27r /

+oo hu)
u+x

V.D —  Montrer que pour tout réel x strictement positif,

I (x+1) 1 /+°° h(u)
——=lhz+—+ ——du
T(z+1) 2¢  Jo  (u+2)?



