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I. GENERALITES, CAS PARTICULIERS

Soient p € N* et r € R%. Utilisons le critére de d’Alembert. Comme (pn)" / (pn)!
ne s’annule pour aucune valeur de n, on peut écrire

(p(n+1))"  (pn)! _ 1\’ (pn)!
- B <1+ n) ol

(p(n+ 1)1 (pn) n+1))!
Or, (1 + 1) —1
n n—+o0o
|
et (pn)! = 1 0 car p € N*

G+ 1)1 A1) x - x (pn+p) noee

Ainsi, d’aprés le critére de d’Alembert,

Pour tout p € N* et tout r € RY, le rayon de la
série entiere Y- ) (pn)" / (pn)! 2™ est infini.

Soit z € C, comme la série > a,, 2™ converge absolument sur C, il y a également
convergence absolue de Y a,, 2. Ainsi, la série > a,, 2P converge absolument pour
tout z € C donc le rayon de convergence de cette série entiére est infini. Ainsi,

Pour tout p € N* et tout r € RY, le rayon de la
série entiere Y- -, (pn)" / (pn)!2P" est infini.

Plus généralement, si R désigne le rayon de convergence de la série en-
tiére 3" a,, 2", alors le rayon de convergence de > a,, 27" vaut ¢/R. Ce résultat
est valable pour R = +oo si l'on convient que &/+00 = +00.

Soit z € R. D’aprés la question 1, on peut écrire

+00 nO
So,l(x) = nglﬁx
d’ou ’VxER Soﬁl(as):el—l‘

De méme, la question 1 permet d’affirmer ’existence de la somme infinie

+00 (2n)0 on

SO,Q(Jj) = nzzzl (2”) | z
puis ’Vm eR So2(xz) =ch(z)—1 ‘

Rappelons les sommes de séries entiéres suivantes, valables pour tout z € C:

PO N R 5 i O Dt
e® = — ch(z) = — sh(z) = —_—
n=omn! n=0(2n)! n=o(2n+1)!
De plus, on a les équivalents suivants:
el’
e?—1 ~ e® et ch(z) -1 ~ —
T—++00 x—+oo 2

Par conséquent, Les énoncés Hp 1 et Hp 2 sont valides. ‘
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III. DEMONSTRATION DE H,., POUR p > 2

Commengons par remarquer que, pour tout = > 0, 'application ¢, est bien
définie sur [1;+oo[. Etudions les variations de ¢, sur [1;+oo[. Soit t > 1,

ot)=0=rt"(t -1+ttt - 1)t
=t7"t-1D"" (1 =r)t—1)+7rt)
Pty =tTTt -1t —1+7)

Comme t > 1 et r > 0, @, est strictement croissante sur | 1;+oo [. De surcroit,
=—-x=1 t
(1) = —o = lim g, (t)

Ainsi, comme x > 0, ¢,(1) < 0 et, par continuité et stricte croissance de ¢,, le
théoréme de la bijection permet d’affirmer :

’Il existe un unique ¢, € ] 1;+o00[ tel que ¢, (t,) = 0. ‘

Par conséquent, vt > t, 0 (t) =0

Recherchons a présent les variations de la suite (u, (2))nen. Pour ce faire, calculons
la différence up41(z) — un(x) pour n € N, en faisant apparaitre la fonction ¢, lors
des calculs:

m+1)" .4 n"
Upt1(T) — up(x) = CESL ot = T
e (wrry
! ( n+1 )
= %n' (n+1)" "tz —n")
_ (nnT Dl (n"(n+1)'=" — )
=" (n+ 1)t
() (o) = 2D )

Or, ¢, (n+1) < 0 pour n+1 < t, et donc pour n+1 < |t ]. De méme, sin+1 > |, ],
on a @, (n+1) > 0. Par conséquent,

La suite finie (u,(2))nefo; ¢, )] est croissante
et la suite (4, (2))n> |1z €st décroissante.

Notons que expression @, (r + a) n’a de sens que si ¢ + o« > 1. Or, étant
donné que l’on en cherche ici la limite quand x tend vers +oco, on peut supposer x
suffisamment grand pour que l’expression ¢, (x + «) soit bien définie. D’aprés les
calculs menés a la question 10, on a, pour z > 1 — «,

Qpac(z + Ot) _ erln(lfﬁ)Jrln(qua) _x
— (x_’_a)erln(l—ﬁ) —

Yoz + o) = x(e“n(l_ﬁ) —1) + aer(l-=3)
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Or, lim ln(lf 1 ):0

xr—+00 T+«
vu la continuité du logarithme en 1, donc par continuité de ’exponentielle en 0,

aerln(l—ﬁ) v
Tr—+0o0
Il reste & calculer la limite du terme de gauche. On a
1
n(1-——) ——0
T+« T —+00
1 _
donc erm(l-73) _1 ~ rln (1 - ) ~ !
r—+00 r+ o/ r—+o00o T+
—rT
puis x(e”“(lfﬁ) — 1) ~ ~  —r
rz—+00 I + ¢ z—+oco
Alinsi, Ya € R lim p(z+a)=a—r
r—+0o0

Il faut étre trés précautionneux lors de ce genre de calculs. Signalons quelques
erreurs a ne pas commettre dans cette question.

e Ajouter des équivalents: il ne faut jamais le faire! On pourra méditer
le mauvais exemple suivant :

x+In(x) ~ =z et -z ~ —

. ) . 1
e Surinterpréter les petits « 0 » : comme e” In(1-7%) (z4+a) ~ z+a,
T—+00
on trouve

pr(ta)=a+ o (z)=_ o (z)

Tr—+0o0 T—>+00

On ne peut donc pas conclure quant a la limite de ¢, (xz + ).
Procédons maintenant comme le suggére l'indication et montrons que

ty —x—r——0
r—+00
en revenant & la définition d’une limite. Considérons donc € > 0. Remarquons d’aprés

le début de la question que

<px(x+r+5)m>e et <px(:z:+r—6)m>—e
Ainsi, JA>0 Vz>A oz +7+€)>0
soit JA >0 Vx> A r+r+e>t,

ceci car . est croissante et s’annule uniquement en t,. De méme,
JA' >0 Vx> A’ r4+r—e <ty

Ainsi, en considérant A” = Max (A, A’), on a

o {0
donc Vo > A" [ty —x—r|<e
Finalement, on a établi que
Ve>0 FJA”" >0 Vz>A" [ty —xz—7r|<e
Cela prouve que Vr >0 tp, —x ———r

T—r+00
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Comme a la question 11, faisons remarquer que I'expression u|,|4r(2) n’a de
sens que lorsque |z] + k € N. Comme on s’intéresse au comportement asymptotique
pour z tendant vers +0o, on peut supposer z suffisamment grand pour que |z|+k € N.
On a alors

(L + by et
(=] + k)

Vk > |z|+1 Uz 4k (T) =

Or, (lz] + k)" ~ |z|"

Tr—r+00

Rappelons que 'on peut appliquer une puissance a un équivalent uniquement
si ’exposant ne dépend pas de la variable! Par exemple,

1\? \"
(1 + ) ~1 mais (1 + ) —
n n n—-+00o

Remarquons que lx+k|=|z]+k
Deés lors, (lz] +k)' =z x (lz] +1) x - x (|z] + k)
d’ou m+@ugmmpxpf

Voila comment on peut prouver le résultat suivant
VeeR VkeZ lx + k] =|z] +k
Soient z E Ret k€Z. On a |z] <z < |z] +1 dou
lz] +k<z+Ek<|z]+k+1

L’entier |z]| + k vérifie les inégalités caractéristiques de |x + k|, donc on a
bien |z + k| = |z] + k.

lz]" x zl*l x 2k

rioo [2]1x [2)F

Finalement, Ul |4k (T)

. [2]" x zle
et puisque |z] o T U] +£(T) el T
Ainsi, U] +x(T) oo Ule] (z)

Pour établir que |z | ~ LT il suffit d’utiliser I’encadrement
r—r+00

Vz e R r—1<|z] <z

1
puis, pour x > 0, 1_,<M<1
x x

et par encadrement, 2] ~ =z
Tr—r+00




12 Mines Maths 1 PC 2019 — Corrigé

On sait grace a la question 10 que la suite (u,(z))n>|s,) est décroissante.
Par conséquent, pour x suffisamment grand, |z| —m > |t,], et donc
Vie[lz]—m;lz]]  wilz) > up)(z)

L=
donc S w(x)
i=|z]—m

WV

(2] = (2] =m) + Duq (2)

= (m+ Dup,(z)
lz]
d’ou > ui(x) = mup,(x)

i=|z]—m

Puisque u|,)(x) > 0, il en résulte que

Pour tout m € N*, dés lors que z est suffisamment grand,

L]
ui(x) > MU 4 (x)
i=|z]—m

Pour ne pas se tromper pour calculer le nombre de termes dans une
somme, on peut retenir: « dernier indice moins premier indice plus 1 ».
Voici une solution alternative. Soit m € N*. Pour = > 0,

! % u(x) = n Ue)+i()
U|z| (fﬂ) i=|xz]—m i=—m U|z] (IL’)
Or Uiz +i(2) " 1 (question 12)

Ainsi, la somme suivante converge vers m + 1 quand x tend vers +o0o

Uy 1i(T)
i=—m U|z| (.T)
Elle est donc supérieure & m pour = assez grand, ce qui prouve le résultat.
Il faut enfin étre prudent avec la formulation adoptée par I’énoncé.
Elle pourrait laisser penser que l'on peut permuter les quantifications sur
x et sur m. Or, ce n’est pas garanti puisque x dépend de m.

1zl 1 sl g
Majorons enfin:  u|,(z) < Ei:LgfmUi(m) < Ei:Lgfm% Z

|z]" tooxt  gmtoont
B yZ ¢

< TS 2oy
m ;—=o?-: m;=o?:
. " e’
En conclusion, Uz ()
m

L’inégalité obtenue a la question 13 étant valable pour tout m € N*, il vient

uay(r)= o (a7e")

Par ailleurs, on sait grace a la question 12 que

Vk € Z uLwJ(x) ~ Um-rk@)

r—+00

d’on Vk e Z Ulzj+x(T) = o (2"e")

Tr—+00
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Remarquons que M, = u|,)4;(x) avec i = |t,] — |x]. Or, d’aprés la question 11,

Il ne faudrait surtout pas conclure que [t, — x| —— r. En effet, la fonction
« partie entiére » n’est pas continue! eee

Considérons € > 0. Le fait que t, — * — r implique que, pour x assez grand,

T—+00
t:. <x+r+e

d’ou [to] <tos <z+71+e¢

puis ltz] — |z <ax—|z]+r+e<<l+r+e

Ainsi, en posant € = |r| —r 4+ 1 > 0, on obtient, pour x suffisamment grand,
ltz] — 2] < [r] +2

En fait, on peut faire un peu mieux que ce que suggére I'indication! Avec
o) — o] <@ —lz]+7+e

et x < |z|+1

on a [tz] — |z <14+r+¢

Ainsi, en prenant € = |r|—r+1,ona |t;] — x| < |r|+2. Puisque |t;] —|x]
et |r] 4+ 2 sont des entiers,

lte] = 2] < [r] +1

Procédons de fagon similaire afin de minorer |t,] — [z]. Soit € > 0. Pour tout x
assez grand,

t, 2x+r—c soit t,—T—1r>—¢
Or, [tz] +1> ¢,
d’on lte] +1—2—71 > —¢
De méme lz] <z
donc lte] +1—|z] — 7 > —¢
soit ltz] — |z] >r—1—¢

Finalement, en prenant ¢ = r — |r| + 1, on a bien £ > 0 et on obtient
[tz] — |z] > |r]-2>|r] -1 car |ty — |z] €Z

On a donc établi que, pour x assez grand, et d’aprés les variations de (uy,(Z))nen
obtenues a la question 10,

M, € {upgjpn(e)| i€ [lr] —1;|r]+2]}

Ainsi, vr >0 M,= o (z"e")

Tr—r+00
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Soit n € N*. Calculons D,, en notant que c’est la somme d’une progression
géométrique. Comme z # 1, on peut écrire

1-—2"
D =
" 1-=2
1— 2" 1 n
Par inégalité triangulaire, ID,| < L= 2" < 4]+ "]
1 — 2| [1— 2|
) 2
puis Vn € N* D, | < T car 2] =1
—z

La majoration naive de la somme avec l'inégalité triangulaire donne une
trés mauvaise borne: |D,| < n. En effet, cette borne dépend de n et cela
complique les études de convergence demandées par la suite.
Remarquons que > Dpup—1(z) et > Dy un(ax)
neEN* neN
sont des séries entiéres de la variable x. Il suffit donc d’établir que leur rayon de
convergence vaut +0o. Comme on a établi que

2
11— 2|
et que cette borne ne dépend pas de n, les rayons de convergence des séries en-
tiéres > Dy unp—1(x) et > Dy, up(x) sont minorés par le rayon de convergence de la
série Y uy(z). Or, le rayon de convergence de > u, () est +oo d’apres la question 1.
Par conséquent,

Yn € N* D, | <

Les séries > Dy up—1(x) et > DD, uy, ()
convergent absolument quel que soit z > 0.

D’aprés la question 15, les quantités manipulées ci-dessous sont bien définies.
+0o0 +0o0 +0o0
> Du(un—1(z) —un(x)) = 3 Dptrun(z) — 30 Dy un(z)
n=1 n=0 n=1

Dy ugp(z) + i(DnJrl — Dy)un(z)

5 D11 (0) — un(0) = 55 (s
AiHSi, iDWL(un—l(x) - un(z)) = ST,l(Zx)

On peut également faire cette question en utilisant des sommes finies.
Voici une solution alternative. Soit N € N*,

N N N
Z::an (U'rz—l(x) - un(l')) = 2::1Dn Un—l(ﬂf) - E D, un(x)

n=1

N—1 N
= > Dpiiun(z) — ngn U ()

n=0
= NZ_:IZH tn () + 1 X ug(z) — Dy un(z)
N ;:1 T
S Dy (un—1() — up(x)) = D] (x2)" 40— Dyun(z)
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Grace a la question 15, la série Y D,, u,,(z) converge (absolument), donc

Dn UN(JJ) — 0
N—+oo

D’aprés la question 1, la série > n" (z2)™/n! converge. Ainsi, par passage a
la limite,

¥z € RE +iDn(un_l(x) (@) = Sy (z2)

Le procédé calculatoire employé porte le nom de « transformation
d’Abel ». Pour une somme du type Y u, (v,—1 —vy,) la transformation d’Abel
fournit une méthode simple pour parvenir & Y v, (Up+1 — Up) :

N N N N-1 N
Zun(vnfl _'Un) = Zun Un—-1— Zun Un = Zun+1 Un — Zun Un
n=1 n=1 n=0 n=1

n=

N—
n

_

(Unt1 — Un)Vp + U1 Vg — UN VN
=1

Noter le transfert du signe « — » des v,, aux u,, !

Majorons maintenant |S,.1(zz)| pour x assez grand. Commengons par remarquer
que la suite (u,(x))nen est positive. De plus, on sait grace a la question 10 qu’elle est
croissante jusqu’a n = [t,| puis décroissante. Or, pour x assez grand, on a |t,] > 1
car d’aprés la question 11,

Des lors,
+00 te] +00
;\unfl(x) —un(@)| = 3 (un(®) —un—1(@) + X (Un-1(2) — un(2))

n=1 n=|t,|+1

De plus, (u,(z)) converge et sa limite est positive car (u,(x)),>¢,| est décroissante
et positive, donc

+Z;:.o1|un—1(x) —un ()| = up, (x) —uo(x) = Hm w,(x) 4+ upe, ()

n—+o0o
2
Or, D, | < iz (question 15)
—z
. . +0oo 2 +0oo
Ainsi, 37 [Dnfun-1(2) = un(@)] < m—— X [un—1(2) — un(z)]
n=1 |]- - Z| n=1
2
< 0T
h |1*Z|(MI 0 ngrfmun(x)—’—MI)
Mais, lim up(z) 20
n—+oo
+00 4Mz
dott 3 IDallun-1(2) — un(@)] <
n=1 |1 - Z|
4 M,
Ainsi, pour = assez grand, Sr1(zx) < I |
—z
On sait d’aprés la question 14 que M, = o (z"e"). Le facteur 4/|1 — z| étant
. L, ~ T—+00
indépendant de x, cela entraine que
Suaen) = g_(ae)
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p—1
Soit x € R. Calculons, pour z € R, la somme S, (5’“ a:) Par définition,
k=0

p—1 +
ZSH (6" ) = 5 g g
k_ .
Comme la somme extérieure est ﬁme on a

—1 foopr +oo p—1ly

eeR % 3 Tenan = 5T T ghnan

=0n=1 n=1k=0"
Calculons & présent le membre de droite. Pour ce faire, considérons z € R et n € N*,
Deux cas se présentent alors.

e Si p ne divise pas n, alors £ # 1 et
p—1 1—¢&mp
e
k=0 1-&n

e Si p divise n, alors " =1 et

p—1 p—1
Y=Y 1=p
k=0

k=0
+o00 p— 1 400 r

Ainsi, ) Z gm no ST
n=1k= n=1 (Pn) !

. i2m . .o . o . A N .
On dit que £ = e » est une racine p-iéme primitive de 'unité c’est-a-dire

que p est le plus petit entier strictement positif tel que &# = 1.

p—1
En conclusion, Vp>=2 VreR > S 1(6F2) = pS,p(2)
k=0

Montrons que pour tout z € R, pS, ,(z) ~ Sr1(z). On a
T—r+00

-1
pSr,p(x) = ST,l(x) + ZZ ST’l (gk :E)
=1

k — T AT :
Or, Sr1 (¢ ) = .o (z"e®) (question 16)
d’on pSrp(x) =Sr1(z) +(p—1) x .o (x"e®)
soit PSrp(z) =Sr1(x) + L0 (x7e®)

car p ne dépend pas de x. Or, d’aprés I’énoncé H,.; démontré a la question 9,

Sr,l (ZE) xﬁf\jroo zret

done a,’*g—oo (.’b © ) - J:—)O-%—oo (Snl(x))
Rappelons que  f(x) ~ _g(x) <= f(x) ~g(x) = o _(g(x))
- “ 1
Ainsi, VpeN* Vr >0 Srp() ot » Sr1(x)
) 1
Finalement, VreR Srp ~ —x"e”
T—+00 P

ce qui correspond bien & 1’énoncé H, .



