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II. CONVERGENCE DANS .4, (R)

Comme z € Ker (v —1Ig), u(z) —z = 0 et donc u(x) = x. Par une récurrence
immeédiate, il vient alors que pour tout £ € N,

uf(z) = (1)
Calculons alors
1k=1 1k=1 1
Vk e N* rp(x) =Y ul(x)=—-Yao=— (k) =2
kizo ki k
ce qui entraine donc lim ri(z)= lim =2
k——+o00 k—40c0

‘ Il n’est ici pas nécessaire de détailler la récurrence, dont l'intérét est limité.

Comme z € Im (u —Ig), il existe y € E tel que u(y) —y = z. Soit k € N*.
On a

1 /k=1 k=1
re(z) = Z (Z uly) - 3 ul(y)) par linéarité de u’

Ainsi, en réindexant,

ri(x) = % (szjlue(y) — iiu%y)) = % (u*(y) —y) (somme télescopique)
De ce fit @l = | 7 @) = 9) | = gt - o)

d’ou, d’apres 'inégalité triangulaire,
()l + Nyl

En outre, comme par hypothese ||u(z)|| < ||z|| pour tout vecteur z, une récurrence
immédiate donne

el

)]l = 7l () vl <

[u* @)l < Tyl

. 1 2
Finalement, ()l < o (@)l + llyl) < d

et comme lim 2||y||/k =0, il vient par encadrement
k— o0

Jim (@) =0

d’ot1 'on conclut lim rg(z)=0
k—+oco
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Montrons tout d’abord que Ker (u — Ig) () Im (u — Ig) = Og. Pour cela, soit
x € Ker (u—Ig)(Im (u—Ig). Alors, en utilisant les résultats des questions I1.6
et I1.7, il vient, par unicité de la limite

lerr;o ri(z) =2 =0g et donc r=0g
Appliquons maintenant le théoréme du rang a I'endomorphisme v — I : comme ’es-
pace E est de dimension finie, alors
dimKer (v —Ig) + dimIm (v — Ig) = dim E
De plus,
o Ker (u—1Ig)+Im (u—1Ig) CE
e dimKer (v —Ig) + dimIm (u — Ig) = dim (Ker (v —Ig) + Im (u —Ig))
Ainsi, Ker (u — Ig) et Im (u — Ig) sont supplémentaires dans E, ce qui s’écrit encore

’Ker (u—1Ig) ®Im (quE):E‘

Soit z € E. Comme Ker (u — Ig) ®Im (u — Ig) = E, il existe un unique couple
(x1,22) € Ker (u—Ig) xIm (u —Ig) tel que © = x1 +xo. Puisque 27 € Ker (u — Ig),
alors d’aprés la question I1.6, ¥/ € N, uf(z1) = z;. Soit k € N. Il vient

ri(a1) = = Y uf(2r) = LT =101
(=0 (=0
et ainsi re(x) = rp(rr + x2) = ri(x1) + re(z2) = 21 + re(z2)

On obtient alors en passant a la limite

lim rg(z) = lim x4+ rg(xe) =x1+ lm rg(ze) =z
k—+oco k—+oo k—+oco

par la question IL.7. Ainsi, la suite (r(z)),cy converge vers p(x) = x1. p est alors

Papplication qui & x associe sa composante sur Ker (u — Ig) dans la décomposition
de E en somme directe citée en II.8, autrement dit

L’application p : E — E est la projection sur
Ker (u — Ig) parallelement a Im (u — Ig).

Soit u 'endomorphisme de E canoniquement associé a A. Avec les notations
données dans 1’énoncé, Ry est alors la matrice de ’endomorphisme r; dans la base
canonique de E. Comme par hypothése il existe une norme ||.|| sur ., 1(R) telle que
pour tout X € 4, 1(R), ||AX]| < ||X], alors ||u(z)|| < ||z|| pour tout = dans E, et il a
été prouvé a la question I11.9 que kligloo ri = p, ol p est la projection sur Ker (u — Ig)

parallelement & Im (u — Ig). Comme l'application qui & un endomorphisme associe
sa matrice dans une base est continue car linéaire en dimension finie, Ry converge
vers P, ot P est la matrice de p dans la base canonique de E, et comme p? = p car
p est un projecteur, alors P2 = P. Ainsi,

La suite de matrices (Ry)ren converge dans ., (R)
vers une matrice P vérifiant I’égalité P2=P.

Le jonglage entre matrices et endomorphismes est omniprésent dans ce sujet,
et un effort de synthése dans la rédaction a de grandes chances de se voir
apprécié du correcteur.
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ITI. MATRICES STOCHASTIQUES

ITI.11 | En notant (u;)ie[1;,] les coefficients de la matrice U, la relation matricielle
AU = U s’écrit encore

n
V’LG[[].,TLH Zai_juj:ui
j=1

n
soit Vie[l;n] > a;=1
j=1

qui n’est autre que la condition (4). Finalement,

La condition AU = U équivaut bien a la condition (4). ‘

Une matrice dont la somme des lignes vaut 1 admet toujours 1 comme valeur
propre et le vecteur-colonne ne contenant que des 1 est alors un vecteur
propre associé.

Soient M et N deux matrices stochastiques. Il suffit de montrer que MN est
stochastique, c’est-a-dire que MN vérifie les conditions (3) et (4). Comme les coethi-
cients du produit de deux matrices a coefficients positifs sont positifs, MN vérifie la
condition (3). De plus, puisque M et N sont stochastiques,

(MN)U =M (NU) = MU =U

ce qui prouve, en utilisant la question III.11, que la matrice MN vérifie la condi-
tion (4). Ainsi, MN est stochastique, et ’on a démontré que

’L’ensemble & est stable par le produit matriciel. ‘

Si 'on n’a pas remarqué qu’il était simple de prouver la condition (4), on
peut décider de montrer directement que la somme des coefficients de chaque
ligne de MN vaut 1. C’est possible & condition de ne pas se perdre dans
les sommes doubles qui apparaissent alors, et... ¢c’est probablement un bon
exercice !

Montrons que l'ensemble & est convexe. Soient M et N dans &, t € [0, 1], et
montrons que tM+(1—t)N € &, c’est-a-dire que tM+(1—¢)N vérifie les conditions (3)
et (4). Comme t est positif, les coefficients de tM et de (1 — )N le sont également,
et ainsi la matrice tM + (1 — ¢)N vérifie la condition (3). De plus, comme M et N
vérifient la condition (4), il vient

(M + (1 — )N)U = (MU + (1 — )NU =¢U + (1 - )U="U

donc la matrice tM + (1 — ¢)N vérifie la condition (4) d’apres la question III.11.
Par suite, tM 4 (1 — t)N € & et & est convexe.

Montrons maintenant que I’ensemble & est fermé: soit (C,,) une suite de matrices
de & qui converge vers une matrice C. Il suffit de montrer que C € &. Comme les
coefficients de C sont les limites des coefficients des matrices C,, et que ces derniers
sont positifs, alors les coefficients de C sont eux-mémes positifs et C vérifie la condi-
tion (3). De surcroit, par continuité de la multiplication & droite par U dans ., (R),

CU = ( lim Cn)U — lim (C,U)= lim U=U

n—-+oo n——+oo n—-+oo
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ce qui prouve que C vérifie la condition (4) d’apres la question III.11. Ainsi, C est
une matrice stochastique, en conséquence de quoi I’ensemble & est fermé.

L’ensemble & est une partie convexe fermée de ., (R). ‘

Une autre méthode pour montrer que I'ensemble & est fermé serait de prou-

ver que c’est l'image réciproque d’un fermé par une application continue.

1l suffit pour cela de considérer pour (i,5) € [1:n]? les applications coor-

données f; ; définies sur ., (R) par f; ;(M) = m, ;, et pour i € [1;n] les
n

applications g;, également définies sur .4, (R), telles que g;(M) = > m; ;.
j=1

Ces applications sont continues car linéaires en dimension finie, et les en-
sembles f; ;1 (RT) et g; = ({1}) sont fermés comme images réciproques de
fermés par des applications continues. Comme

= () fi T®)ng ({1}

i,je[1;n]?

I'ensemble & est donc fermé comme intersection de fermés.

ITI1.14 | Soient A € & et X € M,, 1(R). Soit ¢ € [1;n]. Notons (AX); le i° coefficient
du vecteur colonne AX. Alors, comme A est stochastique,

3

[(AX);|

ai, ;]

—

N
=5

|ai,j||7;]

[
=

3l

N

a; jlx;l (condition 3)

J
S IXloo 2 045
‘7:
[(AX)i] < [IX]loo (condition 4)

Il
A

En passant au maximum sur ¢, il vient

Max [(AX);] < [|X]|oo

ax |
1<i<n

et en définitive ]VA €& VXEMu(R)  [|AX]||o < HXHOO.\

ITI1.15 | Montrons que dimKer (AP —1,) = 1. Soient comme il est suggéré dans

Pindication un vecteur X = ' (x1 ... xn) € Ker (AP —1,,) et un indice s € [1;n]
tel que z, = 11\</Ia<>< x;. Comme la matrice AP est le produit de matrices stochastiques,
IIRN

elle est stochastique d’apres la question II1.12. Supposons par 'absurde qu’il existe
un indice g tel que x;, < x, et notons d; ; les coeflicients de AP. Puisque APX = X,
il s’ensuit que

n
Ty = ) ds vy <ws ) dsj = s
j=1

<.
It

d’apres la condition (4). Or, comme z;, < z, et que les d; ; sont strictement positifs,
ds i iy < dsioTs et donc I'inégalité précédente est stricte, c’est-a-dire

T < Ty
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ce qui est absurde. Ainsi, il n’existe pas d’indice i tel que z;, < xs, et donc tous
les z; sont égaux:

Viel[l;n] z; =,

On en déduit que X = z;U puis Ker (AP —I,,) C Vect U. Comme AP est stochastique,
on a réciproquement Vect U C Ker (A? —1,,), d’ont

Ker (AP —1,,) = Vect U

Finalement, ’dim Ker (AP —1,)=1 ‘

I11.16 | Soit X € Ker (A —1,). Alors AX = X, et par une récurrence immédiate,
pour tout n € N, A"X = X. En particulier, APX = X, soit X € Ker (AP —1I,,).
Par suite,

Ker (A—1,) C Ker (A? —1,) = Vect U

Réciproquement, soit X € Vect U, c’est-a-dire qu’il existe un réel A tel que X = AU.
Alors

A-I)X=A-I)ANU=XAU-U)=A(U-U)=0
car A est stochastique. Ainsi,

Vect U C Ker (A —1,,)

En conclusion, ’Ker (A —-1,) = Vect U‘

II1.17 |Soit k € N*. Pour tout £ € N, la matrice A¢ est stochastique et ses coefficients
sont donc positifs. Comme

les coefficients de Ry sont aussi positifs, et la matrice Ry vérifie la condition (3).
De plus, comme pour tout £ € N, AX = X, il vient

1k=1 1k=1
RU==-SAU=-SU=U
kizo ki=o

donc la matrice Ry, vérifie la condition (4). En conclusion,

’Pour tout k € N*| la matrice Ry, est stochastique. ‘

On a démontré a la question I1.10 que si A € #,(R) et qu’il existe une
norme ||.|| telle que pour tout X € ,1(R), |AX]] < |IX||, alors la matrice Ry
converge dans .#,(R) vers une matrice P telle que P? = P. La question II1.14 prouve
que c’est le cas ici, en posant ||.|| = ||.||cc. La suite de matrices (Rg)gen+ converge
donc vers une matrice P telle que P? = P.

De plus, on a prouvé a la question II1.17 que pour tout k € N* Ry, € &. Puisque &
est une partie fermée de ., (R) d’apres la question I11.13, P € & et P est stochas-
tique. De plus, P est la matrice du projecteur sur Ker (A —1I,) (parallélement &
Im (A —1,)) qui est de dimension 1 d’aprés la question II1.16, donc le rang de P est
égal & 1. Ainsi,

’La suite (Rg)gen+ converge vers une matrice P stochastique de rang 1. ‘
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I11.19 | Comme P est stochastique,

V’LGII].,’I'L]] ZpL]:]'
j=1

Chacune de ses lignes comporte au moins un coefficient non nul. Notons, pour tout

kell;n],Pr= (pk71 pk,n) la k¢ ligne de P. Puisque P est de rang 1,
Vke[l;n] Jur eR P = upPq

Soit t € [1;n]. On a

n

n n
L= 3"pij= D pib1j = i ) D1,j = i
j=1 j=1

Jj=1
Ainsi, toutes les lignes de P sont identiques. En posant

VZG[[].,TL]] )\i:p17i

Al A2 A, 1
A1 A2 A, 1
il vient P=1 . . =1 ()\1 Ay - /\n)
M X2 o A,
En outre, la matrice notée L = ()\1 Ay e )\n) est une matrice-ligne stochastique

car P est stochastique et

n n
XA =2pm =1
=10 =

Par suite, ’Il existe une matrice-ligne stochastique L telle que P = UL.

I11.20 | Puisque P = lim Ry, calculons, pour tout k& € N*,

k——+o0
1 k=1
RpA = = Y A
kizo
1 Zk: ¢
==->A
kiz
1 k+1/k
:m% (ZAZ—A()) et donc
=0
k+1 I,
RrA = —Rpq41 — —
k Wl T
En passant a la limite dans ’égalité précédente, il vient
PA=P
De surcroit, d’apres la question I11.19, P=UL. Ainsi,
ULA = UL
puis, en multipliant a gauche par U et en divisant par n,
LA=L

Montrons maintenant 'unicité. En transposant 1’égalité ci-dessus, il vient
'L € Ker (‘A-1,)
De plus, comme une matrice et sa transposée ont méme rang,

rg (A—1,) =rg (t(A—In)) =rg (tA—In)
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d’ot1, d’apres le théoreme du rang et la question II1.16,
1=dim Ker (A —1I,,) = dim Ker (tA —In)

Raisonnons par I'absurde. Supposons qu’il existe une autre matrice-ligne stochas-
tique L1, non égale & L, telle que L1A = L. Alors AL = 'Ly et

L, € Ker ("A-1,)

Ainsi, Ly et L sont dans le méme sous-espace propre de dimension 1 et il existe § € R*
tel que L; = OL. Mais comme L et L; sont des matrices-lignes stochastiques, la somme
de leurs coefficients vaut 1, ce qui implique nécessairement 6 = 1 et donc

L;=L

Par conséquent,

’ La matrice L est la seule matrice-ligne stochastique telle que LA = L.

Comme L est une matrice-ligne stochastique, ses coefficients sont tous posi-
tifs ou nuls. Reste & montrer qu’aucun n’est nul. Raisonnons par I’absurde : supposons
qu’il existe un indice r € [1;n] tel que A, = 0. Puisque LA = L, une récurrence
immédiate donne LAP = L. En s’intéressant au coefficient d’indice r de ces deux
matrices-lignes, il vient

n
> Aidir=0
i=1
Or par hypothese, les coefficients d; ; de la matrice AP sont tous strictement positifs,
ainsi I’égalité précédente implique
Vie[l;n] X\=0

et donc L = 0,,, ce qui est absurde. Par suite, aucun coefficient de L n’est nul, et en
conclusion

’Les coefficients de la matrice-ligne L sont tous strictement positifs.

I11.22 | Soit u ’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A. On déduit
de la question III.14 que I’hypothese faite sur u en partie II est vérifiée. De surcroit,
d’apres la question II.8,

Ker (u—Ig)@®Im (u —Ig) = E

Notons uk et u; les endomorphisme induits par u sur les sous-espaces vectoriels
Ker (u—1Ig) et Im (u —Ig), et Xu, Xux €6 Xu; les polynomes caractéristiques respec-
tivement de u, uk et u;. Comme Ker (u —Ig) et Im (u — Ig) sont deux sous-espaces
vectoriels stables par u et qu’ils sont supplémentaires dans E, il vient

Xu = Xux Xur

D’apreés la question I11.16, dim Ker (u — Ig) = dim Ker (A —I,,) = 1. De plus, comme
Ker (A —1,,) = Vect U, uk est I'identité sur Ker (u — Ig), et donc x,,, = X—1. Enfin,
comme la somme est directe, 1 n’est pas racine de x,, et ainsi

’Le réel 1 est valeur propre simple de la matrice A. ‘




