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PARTIE 1

Identifions les polynomes de R,[X] avec les fonctions polynomiales de R
dans R. Puisqu’une fonction polynomiale de R dans R est continue, il vient que R,,[X]
est un sous-espace vectoriel de C(R, R). La fonction B est définie sur C(R,R) x C(R, R)
et a valeurs réelles. Elle est de plus manifestement bilinéaire, symétrique et positive.
Elle l'est de méme par restriction a R, [X] x R, [X].

Montrons que cette restriction est définie positive sur R, [X]. Supposons que
P € R, [X] vérifie B(P,P) = 0. Ceci s’écrit
n

=0

Puisque pour tout i € [0;n], P(z;) € R, on a P(z;)? > 0. Or une somme de n + 1
termes positifs est nulle si et seulement si tous les termes de la somme sont nuls. Ainsi,

Vie[0;n] P(z;)? =0
donc Vie[0;n] P(z;) =0
On en déduit que le polynéme P, de degré au plus n, admet au moins n + 1 racines

distinctes. Par conséquent, P = 0. Ceci montre que la restriction de B & R, [X] xR, [X]
est définie positive sur R,,[X]. En conclusion,

’ B définit un produit scalaire sur R, [X]. ‘

Montrons que B n’est pas définie positive sur C(R,R). La fonction f définie
pour z € R par

@) = @)

est une fonction polynomiale donc continue sur R. Elle est non nulle sur R car c’est

une fonction polynomiale de degré n + 1 dont les seules racines sont zg,...,z,.
En outre,
B(f,f) = Z:Of(rci)2
= > I (@i — @)
1=05=0
= Z()
i=0
B(f,f)=0

En résumé, B(f, f) =0 et f # 0. Par suite, B n’est pas définie positive sur C(R,R).
En particulier,

’ B ne définit pas un produit scalaire sur C(R, R). ‘
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Introduisons le symbole de Kronecker défini pour (j, k) € N2 par

1 sij=k

sinon

Soit (j, k) € [0;n]?. Calculons

n (1‘ _ 1’)
Li(z;) = g
(=) il;lo(xk — ;)
i#k
Sij # k, alors I'un des termes du produit est (z; —z;)/(zx —x;) = 0. Par conséquent,
dans ce cas, Ly(xz;) = 0. Si j = k, alors les n termes du produit sont égaux a 1 et
Li(z;) = 1. En résumé,

. 1 sij=k
R eoml L= {§ 52

Pour tout k € [0;n], L est un polyndme a coefficients réels de degré égal a n,
donc Ly € R,[X]. Soit (j, k) € [0;n]?. Ecrivons, a I'aide du calcul précédent,

B(Lj,Lg) = > Lj(zi)Le(xi) = > 6i0ik
1=0 =0

1=

Si k # j, tous les termes de la somme ci-dessus sont nuls. Si k& = j, alors
n
2
B(L;,L;) = >_0i;
i=0
et le seul terme non nul dans cette somme est 5j7j2 =12 = 1. Par conséquent,

V(j,k) € [0;n]*  B(L;,Li) = djk

On en déduit que la famille (Lk)ycqo,,) est une famille orthonormée de Ry [X].
Puisqu’elle comporte n + 1 vecteurs et que R, [X] est de dimension n+ 1, il vient que

(Lk)kefo;n] est une base orthonormée de (R, [X],B).

Soit f € C(R,R) et k € [0;n]. Calculons, a I'aide de la question précédente,
B(f.Li) = 3 (r)La(a)
= 5 f(z)e
’B(f»Lk) = f(ﬂfk)‘

Par suite, P (f)(zx) = 3. B(f.Li)Li(zs)

1=0

= ZB(fv L;)6ik d’apres 1.1.2
i=0

= B(fa Lk)

’Pn(f)(ack) = f(xg) ‘ d’apres le début de la question

Considérons la fonction
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. {RH[X] — Rl
v P — (P(m),...,P(zn))

L’application ¢ est linéaire. Déterminons son noyau. Soit P € Ker (). Le fait que
¢(P) = 0 implique que pour tout ¢ € [0;n], P(z;) = 0. Puisque les x; sont deux &
deux distincts pour ¢ = 0,...,n, le polynéme (X — zg) X - - X (X — x,) divise P, qui
est de degré au plus n. Par conséquent, P = 0 puis

Ker(p) = {0}
donc ¢ est injective. Comme R, [X] et R"*! sont de méme dimension finie n + 1, il
vient que ¢ est bijective. En particulier, (f(xo),..., f(x,)) admet un unique anté-
cédent par ¢, c’est-a-dire qu’il existe un unique polynéme P € R, [X] tel que, pour
tout k € [0;n], P(zx) = f(xk). Or, par construction, le polyndéme P,,(f) est com-
binaison linéaire des (Lj)jeﬂo;n]]’ donc P, (f) € R,[X]. En outre, d’apres la question
précédente, pour tout k € [0;n],

Pr(f) (k) = f (k)
On en déduit que

n(f) est l'unique polynoéme P de R,[X] vérifiant

P
P(f)(zr) = f(zx) pour tout k € [0;n].

Les polyndmes Ly (k € [0;n]) sont appelés polyndmes interpolateurs
de Lagrange aux points xq, ..., T,.

On peut également montrer le résultat de cette question comme suit.
D’une part, en utilisant la question précédente, on constate que P, (f) est
un polyndéme de degré au plus n qui vérifie P, (f)(zr) = f(z) pour tout k.
D’autre part, si P € R, [X] vérifie P(zx) = f(xr) = Pn(f)(zr) pour tout k,
alors le polynéme P — P,,(f) est de degré au plus n et admet au moins n+ 1
racines distinctes: xg,...,2,. Par conséquent, P — P,,(f) = 0, c’est-a-dire
P =P, (f). Par suite, le polynéme P, (f) est bien le seul polynéme de R, [X]
qui répond a la question.

Soit f € R,[X]. Dans ce cas, f est un polynome de R,,[X] et vérifie évidemment
f(zx) = f(x) pour tout k € [0;n]. La question précédente assure alors que

Pu(f) =1

En considérant le polynéme f =1 € R,[X], on obtient, d’une part, avec la question
précédente,

Pu(f)(X) = F(X) =1
et, dantre part, Pu(£)(X) = 2B (/L) LX)

= > fzi)Li(X) d’apres 1.2.1
i=0

P, (f)(X) = ;1 % Li(X)

Ceci implique vz € R S Li(x)=1
i=0
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Soit f € C([a;b],R). Calculons, pour x € [a;b],
A(f)(@) = Pu(f)(2)
= ;)B(fa Li)Li(z)
A(f)(x) = if(xl)Li(z) d’apres la question 1.2.1
i=0

Par inégalité triangulaire, il vient

ACH)()] < z F (@) |Li(a)|

1=

Or, par définition de N,
Vie[0;n] |f(zi)] < Noo(f)

Par suite, A (2)] < éNm(ﬁ ILi()

< Noomé) ILi(x)]
IAF)(@)] < Noo(f)D(2)

Puisque la fonction L; est continue pour tout ¢ € [0;n], sur [a;b], il en est de
méme de la fonction |L;| par composition et de la fonction ® par sommation finie.
Ainsi, ® € C([a;b],R). En outre, I'inégalité précédente implique que

e lab]  IAS)E@)] < NoolNao(®)
Par conséquent, Noo(A(f)) € Noo(f)Noo (P)
puis, pour f € C([a;b],R) telle que Noo(f) < 1,
Noo (A(f)) < Noo(®)

Ceci implique que I'endomorphisme A est continu et

[All < No(®)

La fonction ® est continue sur le segment [a;b] donc elle y est bornée et y
atteint ses bornes. En particulier,

Ir €la;b] O(r) =Sup{P(x) |z € [a;b]}
Puisque @ > 0 comme somme de fonctions positives,
{19(@)] |2 € [asb]} = {() |z € [a;b]}
Ainsi, Noo(®) = Sup {|®(2)| |z € [a;b]} = Sup{®(z) |« € [a;b]}

En résumé, Frela;b] (1) =Noo(®)]

o

Il
=]

Calculons AW) () = P (V) (1) = 3.0 (z)Ly(7)

Soit ¢ € [0;n]. Si L;(7) =0, alors U(x;) =¢; =0 et
U(zi)Li(r) = 0 = [Li(7)]

Sinon, L;(7) # 0, ¥(x;) = |L;(7)| /Li(7) et

_ |Li(7)

F
—

\]
N—

I
=
S
-

U(x;)L;(7)
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En conséquence, pour tout i € [0;n],

U (x;)Li(7) = |Li(7)]
Ceci implique AW)(r) = é) ILi(7)| = ®(7) = Noo (@)

La fonction W est, par construction, continue sur [a;b] et & valeurs dans [—1;1],
donc Noo (¥) < 1. L’inégalité précédente assure que
Noo (A(¥))) 2 Noo(®)
Par définition de la norme subordonnée || - ||,
[All > Neo(®@)

A Taide de I'inégalité démontrée en 1.3.1, on conclut que

[Al = Noo(®)

Pour tout ¢ € [0;p — 1], le théoréeme de Rolle appliqué & la restriction de
la fonction g a 'intervalle [¢; ; ¢;11 |, continue sur [¢; ; ¢;41 ], dérivable sur | ¢; ;¢iq1 |,
et telle que g(¢;) = g(ci41) certifie que la fonction ¢’ s’annule au moins une fois sur
Pintervalle | ¢; ; ¢;41 [- Les p intervalles | ¢; ; ¢;41 [ étant deux a deux disjoints et inclus
dans [a;b], il vient

¢’ s’annule en au moins p points de [a;b]. ‘

Montrons par récurrence sur k € [0;p] que la propriété

P(k) : la fonction g®) € CP~*([a;b],R) et s’annule en au moins
p — k + 1 points distincts de [a;b]

est vraie pour tout k € [0;p].
e #(0) correspond & ’hypothese sur la fonction g.

e (1) a été obtenue & la question précédente.

o P(k) = P(k+1): Afin de montrer I’hérédité, supposons & (k) vérifiée pour
un k € [0;p — 1] donné et appliquons le résultat de la question précédente
a la fonction § = ¢ qui est & valeurs réelles, de classe p = p — k sur
[a;b], et qui s’annule au moins p + 1 fois sur ce segment par hypotheése de
récurrence. Puisque p > 1, le résultat de la question précédente certifie que
g = gtV qui est de classe p — 1 = p — (k4 1) sur [a;b], s’y annule en au
moins p=p —k =p— (k+ 1) + 1 points distincts. Cela signifie que Z(k + 1)
est vérifiée.

En particulier, &(p) assure que

¢?) s’annule au moins une fois sur [a;b].

Puisque P,, et P41 sont des polynomes de degré inférieur ou égal a n + 1,
on sait que

Poi1 — Py € Ry [X]
En outre, pour tout ¢ € [0;n], on a

(PnJrl - Pn)(xz) = Pn+1(xi) - Pn(l'z) = f(xz) - f(‘rz) =0
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n

Par conséquent, [[(X — ;) divise P41 — P,,. Puisque T, 41 est exactement de
i=0

degré n + 1, ceci s’écrit encore

IreR Pn+1 - Pn = T'Tn+1

Finalement, ’ IJreR VzxeR Poi1(x) = Pu(x) =rThia(z) ‘

Puisque f € C""([a;b],R), il en est de méme de g = f — P,,11. En outre,
Vie[0sn]  g(xi) = f(zi) = Prya(zs) = fzi) — f(2:) =0
donc la fonction g s’annule en n + 1 points de [a;b]. Appliquons le résultat de la
question 1.4.2 a la fonction g avec p = n + 1 pour obtenir
B elazd]  g"I(B) =0
En particulier, fD(B) = szfll)(ﬁ)
Par ailleurs, en dérivant n + 1 fois I’identité polynomiale de la question précédente,

P(n+1) _

(i) — T(n+1) . Pgln+1)

n+1

Or P,, € R,[X], d’ou P = 0. De plus, en développant T, 11, on obtient
Tpi1 — X"+ € R, [X]
n+1) _

donc (Tn+1 — X"H)( 0
puis Tg:fll) =(n+1)!
Par suite, Pg:fll) =r(n+1)!
En conclusion, 3B € [a;b] fOID(B) =7 (n+1)!
Soit y € [a;b] \ {xg,x1,...,2,}. Considérons le polynéme P, interpolant f
aux n + 1 points y, xg, ..., x,. D’apres la question 1.5.1,

JreR Pn+1 -P,= TTn—i—l
(n+1)
[

Or, on a montré B € [a;b] (1)
(n+1)
Par suite, Pyt1—Pn= MTnH

Evaluons cette relation en y et utilisons I'égalité P, 1(y) = f(y) pour obtenir

(n+1)
fly) =Pnly) = f(n++1()ﬁ')

Tn+1 (y)

Lorsque y € {zg,...,Zn},
Po(y) =fly) et Tppa(y) =0

donc 1’égalité démontrée & la question précédente est vraie pour tout 8 € [a;b].

La quantité f — P, (f) s’appelle erreur d’interpolation de f par P,,.
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PARTIE 11

n
I1.1.1| La fonction ¢ — [](t — ¢) est polynomiale, donc continue sur [0;n].

=0
De plus, la fonction y — |y| est continue sur R. Par composition, la fonction ¢
est donc continue sur [0;n]. Puisque le segment [0;n] est compact, il vient

’ ¢ admet un maximum sur [0;n]. ‘

I1.1.2 | Soit t € [0;n]. Ecrivons

en—1) = | I (n—1) 1)

1=0
e - )
=0
= f - (-0
=0
(D
=0
[o(n—1) = ¢(t)]

en utilisant la bijection ¢ — n — i de [0;n] dans lui-méme et la commutativité du
produit de nombres réels.

I1.1.3 | Puisque t € N, on a ¢(t) # 0. En outre,

n n n+1

pt—1)=T1t-1=0) =1 (t—-(0+9))=T1{t—-1)

=0 =0 =

—

n+1
1=
I1(t—1)

=0

t—1
Par suite, # ) =

o(t)

et

o(t—1) _’t—(n—f—l)‘
o(t) t
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Soit ¢ € [1;n/2]. Distinguons deux cas.
e Supposons t ¢ N. Puisque 1 < ¢ < n/2,

2 1
- < " <1
n t
1 1
don oL o ”j <n+l carn+130
n
1 1
puis 2<1+>—1< nt -1 <n
n t
2 1) —t
et donc 1+7<(n+ ) <n
n t
2 t—1
Par suite, puisque ¢t ¢ N, 1+7<M
nooe(t)

2
Puisque ¢(t) > 0 et 1+ — > 1, on obtient finalement

n

olt) < plt = 1)
e Supposons ¢t € N. Dans ce cas,
tflé[();gfl} et t—1eN

Par conséquent, ¢(t—1) =0 et o(t)=0
L’inégalité (t) < ¢(t — 1) est donc encore vérifiée.

En résumé, vVt € [1 ; g} o(t) <t —1)

Supposons dans un premier temps que p = 1. La fonction ¢ est définie et
continue sur [0;2]. D’apres la question I1.1.2, pour tout t € [0;2], ¢(2 —t) = p(t).
On en déduit que

Sup ¢ = Sup ¢

[052] [0;1]
La fonction ¢ (respectivement la restriction de ¢ a [0;1]) est continue sur [0;2]
(resp. [0;1]) donc elle est bornée sur [0;2] (resp. [0;1]) et y atteint ses bornes.
L’égalité précédente s’écrit alors

M =M
0:2) 7 [01)

Par suite, ’ © atteint son maximum en un point de [0;1]. ‘

Supposons désormais p > 2. Comme précédemment, a ’aide de la question I1.1.2,
Max ¢ = Max ¢
[05n] [0:p]
Fermons e oo = (s )
Or, d’apres la question I1.1.3,
Vie{l,...,p—1} Max ¢ > Max ¢

[i—1;4] [i;i+1]
Par suite, Max ( Max gp) = Max ¢
1€{0,...,p—1} \[i;i+1] [051]
donc Max ¢ = Max
[O;H]w [0;1]<p

puis La fonction ¢ atteint son maximum en un point de [0;1]. ‘
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I1.2.1 | Pour ¢ ¢ N, chacun des termes du produit définissant ¢ est non nul. Par
suite, p(t) > 0 et 'on a

In (p(£)) = In (12[0 It — i|> _ :ZOm It — i

Puisque ¢ est strictement positive et dérivable sur tout intervalle |k;k+ 1[ ou
ke [0;n—1], on en déduit qu’il en est de méme de la fonction In ¢ et que, sur un
tel intervalle, la dérivée en t de cette derniére vaut

I1.2.2| Soit t € [1/2;1] et k € [2;n]. Puisque —k < —2 et ¢t < 1, il vient
t—k<1—2<0. Par suite, 1/(t — k) < 0. Par sommation,

Z—<0

St —k

Puisque 1/2 < ¢, on a 1/t < 2. Le fait que t € [1/2; 1] assure également que

-<t—-1<0

Par suite, — < =2

1 1
Par additi -+ —<2-2=0
ar addition, t+t—1

Ceci assure, par addition avec I'inégalité montrée précédemment,

Z—<O

—ot —k

A laide de la question précédente, il vient, pour t € [1/2;1],

¢ =t x (£ 77)

=t —k

noo1
Puisque ¢(t) > 0et > 5 < 0, on obtient par produit
k=0l —

Vte{;;l[ '(t) <0

I1.2.3 | La fonction g est dérivable sur ] 0; 1 [ comme somme de fonctions ayant cette
propriété. Ainsi, pour t € ]0;1],

n 1

Y = G

Par suite, ¢’ est strictement négative sur I'intervalle |0;1[. On en déduit que

La fonction g est strictement décroissante sur ]0; 1. ‘
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Puisque ¢ est strictement monotone sur |0;1[, g s’annule au plus une fois sur

I'intervalle ] 0;1[. En outre, pour ¢ € ]0;1],
©'(t) = o(t) g(t)

et de plus p(t) # 0. Par conséquent, la fonction ¢’ s’annule sur | 0; 1 si et seulement

si g s’annule sur | 0;1[. Finalement,

’ La fonction ¢’ s’annule au plus une fois sur ]0;1 . ‘

Rappelons que 'on a admis en II.1.4 que ¢ atteint son maximum en un
point de [0;1]. Puisque ¢ > 0 sur |0;1[ et ¢ (0) = ¢ (1) = 0, la fonction ¢ at-
teint son maximum en au moins un point ¢, de |0;1[. Comme elle est dérivable
sur ]0;1[, ¢'(t,) = 0. En outre, d’aprés la question précédente, ¢’ s’annule au plus
une fois sur ] 0;1[, donc t,, est unique. Puisqu’en ce point la dérivée de ¢ est nulle,

la question I1.2.2 permet d’affirmer que ¢, € ]0;1/2[. En résumé,

 atteint son maximum en un point et un seul de ] 0;

DN | =

.

En ce point, on a, d’apres 11.2.1,

Pt =0=p (3 1)

k=otn

Puisque t, €]0;1], on a p(t,) > 0. Par suite,

n 1
=0
kgo tnfk
I1.3.1 | Soit k € N*. Puisque 0<t, <1
on a 1< —-t, <0
donc k—1<k—t,<k

Puisque k£ — 1 > 0, on peut déduire de ce qui précede

< 1
k—t,
On a montré en 11.2.4 que
n 1 1 n 1
e e
k:Otn - k tn k:ltn - k
1 n 1 no1
Par suite, — = >3-
ar suite P kZ::I — kZ::1 .
.. . L 1
Ceci implique o< —
k=1 k tn

Rappelons que

1
La série de terme général positif ZE est divergente.
k

car 0 <t, <1
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13

no1
Ainsi, - ——— +00
k::lk n—+o00

Par minoration, on obtient a ’aide de la question précédente que

1
— — +00
ty, n—+oo

Par suite, t, —— 0t
n—+oo

I1.4.1 | Soit k € [1;n]. La fonction

(k;k+1] — R,

e . 11
—_— - ==
k1
est continue sur [k;k + 1] et strictement positive sur | k; &k + 1]. Par suite,
k41
fx (t) dt >0
k
k41 k+1
1 dt
Ceci implique 0< / —dt — / —
ko K kot
Mldae 1
donc / — <=
Lt Ok

Sommant pour k € [1;n], il vient, & I’aide de la relation de Chasles,

(e VA |
- < —
/1 t kz::lk

11.4.2 | On a montré en I1.3.1 que

1
< —
tn

I =

n
2.
k=1

A T’aide de la question précédente, on en déduit que

/n+1 dt 1
I g —
Lt

1
c’est-a-dire que In(n+1)—Inl< .
n
P 6 t t, < !
ar conséquen
auent, " T n(n+1)

Par définition de ¢,,,
vie[0sn]  o(t) < (tn)
Puisque t,, € ]0;1/2[ d’aprés la question I1.2.4,
Vke[1l;n] [t — k| =k —t, <k
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n n
Par suite, O(tn) =tn [ [t — k| < tn [1 & = tan!
k=1 k=1
Le résultat de la question précédente assure que
n!
tn) < ——
#ltn) In(n+1)
Final vt e [0 o
i t te[0; < ——
inalement, [0;n] o(t) 1)

I1.5.1 | Ecrivons, puisque z = a+th et z; = a + i h,

To(@) = IT o = =i

= [Ith—ih|
=0

= [ It — )

=0

n

[1(t—1)

=0
[T ()] = b lp(0) |

I1.5.2 | Fixons y € [a;b]. D’apres la question 1.5.3, il existe 5 € [a;b] tel que

1

fy) —Pnly) = anH(y)f(”*”(ﬁ)

Posons comme & la question précédente t = (y — a)/h. Cela certifie que

I Tni1(y)l = A" o(t)

Par suite, |f(y) — Pnly)| = ﬁ I Try1(y)] ‘f(nﬂ)(ﬁ)!

= G e [rm )

A Taide de la question I11.4.3, on obtient

it n!

|f(y) = Pu(y) < (n+D!'In(n+1

) [0 (B)]

puis, par définition de N, ( fn+1)7
h7z+1
(n + 1) ln(n + 1)

[f(y) = Puly)l < Noo (f*F1)

Cette majoration étant indépendante de y € [a;b] et valable pour tout y € [a;b],
on en déduit que

hn+1
(n+1)In(n+1)

NOO(f - Pn) < Noo(f(7l+1))
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PARTIE 111

II1.1 | Par définition de Ly, on a

i=0 i=0
i#k i#k
n IT(X =)
Par suite, W LX) = [[(X —2) = =2 ——
i=0 X =z,
i#k
On en déduit que wi (X — ) Li(X) = Thy1(X)
Finalement, Ve e R  Tppi(z) =wy, ' (z — 2p)Li(2)

I11.2 | A l'aide de 1.2.1, on a, pour tout z € R,
Po(z) = > flaw)Li(2)
k=0
Si x # xy, alors d’apres la question précédente,

Li(z) = —&

—— T T
(fﬂ — xk) 7l+1( )
Par conséquent, si x est différent de tous les z;,

Po) = 3 f(ar) b Ty ()
k=0 (v — )

On en déduit que, pour tout € R~ {zo,...,z,},
o wy f (g
Pu@) = Ty (o) 32 2 000) 3)
k=0 X Tl

Appliquons ce résultat a la fonction f constante égale a 1 sur R tout entier. Puisque
P,, est aussi la fonction constante égale & 1, il vient pour tout € R\ {zo,...,zn},

T
p(e) 3

=1

Par suite, pour tout z € R\ {zg, ..., 2},

1

Thti(z) = o wn

k:()x — Tk

Insérant cette expression de T,,11 dans (3), il vient, pour z € R\ {zo,...,Zn},

n

E f(a)

k= r — T
Pp(r) = =05 — —— (4)

k:().T — Tk

IT1.3.1 | Calculons
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1 n

— = [l (2 —2)
Wi =0
i#k
= [I(a+kh—(a+ih))
ik
= 1k )
iZh
= w1 (k=)
z;ék
k—1 n
— W Tk —i)x TT (k=)
=0 i=k+1

=h"kx(k—1)x---x2x1x(=1)x(=2)x---x(=(n—k))

=k! =(=1)"—*(n—k)!
i _ (—1)”7kh”k'(n _ k)l
Wi . .
—1\n—k
Finalement, Wk = hn(k! (7)1 —k)!
Ainsi, wi; = (=1)"h" n!zlvk
n!
= (=1)*
(=1) k! (n — k)!

I11.3.2 | A Paide de la question précédente, pour tout k € [0;n],

wp = T = ED" (Z)

hrnl Ok h™n!

Par conséquent, pour x € R\ {xq,...,x,},
nowgf(eg)  (Z1)" & n\ f(zk)
; T — Tk h”n‘g( Ok k) x—xy
. D Wk (=) & k(T 1
t, d = -1
et, de meme, kgox —xp hn n! k:()( ) k x — xp
(="

Par simplification par Wl

dans la formule (4) démontrée en I11.2, il vient
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I11.4.1 | Les 4n + 1 points équidistants entre —2n et 2n sont distants de 1, donc

(Vke[0;4n]  wy=—2n+Fk]

On peut par exemple appliquer la formule
xi::a—Fih
2n — (—2n)
In

donnée en 1.5 avec a = —2n, b=2n et h = =1.

I11.4.2 | Calculons, pour k € [0;4n], a laide de la question précédente,

— Tk _ Tk —
flag) = cos( 5 ) = cos (2 (k 2n)>
7r
= cos (k§ — nﬂ')
7r . :
= cos <k§> cos(nm) + sin k (7) sin(n)
n T
f(zr) = (=1)" cos (k:2)
car cos(nm) = (—1)" et sin(nm) = 0. Pour tout € R \ {zg,...,z,}, on a donc
cos hm
in an\ f(xg) in dn 2
-1 k LR () -1 k R A
pI (k) e N P =Ty
R lon km\ _ 0 si k est impair
APPEIOs que )T (—1)k/2 si k est pair

La somme précédente, dont tous les termes d’indice impair sont nuls, peut étre réin-
dexée par p en posant k = 2p:

I (An) S 2y () (1)
—1)k ( ) =(-1)" —1)2r _
kgo( ) k) x—my - pgo( ) 2p) x—2(p—n)
Changeons lindice de sommation dans cette derniére somme en posant k = p —n

pour obtenir
3 (1)t (4;?) o)y 3 (2(n4i k)) %

k=0 T — T k=—n

_ n \k 4n 1
= 2 1) <2n—|—2k; z— 2k

k=—n

Par ailleurs, par changement d’indice ¥’ = k — 2n,

4n An, 1 2n An, 1
—1)k — —1)k -
kZ::o( ) ( k ) T — Tk k:Z:Zn( ) (Qn + k) r—k

donc on obtient, en appliquant la formule (5) établie a la question IT1.3.2 a la fonction
f continue sur R définie par f(x) = cos (7z/2), pour tout z € R \ {xo,...,Z4n},

k:g_:zn(_l)k <2n + k> T —k
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I11.4.3 | Rappelons que p est 'unique entier relatif tel que

z€[pip+1]
e Sike[—2n;p], e —kl=2c—k<(p+1)—k
e Sike[p+1;2n], e —kl=k—a<k-—p
Ainsi, pour x € [—2n;2n],
2n P 2n
II lz=k= II le—kx II lo—k
k=—2n k=—2n k=p+1
P 2n
< II ((p+1)—k)x I (k—p)
k=—2n k=p+1
2n
T lz—k <@n+p+1)! x(2n—p)!
k=—2n

et cette inégalité est triviale lorsque x = 2n.

IT1.4.4 | La fonction f : 2 +— cos((mz)/2) est de classe € sur R, donc elle est

de classe €4+ sur [—n;n]. Puisque Py, est son polyndéme d’interpolation aux
4dn + 1 points z; = ¢ — 2n pour i € [0;4n] d’aprés la question I11.4.2, on peut
appliquer le résultat de la question 1.5.3:

1

Vye[-2n;2n] B e[-2n;2n] f(y) —Panly) = WT4n+1(y)f(4”+1)(ﬂ)
An+1
n+)ygy — _ (T (7B
Remarquons que f (B) (2> sin ( 5 >
4n+1
(4n+1) < (T
done Fum )] < (3)
En outre, pour x € [—2n;2n],
4n
Tans1)(x) = 1:[0(55 — ;)
in
~ @ (i-2m)
72n
Tunsny(@) = [ (z—Fk) en posant k =i — 2n
k=—2n

Par suite, a ’aide de la question précédente, on obtient la majoration
IT(4n+1)(2)| < @n+p+1)(2n — p)!
On en déduit que, pour tout x € [—2n;2n],

(x/2)"""!

£(@) = Pan(@)] < (2n+p+ D20 —p) g =gy

Ecrivons & laide de la formule de Stirling

2 1
(2n+p+1)! ~ (n+P+

2n+p+1
> 2r(2n+p+1)
e

. m — » 2n—p
puis (2n — p)! ol S 27(2n — p)
4n-+1
4 1
et (4n+1)! ~ ( nt ) 2(dn + 1)
o0 e
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Par produit et quotient d’équivalents non nuls, on obtient

0(n.p) s, V2m (4n + 1)4n+T
Y (2n +p+ 1)P+! <(2n+p+1)(2np))2” 4n?

£V 1) 20— p)r (4n + 1)

In+1

4

~ V2
+o0 T 4n 2P nP

16n2 +8n+1
1L pp+D\\ ™"
an? (14— 2P0
Varn | " ( + 2n 4n? (7r)4”+1
+oo 2 1 1 2
16n2 {1+ —
on ( ton 16n2)
L oplp+1)\™
Ve (N (1t 5, = T4 mydntl
b(n,p) ~ 1 (5)
too 2 4 14 1 N 1 2
2n  16n?
1 1
14 o p(i +2 )
Posons u,, = nl 711 et écrivons que
"o T Ton
1 1 1 1 1
PRI IR NS SYCY (I I S
2n 4n? 2n n? 14 1 n 1
2n  16n?
1 1 1 1
done = (10 5) (1 3) o) =1+ 0(5)
1
Par suite, In(uy,) = 0(712>
1
donc 2nln(uy,) = O()
n
Par conséquent, exp (2nln(u,)) —— 1
n—-+o0o
c’est-a-dire up?"® ~ 1
+oo
V2 1\ an+1
On en déduit que 6(n,p) ol 27m (22> (g)
T 4n—+1
Ceci s’écrit encore O(n,p) ~ V2mn (7)
+o0 4

T
Puisque 1 < 1, on obtient finalement

bn,p) T2 O

(2n 4 p+1)2"tPHl(2p — p)2n-p \/(2n +p+1)(2n —p)

(

™

2

)47l+1

)4n+1

opt+lpyp+l (4n2 +2n(p+1—p)—plp+ 1))2" (E)4n+1
2

Ceci implique que la suite de polynomes (P4, )nen converge uniformément

vers f sur tout segment.



