EXERCICE 1.

Soit (ay,)nen+ une suite de réels.
Pour tout n € N*, on pose :

n n
by = n(an — any1), Ap = E ap et B, = E by
k=1 =1

1

1. On prend dans cette question, pour tout n > 1, a,, = Pr=

1.1 Vérifier que la série E ay, converge et calculer sa somme.

n>1
1.2 Déterminer le rayon de convergence de la série entiére g na"!
n>1

1.3 Montrer que la série E b, converge et calculer sa somme.
n>1

1

2. On prend dans cette question, a, = ——
—_— n In(n)

,n=2eta; =0.

2.1 Etudier la monotonie et la convergence de la suite (ay,)n>2.

2.2 Quelle est la nature de la série Z an?
n>1

2.3 Calculer lim na,.
n—+oo

2.4 Quelle est la nature de la série Z b, ?
n>1

3. On suppose dans cette question que la série Z a, converge et que la suite (a,),cn+ est une suite décroissante

n>1
de réels positifs.
2n
3.1 Pour tout entier naturel n non nul, on note u,, = Z ap,. Montrer que : Vn € N*, nas, < u,.
p=n+1

3.2 En déduire lim nasg,.
n—too

3.3 Démontrer alors que lim na, = 0.
n—++oo

3.4 Montrer que la série E b, converge.
n>1

+00 +oo
3.5 A-t-on Z a, = Z b, ?
n=1

n=1

4. On suppose dans cette question que la série Z b, converge et que la suite (a,),en+ est positive, décroissante
n>1
et de limite nulle.

4.1 Vérifier que : Vm e N*, m<n, B, =2 A,, — map41.

4.2 En déduire que la série E a, converge.
n>1
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“+oo “+oo
4.3 Peut-on en déduire que Z ay = Z by ?
n=1

n=1
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EXERCICE 3

Soit (@s)nen+ une suite de nombres réels.
ea >1,

e la suite (an) est bornée,
On dit que la suite (a,) vérifie la propriété (P) sialafois: { vy e N*,an >0

e la série E an, diverge.
n>0
On note alors :

n n
VneN, A, = >2,b, 2
n ;ak et Vn>2, ln(A kZAk

Dans tout I'exercice, on utilisera sans le démontrer la propriété suivante, notée (R) :

Soient (u,) et (vy) deux suites réelles & termes strictement positifs.

(a) Un 7 Un
et n n
Si: alors : Zuk fad ka
. k=1 k=1
(b) la série Z up diverge
n>1

R
el

1. Pour tout n entier naturel supérieur ou égal & 1, on pose H,, =

x>
Il

1
o : 1
En utilisant les séries de terme général u,, = — et v, = In(n + 1) — In(n) et la propriété (R), prouver que :
n
n In(n)

2. 2.1 De fagon analogue, montrer que :

N |
L= g R T - sln))

1
In(n)

2.2 En déduire la nature de la série de terme général w,, = (n>2).
2.3 Retrouver ce résultat sans utiliser la propriété (R).
3. Etude de deux exemples.
3.1 On prend dans cette question : Vn € N*, a, = 1.
e Vérifier que la suite (a,,) ainsi définie satisfait & la propriété (P).
e Déterminer nHToo by
3.2 On prend dans cette question : Vn € N*, a, = %
e Vérifier que la suite (a,) ainsi définie satisfait & la propriété (P).

e En utilisant la propriété (R) et la série Z Wy, déterminer 11rn e
n>2

4. On revient au cas général et on considére une suite (a,) qui satisfait & la propriété (P).

4.1 Montrer que 4, ~ An 1

4.2 Prouver que :
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a,
4.3 Déterminer alors la nature de la série : Z A_n
n32 "

4.4 A Taide de la propriété (R) et des questions précédentes, déterminer alors Br_{_l bp.
n—too

5. Soit (un) le terme général d’une série & termes strictement positifs divergente.

L +:°o O(Un)

Montrer qu’il existe une suite (v,) & termes positifs tels que : o 15, sétie Z vy, diverge

n21
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QUATRIEME PARTIE
Dans toute cette partie, (ax)ren désigne une suite réelle convergente vers 0. Cette suite
est supposée de plus décroissante & partir de la question 4.4.

4.1 Soit (Ak)ken une suite de réels strictement positifs telle la série de terme général \;
diverge vers +00. Montrer que

Z )\kak
lim *=2 =0

n—+00 n -
>N
k=0

4.2 On définit A Popérateur opérant sur une suite quelconque (ux)ren par la relation:
Vk €N, (Au)p = ug — Ui

puis on note A" la puissance itérée n-iéme de 'opérateur A:

A =1d et pour tout n € N, A™! = Ao A"
Montrer que pour tous k et n dans N, on a

@ =3 (7 e

=0

An
4.3 Montrer, an fixé dans N, que lim (A"a); = Oet, & k fixé dans N, que lim (—% =0.
k—+o00 n—+oo 2N
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4.4 On suppose & partir de maintenant que la suite (ax)xen est décroissante et convergente
vers 0. On note S la somme de la série alternée de terme général (—1)*a; pour tout k € N.
On definit pour tous k et n dans N:

k) _ x [(AMa)r  (A™a),
aﬁl)—(——l)[ on  o9n+l

Montrer,a & fixé dans N, que la série de terme général (a; ))neN est convergente avec pour
somme:

“+oo
> al® = (—1)ax

n=0

N ) - - k
et, & n fixé dans N, que la série de terme général (a,(1 ))keN est convergente avec pour
somme:

+00

S a® = (B"a)o
n on+1l °
k=0
+00
4.5 On note rﬁ,’f) = Z aflk). Montrer que la série de terme général (r,(,'f))keN est conver-
n=m
gente. On note R, sa somme.
- (Ama)o
4.6 Montrer que ml_lg_l()()]%,,, =0et 2:0 o Ry — Rpq1.
m—

(A™a)o
om+1

4.7 En déduire que la série de terme général ( ) est convergente et a pour
eN

somme S.

4.8 On suppose en outre que la suite (ax)ren peut s’écrire sous la forme a, = f(k) pour
tout k € N ou f est une fonction appartenant & C*°(R4,R) et telle que

VkeN, VzeR,, (-1)Ff®(z)>0
Montrer dans ce cas que pour tout n € N et tout £k € N, (A"a), > 0. En déduire que
pour tout m € N,

(A’"a)o agp
0< om+1 = om+1’

1
. - k+1’
proposer une méthode d’approximation de In2 avec une précision € > 0 donnée. Quelle
expression de In 2 retrouve t-on?

4.9 En appliquant les résultats de cette partie a la suite de terme général ay =
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