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Exercice 1.

Soit (an)n∈N∗ une suite de réels.

Pour tout n ∈ N∗, on pose :

bn = n(an − an+1), An =
n∑

k=1

ak et Bn =
n∑

k=1

bk

1. On prend dans cette question, pour tout n ! 1, an =
1

2n−1
.

1.1 Vérifier que la série
∑

n!1

an converge et calculer sa somme.

1.2 Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑

n!1

nxn−1

1.3 Montrer que la série
∑

n!1

bn converge et calculer sa somme.

2. On prend dans cette question, an =
1

n ln(n)
, n ! 2 et a1 = 0.

2.1 Etudier la monotonie et la convergence de la suite (an)n!2.

2.2 Quelle est la nature de la série
∑

n!1

an ?

2.3 Calculer lim
n→+∞

nan.

2.4 Quelle est la nature de la série
∑

n!1

bn ?

3. On suppose dans cette question que la série
∑

n!1

an converge et que la suite (an)n∈N∗ est une suite décroissante

de réels positifs.

3.1 Pour tout entier naturel n non nul, on note un =
2n∑

p=n+1

ap. Montrer que : ∀n ∈ N∗, na2n " un.

3.2 En déduire lim
n→+∞

na2n.

3.3 Démontrer alors que lim
n→+∞

nan = 0.

3.4 Montrer que la série
∑

n!1

bn converge.

3.5 A-t-on

+∞∑

n=1

an =
+∞∑

n=1

bn ?

4. On suppose dans cette question que la série
∑

n!1

bn converge et que la suite (an)n∈N∗ est positive, décroissante

et de limite nulle.

4.1 Vérifier que : ∀m ∈ N∗, m " n, Bn ! Am −man+1.

4.2 En déduire que la série
∑

n!1

an converge.
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4.3 Peut-on en déduire que

+∞
∑

n=1

an =
+∞
∑

n=1

bn ?

Exercice 2.

Pour tout entier naturel n, on note en : x ∈ R+ "−→ xn e−x.

Soient N ∈ N∗ et E le sous-espace vectoriel de C 1(R+,R) défini par : E = Vect(e0, e1, ..., eN ).

1. Montrer que B = (e0, e1, ..., eN ) est une base de E. En déduire la dimension de E.

2. Pour tout élément g de E, on note ∆(g) = g′.

2.1 Démontrer que ∆ ∈ L (E)

2.2 Ecrire la matrice A de ∆ dans la base B. ∆ est-il un automorphisme de E ?

2.3 Déterminer les éléments propres de ∆. L’endomorphisme ∆ est-il diagonalisable ?

3. Soient k ∈ !0, N" et x ! 0.

Montrer que la série de terme général wn = ek(x+ n) est convergente.

4.

4.1 Pour tout entier naturel k, on considère une suite (un,k)n∈N telle que la série
∑

n!0

un,k converge .

Citer le théorème du cours qui justifie que l’on a pour tout N ∈ N :

+∞
∑

n=0

(

N
∑

k=0

un,k

)

=
N
∑

k=0

(

+∞
∑

n=0

un,k

)

.

4.2 Soit f ∈ E.

Démontrer que la série de terme général un = f(n+ x) est convergente pour tout x ! 0.

On note alors F (x) =
+∞
∑

n=0

f(n+ x).

4.3 Justifier que la série de terme général nj e−n pour tout j fixé de N est convergente.

On note alors Aj =
+∞
∑

n=0

nj e−n.

4.4 Exprimer F (x) en fonction des Aj pour tout x ! 0.

4.5 En déduire que F ∈ E et que l’application Φ : f "−→ F ainsi définie est un endomorphisme de E.

5. Ecrire la matrice de Φ dans la base B en fonction des Aj .

L’endomorphisme Φ est-il diagonalisable ?
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