Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 1

(+)

. . Lo . Ug € R
Etudier la suite définie par récurrence par
P P { e yre

La fonction f : 2z +—— §/7z — 6 est strictement croissante sur R donc la suite (tn), ey est monotone. Cherchons les points fixes
de f et le signe de f(z) — x. Soit z € R.
r>flr) <= z2>YTx—-6 <= 2>>Tr—-6 <+ 25-Tz+6>0
Le polynéme 2* — 7x + 6 admet une racine évidente x = 1 ce qui assure une factorisation du polynéme par z — 1 et enfin
2 —Tr+6=(x—-1)(22+2-6)=(z—1)(z+3)(z—2)
Finalement,
x> flz) <= (@—-1@+3)(r—2)>0 <<= x>2o0uzxc]|-3;1]
La fonction f a au passage trois points fixes —3,1,2. Notons Iy = |—o0; —3|, I} = ]—3;1[, I =]1;2[ et enfin I3 =]2;4o00[. Ces
intervalles sont stables par f par croissance stricte de f. En effet, par exemple
l<z<2 = fH=1<flx)<f(2)=2
Distinguons quatre cas :

e Siwug € Io, alors la stabilité et le signe de f — 14 impose u, € I et (uy,), oy strictement croissante. Puisqu’elle est majorée
par —3, elle converge vers un point fixe qui ne peut alors étre que —3.

e Siug € Iy, alors la stabilité et le signe de f — I; impose u,, € I et (Un)neN strictement décroissante. La suite est bornée
monotone donc converge vers un point fixe qui ne peut étre alors que —3.

e Si ug € I, on prouve comme au cas précédent que (“n)neN croit vers 2.

e uy € I3, on prouve cette fois que (uy,) décroit vers 2.

neN
Bien entendu, si ug est I'un des points fixes, la suite est constante donc convergente. Finalement,

‘La suite (u”>n€N converge vers —3 si ug < 1, vers 2 si ug > 1 et est constante égale & 1 sinon.

(+)

Etudier la suite définie par

14 2u,
ug =1 et VneN, u = Up ———
0 n+1 n 1 + 3u”
(a). Etudier la convergence de (uy),, -
1 1
(b). Déterminer un réel « tel que la suite v,, = — —— ait une limite non nulle.

un+la Unp
(c¢). En déduire un équivalent de u,, lorsque n — +o0.

(a). Une récurrence immédiate prouve que (uy), oy est & valeurs strictement positives. Dés lors, (uy), oy est strictement
décroissante car 1+ 2u,, < 1+ 3u,, pour tout n € N. Elle est donc convergente vers un point fixe de f et un calcul rapide
montre que seul 0 est point fixe. Ainsi,

‘La suite (un),cy est strictement décroissante et de limite nulle. ‘

(b). Un développement limité de v,, donne

1
Uy = [(1 4 3up)*(1 + 2uy,) > — 1]

Up*
1
= — [(1 4 30w, + O(un?)) (1 = 20my, + O(uy?)) — 1]
U,
1
n — n 0 n2
v — [ozu,Jr (un, )]
et donc Uy~ Qg L
11 suffit maintenant de choisir « = 1 pour avoir
1 1
-— —1

jeudi 5 septembre, 2019 Vincent Puyhaubert PC* Lycée Joffre



Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 2

(c). Le lemme de Césaro prouve par téléscopage que

1=l 1 /1 1
Pt st (o) o

n = n—00 n \ U Ug n—00

Puisque (1/(nug))nen tend vers 0 quand n tend vers l'infini, il vient 1/(nu,,) —1 soit

1
Uy ~ —
n
() CCP PC 2009
1
Pour tout réel x, on pose f(z) = / | —t| dt
0

(a). Montrer que pour tout x € [0;1], f(z) = 2? —z + %
Que devient f(x) pour x <0Oetx > 17
On définit la suite (u,),cy par uo € [0;1] et w1 = f(u,) pour tout n € N.
(b). Montrer que pour tout n € N*, u,, € [1/4;1/2].
(c). Déterminer un majorant de |f’[ sur [1/4;1/2] et en déduire que (uy,), oy converge vers un réel que I'on explicitera.

(d). Que se passe-t-il lorsque ug > 17

(a). Pour x € [0;1], on écrit
f(a:):/Ox(x—t)dt—i—/:(t—x)dt: {‘(5“2‘“2}} {(t‘;)zl:er(l—;)Z:xz_H;

Pour = ¢ [0;1], la fonction intégrée est de signe constant sur [0; 1] et donc

o= [ -l

1\? 1
(b). Pour tout x € [0; 1], f(z) = <x - 2> +3

On en déduit aussitot que f([0;1]) = [1/4;1/2]. Notons I = [1/4;1/2]. Alors, I C [0;1] donc f(I) C f([0;1]) = I donc I
est stable par f. Ainsi, ug € [0;1] donc uy € I et par récurrence immédiate,

x’

11
Vn € N* n€ ==
n e s U 6[4 2}

(c). Des calculs élémentaires montrent que |f’| est majorée par 1/2 sur I, et que f admet £ = 1 —1/2/2 comme seul point
fixe sur I. Pour tout entier n > 1, I'inégalité des accroissements finis appliqués entre u,, et ¢ donne

[ (un) = f(O)] <

Une récurrence immédiate montre que

. 1
g, — £ soit [tnt1 — ¢ §§-|un—€|

1\9\»—*

Vn € N, lu, — 1] < uy — £

1
2n—1

ce qui assure que (uy), oy est convergente de limite I'unique point fixe de f. Par suite,

2
La suite (uy), oy converge vers 1 — g

1 n
(d). Siwug > 1, alors u; = up — =. Plus généralement, tant que w,, est supérieur a 1, on a u,, = uy — 5 par définition de f.
Notons donc ng le plus petit entier tel que u,, < 1. Par définition,

no—l

n
u0—50<1§u0— soit ng <2uy—1<ng+1 et donc ng = [2ug — 1]

Alors, la suite (uy)n>n, satisfait la relation de récurrence u,+1 = f(u,) avec la condition initiale u,, € [0;1] donc elle
converge vers 1 — /2 /2.

Le résultat précédent reste valable lorsque ug > 1.
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Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 3

()

(a). Montrer que pour tout entier n € N*, Péquation = + 2% + --- + 2™ = 1 a une unique solution dans [0;1]. On note a,
ce réel.

(b). Monter que la suite (a,),y est monotone, puis qu’elle converge. Déterminer sa limite .

(¢). Donner un équivalent de a,, — A lorsque n tend vers +oo.

(a). L’application f,, : @ — o + 22 + -+ + 2™ est continue et strictement croissante donc réalise une bijection entre [0;1] et
son image [0;n]. En particulier,

’ L’équation = + 2% + - -+ + 2™ = 1 a une unique solution dans [0; 1]. ‘

(b). Remarquons que pour n > 2, ni 0 ni 1 ne sont solutions de ’équation donc a,, € ]0;1[. Par définition de (a,) on a

neN?
1
f7t+1(afn+1) = Qp+1 +-- an+1n+ =1
Dés lors, on a fr(any1) = 1 — anp1™™ < 1. Or, on sait que f, est strictement croissante et que f,(a,) = 1 donc
any1 < Gn. La suite (ay), oy est donc décroissante, donc convergente car minorée par 0. Pour déterminer sa limite, on
multiplie ’équation par 1 — a,, et il vient

1
a, —a,"tt=1-—a, soit an =3 (1 + an”“)

Par décroissance de (a.,) ntl

+00 et donc

neNs 0N a a," 1 < ay™! avec ap € ]0; 1] ce qui prouve que a, tend vers 0 quand n tend vers

’ La suite (a,), oy décroit vers 1/2. ‘

(¢). Soit n € N. D’aprés le théoréme de accroissements finis, il existe ¢, € [1/2;a,] tel que

fn(an) = fu(1/2) = f(cn)(an —1/2)
Or, fn(an) =1 et la somme des termes d’une suite géométrique donne f,,(1/2

)
111 11 1
2

1 1
n— - = T~ 1S —<a, — < —
T ) T ) ST 2T )
par croissance de f!. Maintenant pour x < 1, on a
x—a"t! ) r—a" T+ (1-2)(1 - (n+1)a")
fn(x) = ﬁ puis fé(m) = (1 — J})Q

On déduit de cette expression que f},(1/2) et f](a,) sont deux quantités de limite 1/4 quand n tend vers +oo (en

justifiant que na,™ est de limite nulle par une majoration similaire a celle de la deuxiéme question). L’encadrement
assure alors 1’équivalent

1 1
w3~
(%) Centrale PC 2019
Pour tout n > 1, on définit f,, sur R¥ X |n;+o00[ par
a 1 1 a noo1
faila,2)— —4+ —— 4+ =-+
z x-—1 xr—n x oix—k

(a). Soit a > 0 et s > 1. Montrer que pour tout n > 1, il existe une unique solution, notée x,,(a, s) a ’équation f,(a,x) = Ins.
(b). Etudier la monotonie de la suite (x,(a, $))nen:-
(¢c). (PYTHON)

(i) Définir une fonction prenant en argument a, n et s et renvoyant z,(a, s).

(ii) Représenter pour s € [2;10] les premiéres valeurs de la suite ((s — 1)z, (a, s)/n)nen-. Conjecture ?

1 1 1 @
4). Mont 1
(d) ontrer que na—1+na*2+ +nafn n—+oo n(al)

(e). Etudier la convergence et la limite de (z,,(a,$)/n)nen+-
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Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 4

(a). L’application @ — f,(a,z) est clairement strictement décroissante sur |n;+oo| car somme de fonctions strictement
décroissantes. Elle est de limite nulle en 400 et de limite 400 en n (le dernier terme de la somme tend vers +oo, les
autres ont une limite finie). Par le théoréme de la bijection, elle réalise une bijection de |n; +oo[ vers R*. En particulier,
puisque Ins > 0 lorsque s > 1,

‘Pour tout @ > 0 et s > 1, Péquation f,(z,a) = Ins admet une unique solution. ‘

(b). Fixons n € N*. Par définition,

fortl@ i) = —— + 5 L ) b
n @, T, = = Jn(Tn =1ns
i i Tntl  jp=1%ns1 —k i Tpy1 — (n+1)

En particulier, Jn(Tnyr) <Ilns = fr(z,)

La fonction f,, étant strictement décroissante, on en déduit que z,+1 > x,,. Ceci étant valable pour tout entier n,

‘La suite (zy,(a, $))nen est strictement croissante.

(c). (i) Les documents d’aide du concours (volet « analyse numérique ») fournissent une fonction fsolve appartenant au
package scipy.optimize pour trouver des solutions (approchées) d’une équation de la forme f(z) = 0. On peut alors
proposer le code suivant :

1 x(a,n,s):

2 fn(x):

3 S=a/x - np.log(s)

4 k (1,n+1):

5 S+=1/(x-k)

6 S

7 resol.fsolve (fn,2*n+1) [0]

(ii) Voici un exemple de fonction pour obtenir un tracé. Elle prend en argument les valeurs de s et a ainsi qu’un entier
N pour tracer la suite des N premiéres valeurs de (z,(a, s))nen-

1 test(a,N,s):

2 X=[k k (1,N+1)]

3 Y=[(s-1)*x(a,n,s)/n n X1
1 plt.clf ()

5 plt.plot(X,Y)

6 plt.show ()

Voici deux exemples de tracés (a = 1, N =50, s = 3 puis s = 5.

5.0 8

4.5 1 6

4.0 , af

3.5 8 2

3.0 L L L . 0 . . . .
[ 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Sur le graphe pour s = 5, les « pics » correspondent & des valeurs de n pour lesquelles la fonction fsolve produit un

résultat erroné. Si on fait abstraction de ces quelques valeurs, on peut conjecturer que (s — 1)z, (a, s)/n —+> s
n—-+00

soit encore

S

On peut conjecturer que x,(a,s) ~
n—+oo § — 1
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Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 5

(d). 1 suffit de reconnaitre une somme de Riemann. En effet, en posant g : ¢t — 1/(av — t), on a

1 n 1 R - 2": 1 1 1 1 2": k
noe—1 na—2 na—n_kzlna—k_nkzla—k/n_nkzlg n
L 1 Ly i 1 d
- =) — t) dt
e cours assure alors que nkglg (n) p—— /Og()

avec /Olg(t) dt = [~ In(a - t)](lJ = In(a) —In(a —1) =In (aa 1)

. 1 1 1 o
Finalement, + e In
no—1 na—2 no—mn n—+oo

(e). Le résultat précédent montre que pour tout réel o > 0,

1 1 1
fn(na):i‘i’ + + -+ ln( a >

noe na—1 na—2 noe —mn n—+oo a—1

En remplacant a par /(8 — 1) avec § > 1, il vient

fn ("5B1> ——Inf

n—-+oo

Fixons maintenant s > 1 puis € > 0. Notons s~ = s — € et sT = s+ ¢. D’aprés ce qui précéde,

s~ st
- +
fn (n s‘—l) p— Ins et fn (n s“‘—l) p— Ins

En particulier, puisque Ins~ < Ins < Ins™, pour n assez grand

5~ st
fn (ns_ _1> <Ilns< f, <n8+_1>

ce qui par décroissance stricte de f,, assure que pour n assez grand

- +
s s ) s—e€ Zn(a,s) s+e
> p(a,8) >n—— soit encore <
s——1 n(:9) st —1 s—e—1 n s+e—1

n

Le réel € ayant été pris arbitraire, on en déduit que

Zn(a, s) s

n n—+4oo §— 1

(6] () X PC 2016

Déterminer toutes les applications f : R} — R telles que

Vo > 0, (fof)x)+ f(x) =12z

Fixons « > 0 et définissons la suite (uy,) définie par récurrence par

neN
Uy = x et Vn € N, Unt1 = f(un)

En appliquant ’égalité de ’énoncé en x = u,,, on obtient

Vn € N, Un+2 + Unt1 — 12U, =0

L’équation caractéristique de cette récurrence est 2 +r — 12 = 0 qui admet pour racines les réels r; = 3 et ro = —4. On en
déduit donc qu’il existe deux réels a et 8 tels que

Vn €N, Up = a3+ B (—4)"
Avec n =0 et n =1, on obtient le systéme
at+tf==z For a:4x+f(x)
3a—45 = f(x) 7

Notons maintenant que si 5 est non nul, alors

3o f(@)
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Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 6

n—-+4oo

ce qui prouve en particulier que u,, n’est pas de signe constant au voisinage de +00. C’est absurde car f est & valeurs dans R},
donc (up),, oy également. Ainsi, 8 = 0 d’ott f(x) = 3z. Le réel z ayant été pris arbitraire,

L’application f :x +— 3z est I'unique fonction f : Ri — R telle que

Vo0, (fof)()+ f(z) =122

(+)

Déterminer les valeurs de a pour lesquelles la suite (sin(na)),, . converge.

Il est clair que si a est un multiple de 7, alors la suite est nulle. On suppose donc que ce n’est pas le cas et alors sina # 0.
Pour tout entier n, on note

Uy = COSNA et v, = sinna

On a alors pour tout entier n € N
Upt1 = Up COSQ — vy sina (1)
{ Upt1 = UpSina + v, cosa (2)

La relation (1) prouve puisque sina # 0 que la convergence de (u,), oy implique celle de (v,,),,cy. La relation (2) prouve la
réciproque. Les deux suites sont donc de méme nature. Supposons qu’elles convergent. Un passage a la limite donne

limu(l — cosa) — limwvsina = 0

{ limusina 4 limv(cosa — 1) =0
Ce systéme de deux équations a deux inconnues (lim u,limv) a pour déterminant
(1 —cosa)? +sina=2—2cosa #0

car cosa # 1. Le couple (0,0) est donc I'unique solution, ce qui est absurde puisque (limwu)? + (limv)? = 1 & nouveau par
passage a la limite dans la relation u,? + v,% = 1. Pour conclure,

‘La suite (sin(na))nen converge seulement pour o multiple de . ‘

(%) X PC 2014

Donner un équivalent lorsque n tend vers +oo de u, =1+ 2!+ 3! 4--- +nl.

. Un, 1 onl 1
Pour tout entier n € N*, on a —=1+—-—4+
n! n  j=en(n—1)---(n—k)
1 1

Or, pour tout k > 2,

n—1 1 n—1 1 n—2
t d 0= = N
et donc = 1;::2”(” —1)---(n—k) ~ ,;::Qn(n -1)  nn—1) notoeo

Puisque 1/n ——— 0, il vient u,,/n! —— 1 et donc

n——+00 n—-4o00
n ~ n!
n—-+4oo
@ (%) X PC 2014
Soit (21,),,cy une suite de réels telle que
Ty,
Tnt1 * 7 n—-+o00

Montrer que (z,,),cy est convergente et déterminer sa limite.

Si (2,),,cn converge, un passage a la limite montre que sa limite £ vérifie
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Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 7

l 2
(+-=1 d’ou l= =
* 2 3
Montrons donc que (J:n)neN converge vers 2/3. On pose pour cela pour tout entier n,
2 y
yn:ln_g et Zn:yn+l+7n

Notons que I’hypothése implique que (zn)nGN tend vers 0, et que 'on souhaite démontrer que (yn)nGN converge vers (. Pour
cela, exprimons (y,) en fonction de (z,) On peut faire apparaitre un téléscopage en remarquant que pour tout entier
ke N,

neN neN’

(_2)k+1 T (_2)k+1 Ypgl — (_2)k Y
En sommant cette égalité pour k allant de 0 & n — 1, on obtient
n—1

Vn € N*, S (=2 2 = (=2)" Y, — o
k=0

. 1 n—1
soit Yn = W {yo + 3 (—2)’”124
- E—=0

Fixons maintenant e > 0. Par hypotheése, il existe un rang ng € N tel que |z;| < €/4 pour tout k > Ny. Dés lors, pour n > nyg,

1 n—1
nl < 51 [lml + E 2 |
k=0
1 "k Ll pgn | €
< oo vl 4+ 32 287z | 4+ o X0 20—
2 k=0 2 k=ng 4

Dans la derniére ligne, le terme entre crochet est une constante indépendante de n. Divisé par 2", on obtient une quantité qui
tend vers 0 lorsque n tend vers 400, donc inférieure a €/2 pour n assez grand. Par ailleurs,

_ +1 +1
L g 2 L 2 22T o gnetion < g
o o 21 =

Finalement, on en déduit qu’a partir d’'un certain rang,

€ €
Yol < 5 +2- 7 =¢

ce qui prouve bien que (y,), oy converge vers 0. En d’autres termes,

‘La suite (), converge vers 2/3. ‘

(%) X PC 2016

Construire une suite (a,),y croissante et ¢ : N — N strictement croissante telle que ¢(n) —n P +00, (an),cy D
n—-—+0o0
converge pas, mais ag(n) — an —— 0.
n—-+o0o

On peut prendre par exemple ap =1 et Vn € N*| a, =Inn

puis ¢:nr—n+|y/n]

ot [x| désigne la partie entiére d’un réel z. Il est clair que (a, ),y ne converge pas (elle tend vers +o0) et que ¢(n) —n = |[/n]
tend vers +0o en +o00. La fonction ¢ est strictement croissante car x — |\/z| est croissante (au sens large) mais  — x est
strictement croissante. Enfin,

o)~ an =0+ Vi) - tun —tn (14 L)

Compte tenu de la majoration |z] < x, il vient par croissance de In

1
O§a¢(n)—an§1n<1+\/ﬁ>m0

Finalement, ‘ Les suites définies par a : n — Inn et ¢ : n — n + |\/n] conviennent.

(+)

1"
Nature de la série de terme général u,, = Innln <1 + (=1 > ?

vn
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Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 8

Un développement asymptotique donne

,nn  1lnn Inn
tn = (=1) ﬁgnw(nm)

Une étude de fonction élémentaire prouve que I'application x — (Inz)/+/z est décroissante a partir d’un certain rang et de
limite nulle. Par conséquent, la série Y (—1)"Inn/\/n est une série alternée convergente.

Le reste u, — (—1)"Inn/y/n est alors équivalent & —(Inn)/(2n) donc minoré a partir d’un certain rang par —1/(2n). Il s’agit
donc du terme général d’une série divergente. Par suite,

> uy, diverge.

(+)

[e3

n
Nature de la série de terme général u,, = aveca >0et a € R?
& (1+a)(1+a?)---(1+am)

Pour tout n € N*, u,, est strictement positif et

Un+1 — (142 l @ 1
Uy, n) 14 ant!

e Sia> 1, alors u,41/u, est de limite nulle donc > u,, converge d’apres la régle de d’Alembert.

On distingue trois cas

e Sia=1, alors uny1/u, est de limite 1/2 donc a nouveau » u,, converge.

e Si maintenant a < 1, on ne peut plus conclure par d’Alembert. On peut envisager d’appliquer Raab-Duhamel car
a™*! = o(1/nP) pour tout entier p, d’ott par développement limité

[ ro() et e0(3)

Un

Mais ici, on peut justifier directement I'équivalent u,, ~ Cn® en justifiant que le produit p, = (1+a)(1+a?)--- (1 +a")
converge puisque

n
Inp, = > In(1 +a*) avec In(1+ a*) ~a¥  (terme général d’une série géométrique convergente)
k=1
Le théoréme de comparaison des séries a termes positifs assure que In p,, converge, donc que p,, converge vers une limite
non nulle. Au final, I’équivalent assure que » u,, converge si et seulement si o < —1.

> u,, converge si et seulement sia>1oua<1eta<—1.

(%)

Nature de la série de terme général u,, = (1 —n=*)" aveca > 07

Commencgons par écrire que
—a
Uy = enln(l—n ) — exp (_nl—a + O(nl—Qa))
On distingue trois cas

e Sia > 1, alors le terme dans I’exponentielle est équivalent 4 n'~ donc tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. Il s’ensuit
que (), converge vers 1 donc la série ) Ju, diverge grossiérement.

e Sia =1, alors on a de la méme maniére que wu,, tend vers e~! donc il y a & nouveau divergence grossiére.

e Sia<l, (“n>neN est de limite nulle ce qui est insuffisant pour conclure. Mais on a de plus
n*u, = exp (2Inn — n' =" + O(n'~2))

Le terme dans I’exponentielle tend toujours vers —oo par croissances comparées donc nu,, tend vers 0 soit u, = o(1/n?).
Par conséquent, la série > u,, converge.
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Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 9

La série Y u, converge si et seulement si a < 1.

(%) Mines PC 2010

1, €OS(Upn_1)

Nature de la série de terme général w,, défini par ug € R et u,, = (—1) pour tout n > 1.

Il est clair que par définition u,, = O(1/n) et donc u,—1 = O(1/n). On peut donc effectuer un développement limité de w,, soit

wn = T (14 O(un_1)?) = % Lo (1)

n n3

Le terme général u,, est donc la somme de deux termes de séries convergentes (critére des séries alternées et convergence absolue)
donc

La série Y u,, converge.

(+)

Pour tout entier n > 2, on pose u,, = In(1—1/n?). Montrer que la série de terme général (U )n>2 converge et calculer sa somme.

La convergence est une conséquence immédiate de I’équivalent u,, ~ —1/n2. Pour calculer la somme, on passe par les sommes
partielles et on décompose le logarithme

n 1 n n
Sp=>In (1— k:2) =Y Ink*-1)—2Ink= > In(k+1)+In(k—1)—2Ink
k=2 k=2 k=2
On peut alors faire apparaitre un téléscopage de la maniére suivante :

Sp= 3 (n(k+1)—Ink) = > (Ink—In(k—1) =In(n+1) ~In2 —lnn+1Inl
k=2 k=2

Enfin, on écrit pour conclure

n—-+oo

1
S,=—-—In2+1n <1—|—> —— —In2
n

+oo 1
> In (1_14;2) =—In2
k=2

(%) X PC 2016
Pour tout réel z, on note |z] la partie entiére de x. Soit (an)nen+ une suite définie par récurrence par
ap =1 et Vn>2, an=2app;]

. Montrer que cette suite est bien définie.

—
©
Na

(b). Montrer que la série de terme général 1/a,? est convergente et calculer sa somme.

(a). La question est un peu inhabituelle. Il en fait de justifier que la relation de récurrence permet de définir w,, pour tout
entier n. On raisonne pour cela par récurrence forte sur n.

e Par définition, a1 est bien défini et vaut 1.

e Supposons les éléments uy,...,u,_1 bien définis pour un certain entier n > 2. Vérifions que u,, est bien défini. La
relation de récurrence donne

an = 2a [n/2]
Or, on a [n/2] <n/2 < n. Ainsi, a|, /2| est bien défini, ce qui assure que a,, est bien défini.

Par récurrence, on peut donc en déduire que a,, est bien défini pour tout entier n, et donc que

’ La suite (a, ),y est bien définie.
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(b). Le calcul des premiers termes montre que

a2=a3:2 CL4:CL5:U,6=CL7=4 ag = ag = -

c=ay5 =38

a16 — 16

ce qui suggére que a, est la plus grande puissance de 2 qui soit inférieure ou égale a n, soit en d’autre termes

a, = 2P ou p est I'unique entier tel que 2P <p<ortl 1

Justifions cette propriété par récurrence.

e Par définition, 20 <1 <2' — 1 et a; = 2°.

e Supposons ’égalité valable jusqu’au rang n — 1 pour un certain entier n >

2. Alors, en particulier,

Alny2) = 2P ou 2P < |n/2| < DL, |

Par définition de la suite, a, = 2r*! et  2PH1 <2|n/2| <2PF2 -2

Mais par définition de la partie entiére,

n/2—1<|n/2| <n/2 d’ott n—2<2|n/2] <n soit n—1<2|n/2] <n

puisque toutes les quantités sont entiéres. On en déduit notamment que

n>2|n/2] >2°PT et n<2n/2]+1< (2PF2

—2)+1=2r+2 1

soit bien ay = 29 ol 20 <p <20t 1 avec g =p+ 1

Par récurrence, on en déduit donc le résultat souhaité :

inférieure ou égale & n, c’est-a-dire que

Gy = 2P ol P << optl

Pour tout n € N*, a,, est la plus grande puissance de 2

Il découle de cette propriété ’encadrement

n+1
2

a, <n<2a,—1 d’ott notamment a, >

On peut maintenant conclure par Riemann que

. 1
La série ) — est convergente.
n>10n

Paradoxalement, calculer la somme de la série se révéle plus facile que justifier sa convergence! Il suffit pour cela de
séparer les termes d’indices pairs et ceux d’indices impairs. Cela permet d’écrire

+oo 1 +oo 1 +o0 1
5= X 2 2
n=10n n=10a2n n=0a2n+1
Or, pour tout entier n > 1, on a par définition de la suite ag,, = agp 11 = 2a4,.
to 1 1t> 1 1t 1 1
— = = — + 14+ - =14+ =
7LZ=:1 G 4nZ::1 an2 4‘nzzjl an2 2
+oo 1
et finalement — =2
~la
n=14%Yn

Ainsi,
+oo 1

n=1 an?

(x4
Soit (un),,cy une suite décroissante positive. On pose v, = 2"ugn pour tout entier n.

(a). Montrer que les séries E Uy, et g v, sont de méme nature.

(b). A laide des séries géométriques, retrouver la nature des séries de la forme Z

n>0

o
n*(Inn)f’
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on+l_q
(a). Notons pour tout entier n Tp = D ug
k=27
Par décroissance de la suite (uy,), oy, on a
. 1
Vn € N, 2"Ugn+1 < Xy < 2™ Ugn soit n; <z, <v,

Cet encadrement prouve que les séries a termes positifs > "z, et Y v, sont de méme nature. Par ailleurs, si I’on considére

les sommes partielles (X,,), cy et (Un), ey de D wp et D uy,, on a

VneN, X, =Upm_,

La suite (X,,),cy est donc extraite de (U, ),y donc si (Xy), oy converge si (U,), oy converge. Mais la réciproque est
vraie puisque les deux suites sont croissantes (car (u, ),y est positive) ce qui prouve que si (X,,), oy est majorée, il en

est de méme de (Up,), oy Finalement,

Les séries ) u, et ) 2"up» sont de méme nature lorsque (u, ),y est décroissante positive.

(b). Sia <0, le terme général ne tend pas vers 0, si @ = 0, il est supérieur a 1/n a partir d’un certain rang. Dans les deux cas,
la divergence est assurée. Supposons donc o > 0. Une étude élémentaire montre que x — 1/(z%(Inz)?) est décroissante
A partir d’un certain rang, ce qui va permettre d’appliquer ce qui précéde. En notant u, = 1/(n®(Inn)?), on a

(21—o¢)n

v 2 (In2)8nk

On distingue trois cas

e Sia < 1,alors 217 > 1 donc v, tend vers +oo par croissance comparées donc > v, et donc Y u,, diverge.
e Si a =1, le critére de Riemann assure que » v,, converge si et seulement si 5 > 1.

e Enfinsi > 1, on a 27% < 1 donc v,, = o(1/n?) ce qui assure la convergence de la série Y v, et donc celle de > u,,.

La série ) converge si et seulement si « > 1lousia=1et §> 1.

n(lnn)?

(+)

Soit P,Q € C[X], tels que @ n’ait pas de racines dans N. On pose u,, = P(n)/Q(n). Déterminer la nature de Y u, et Y (—1)"uy.

Notons p (resp. ¢) le degré de P (resp. Q) et aq (resp. by) son coefficient dominant. On a alors lorsque n tend vers +oo
P(n) = a,n? + O(nP~1) et Q(n) =byn?+O0(nt1)
de sorte qu’aprés développement limité

P(n) ap, _ o
Up = —— = LpP=1 4 O(pr=a~!
() = b, S

On en déduit trois cas

e Si g < p, la suite (uy,),cy n'est pas de limite nulle donc les deux séries divergent grossiérement.

e Sig>p+2,alors u, = O(1/n?) donc les deux séries convergent absolument.

e Enfinsig=p+1, on au, ~c¢/n avec ¢ = a,/by # 0 donc ) u, diverge. Par ailleurs, (—1)"u,, est la somme du terme

général d’une série alternée convergente et d’un terme de série absolument convergente donc > (—1)"u, converge.

(s5) Mines PC 2008

Soit f : R — C continue et 1-périodique. On pose

n+1
Vn € N*| Up = / @ dt
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Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur f pour que la série Y u, converge.
n>1

En effectuant le changement de variable u = ¢t — n, il vient par périodicité de f

e (e ()
" o utmn njo 1+u/n
La fonction f étant continue sur le segment [0;1], elle est bornée. Une application immédiate du théoréme de convergence
dominée donne alors la limite

b f(u) '
o 14+u/n a n—+o00 /Of(u) di

Si cette intégrale est non nulle, on a un équivalent de wu,, de la forme ¢/n avec ¢ # 0 ce qui prouve la divergence de la série > u,.

1
Supposons maintenant que f(t) dt = 0 et montrons qu’alors la série est convergente. Soit F' la primitive de f qui s’annule

F(z+1) / f(t)dt = / f(t)
La fonction F' est donc 1-périodique donc bornée sur [1; +o0o[. Une intégration par parties donne
n_l E(t "F(t
Zukf/f dt = [ ()} +/ (Q)dt
k=1 1t

L’intégrale est alors absolument convergente car F est bornée donc convergente, tandis que la quantité F'(n)/n converge vers 0.
Au final, la somme partielle admet une limite donc la série converge.

en 1. Alors pour tout x > 1,

La série Y u, converge si et seulement si / f(t)dt=0.
0

(v
Soit (ozn)nGN une suite d’éléments de C* et pour tout entier n, u, = oy - ay.
(a). Montrer que si (u), oy & une limite dans C*, alors (o), oy converge vers 1.

(b). Montrer que la réciproque est fausse (chercher un contre-exemple avec a,, € R*" pour tout entier n).

(c). Soit (« )n>1 une suite convergente de limite 1. On note 8, = a, — 1 pour tout n € N*. On suppose que ()
s’annule jamais et que la série Zﬁn est absolument convergente.

nenx 1€

(i) Montrer qu’il existe ng € N* et des réels 0 < A < B tels que pour tout n > ng, A < |u,| < B.

(ii) Montrer que la série Z (un — un—1) converge. En déduire que (uy), oy a une limite dans C*.

(a). Il suffit de remarquer que pour tout n € N*, o, = yp /tpn_1. Si (up), oy converge vers une limite non nulle, le quotient
de deux termes consécutifs tend vers 1.

‘ Si (un), ey @ une limite dans C*, alors (a,),, oy converge vers 1.

1 1
(b). Il suffit de prendre a,=14+—-= nt
n n

Le produit ag - - «, est alors téléscopique et égale a n + 1 ce qui prouve que (uy,)
limite 1.

nen diverge bien que (o), oy soit de

(c). (i) Dans un premier temps, on utilise la majoration e* > 1 4+ x pour tout réel x pour écrire

ol = I < T 015 < T e oo (32 161) < o (5 151

Par ailleurs, la convergence absolue de la série Y /3, prouve que son terme général tend vers 0 donc est strictement

inférieur & 1 a partir d’un certain rang ng. Dés lors, pour n > ng

n n n

i_g+1|1+ﬂi|2i_g+l(l5i|)2iHeﬁz‘ZeXp( 3 5i|>ZeXp< bl |5i|>

= i=ng-+1 i=no+1
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+oo +oo
Finalement |ttny | €XD (— > Bl|> < |up| < exp (Z |ﬁi|)
i=1

1=ng+1
ce qui établit 'encadrement attendu.

(ii) 11 suffit de remarquer que pour tout n > ng, on a
‘un - un—1| - |(an - 1)“77,—1| = |Bnun—1‘ < B |ﬂn‘

Cette majoration prouve la convergence absolue de > u, — u,—1 par théoréme de comparaison donc sa convergence

et donc celle de (uy), cy- Reste & montrer que sa limite est non nulle, ce qui découle d'un passage & la limite dans la
minoration 0 < A < |uy].

’ La suite (u,), oy a une limite dans C*.

21 *ok CCP PC 2019
21 (x%)
1
a). Montrer que Va,b € R, a-b< = (a®+b2
2

Dans toute la suite, (u;);en+ est une suite de réels positifs. On pose pour tout k > 1

k 2
Sk:Zui et Vk2(5k> —2'uk~(Sk>
i=1 k k

n 2
Enfin, on note (%) la propriété > () <45 u? (%)

S 2
b). On suppose (x) vraie pour tout entier n > 1 et que uk2 converge. Montrer que 2k converge et que
PP p q g q k g q
E>1 E>1

+oo 2 +oo
Z (Sk> < 4Zuk2
k=1 k k=1

(c). Soit k > 2.

(i) Donner une expression de wuy en fonction de Sy et Sk_1 et en déduire que

Sk 2 Sk—l Sk
—(1-2 2k — 1) - ok
Vo= (-20) () 2o 1) 2
(ii) A laide de la question (a), montrer que
Se—1)’ Sk \*
< —1 — zr
Vi< (k )<k—1> k(k
n S 2 n S
(iii) Montrer que pour tout n > 1, > 2k} <2 > ug, k
=1\ k k=1 k

(iv) Démontrer 'inégalité (x) pour tout n > 1.

1
(d). Avec uy, = T ol « € } ok 1 [ et une comparaison série-intégrale, montrer que le coefficient 4 de 'inégalité () est optimal.

a). suffit d’écrire < (a— =a°+b"—2a- ol a-b<a®—+
11 suffit d’écri 0 b2 =a?+b>—-2a-b d’ 2a-b<a®+b?

et donc a-b<

(@ + )

DO | =

(b). Les deux hypothéses permettent d’écrirent que pour tout entier n > 1,

2
n Sk n 9 +oo 5
Sl ) <4XY w® <4 ug
k k=1 k=

k=1 1

jeudi 5 septembre, 2019 Vincent Puyhaubert PC* Lycée Joffre



Exercices

SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 14

Les sommes partielles de la série & termes positifs >

2
Sk o - .
— | sont majorées donc la série converge. En passant a la

k>1

limite dans I'inégalité précédente, on obtient le résultat.

(¢). (i)

(iii)

jeudi 5 septembre, 2019

+oo 76\ 2 too
converge et Y | — | <43 u*.
=1\ k k=1

La série Y
k>1

()

\szz,

Par définition de Sy, up = S — Sk—1 ‘

2
ce qui permet d’écrire que Vi = <‘5]Z€> —2 (Sk — Sk-1) %
(S Sk\? Sk—1 Sk
_ <k> ok <k (k1) 2eer B
Se)? Sk—1 Sk
soit, effectivement Vi = (1 — 2k) (k) +2(k — 1)k __1 %
D’aprés la question (a) Seor S 1 (Sea)* 1S\
aprés la question (a), 1k Salro A

d’ou

et en rassemblant les termes

e (=) (3]

L’inégalité de la question précédente reste valable en prenant par convention Sy = 0 (ou n’importe quelle valeur en
fait) puisque S; = u; d’ou Vj = —51%2 = —u12. En la sommant pour k allant de 1 & n, on obtient par téléscopage

2
n <Sn> <0
n

n 2 n
Vn> 1, Z(S’“> §2Zuk<5’“)
AN k

k=1

Par définition de Vj, cela signifie que

L’inégalité de Cauchy-Schwartz dans R™ assure que pour tous x1,¥1, ... Tn, Y, € R,

n " 1/2 " 1/2
;xi yi < (;$i2) : (ZZ/E)

En appliquant ce résultat avec x; = u; et y; = S; /4, il vient

(@)= (E) (8

et donc d’aprés la question précédente
2
% (%)
=1\ K

1/2
n S 2 n S 2
Siy (kk) =0, alors () est vérifiée. Sinon, il suffit de simplifier I'inégalité précédente par <Z <kk) ) puis
k=1 k=1

de I’élever au carré pour conclure.

n 2 n
Vn > 1, > <Sk> <45 uy?
=1 \ k k=1
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(d). A FAIRE!

(%)

Soit E Uy, une série convergente, de somme S. On pose
n>1

17l
vn > 1, == k
n -~ v. nl; UL

(a). Montrer que (v,),, oy converge et déterminer sa limite.

(b). Montrer que la série Z Un

n>1

T converge et que sa somme vaut S.
n

(a). Notons (Sy),cy la suite des sommes partielles de ) u,. Par convention, on pose Sy = Ty = 0. Alors pour tout n € N*,
n>1
on a u, =S, —S,_1 de sorte que

n—1

n n n n—1
Zkuk: Zk(sk—Sk,l): stk—Z(k+1)Sk:_ZSk+nSn
k=1 k=1 k=1 k=0

k=0

1n—1

Ainsi Up =S, —— > Sk
N k=0

La suite (S,), oy converge donc sa moyenne de Césaro est également convergente de méme limite. L’égalité ci-dessus
prouve aussitot que

‘La suite (vp),,cy converge vers 0. ‘

ne

(b). Notons (T},) la suite des sommes partielles de ) v, /(n + 1) et (Uy), oy celle de > kug. On effectue une nouvelle

neN

transformée d’Abel en remarquant que

n 1 1 n (] n+lyy, n U, — U, U
P o n=f(i-m) e SR - L - R e
Or, on remarque que Uy — Ug_1 = kuy pour tout k > 1 et U,, = nv,, par définition donc
n—1 n
In = kz—:lu + + 11}” m S

(%)

. . . L, . (2
Soit (u”>n€N une suite de réels et o > 0. On suppose que la série E —Z converge. Prouver que
n

u1+...+un

ne n—-+o00o

0

Notons (S, ),,cy la suite des sommes partielles de la série ) Ju,, /n® avec par convention Sy = 0. Alors pour tout n € N*, on a

Up =n* (S, — Sp—1)

ety 1 n
de sorte que CASL AR LU > ug
ne n =1
1 &,
= — > k% (Sk — Sk-1)
n= k=1
1 n n—1
= — | 2 k%Sk— > (k+1)*S
n= k=1 k=0
U+ -+ Uy, 1 n=l
T = S~ — S (k1) — k] Sk
n " k=0
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1 n=1
On sait que (S,),cy est convergente. Il s’agit alors de justifier que la quantité n—akzo [(k+1)* — k%] Sk, est convergente de
méme limite ce qui est le résultat immédiat du lemme de Césaro généralisé suivant :

Si ) A est une série a termes positifs divergente et (u, ),y une suite convergente de limite £, alors

>0 Ak Uk
k

=1 g
n n—-+oo
> Ak

k=1

En prenant le terme téléscopique A, = (n 4+ 1)® — n®, on a aussitot le résultat.

(s5%) CCP PC 2019
1\" _
Pour tout n > 1, on pose Up=1— — et Up = € vn
NG

(a). Montrer que la série Y v, converge.
n>1

(b). (i) Calculer pour tout x l'intégrale / ue ™ du.
0

—+oo
(ii) Soit n > 1let I, = / e~Vt dt. Montrer que I,, est bien définie et que

I, =2(1+ /n)e V"

“+ o0
(c). Pour n > 1, onnote R, = > v,. Montrer que I,,41 < R,, < I,, et donner un équivalent de R,, quand n tend vers +oo.
p=n-+1

(d). Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

. T R,
(e). Soit T,, = > wup. Montrer que T, ~ —
p=n+1 n—+oo /e
(a). Pour tout n > 1, n2v, =n?e V7t = 2nn—vn
Or, par croissances comparées 2lnn —y/n —— —©
n——+oo
., - , . 1
donc par composition de limites nv, ——0 soit vy = ol =
n—-+o0o n—-+4oo n
Le critére de Riemann assure alors que La série Y v, converge.
n>0

(b). (i) Par intégration par parties,

/ ue " du=[—ue ¥ + / e tdu=[-ue " —e Y
0 0

d’out / ue "du=1—(z+1)e "
0

(ii) De la méme maniére qu’a la question (a), on prouve que

1
el
t—+00 12

ce qui suffit & assurer l'intégrabilité sur [n; +oo[ de t — e~V et donc que

‘Pour tout n > 1, I,, est bien définie. ‘

Pour calculer cette intégrale, on effectue le changement de variable u = v/t avec t — \/t de classe C', strictement
croissante et bijective de [n; +oc[ dans [\/n; +oo[. Il vient alors ¢ = u? puis dt = 2u du et
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—+oo
I, = 2/ ue ¥ du=[-ue ™ — e’“]+20
r vn

soit bien I, =2(1+ /n)e"V®

(c). Il suffit d’effectuer une comparaison série-intégrale. L’application ¢ — e~V est décroissante et positive sur R, donc

pour tout p € N*,

p+1 P
/ e Vidt < e VP < / e~ Vtdt
P p—1

En sommant cette égalité de p = n+1 a 400 (les séries convergent d’aprés les premiéres questions), on obtient directement

le résultat par Chasles.

\vnzl, In+1§RngIn\

D’apreés 2.(b), I, ~ 2yneV®

n—-+oo

En particulier, I,, ~ 1,41 et par I'encadrement précédent
n—-+4oo

R, ~ 2yne V"

n—-+o0o

(d). Lorsque n tend vers +oco, on a

1 1 1 1
Up = exp (nln (1 - ﬁ)) = exp (n <_\/ﬁ 5 T O (W))) = e Ve 1/2e00/Vn)

—v/n
e Un,
et donc Uy — ~ = —

n—-+oo \/é \/é

Sachant que Y v, converge, par théoréme de comparaison de séries a termes positifs
n>0

La série Y u,, converge.
n>0

(e). Tl s’agit ici d’un cas particulier de sommation des relations de comparaisons. Le résultat n’étant pas au programme de

PC, il faut le redémontrer. On a vu a la question (d) que u, ~ vp/+/e. Fixons € > 0. Il existe ng € N tel que
n—-—+0oo

Y

Ve

Soit n > ng. En sommant cet encadrement de n 4+ 1 & 400, on obtient

_eRnéTn_%SERn

Vp > ng, —evp < up — <€y,

R,
Pour résumer, Ve>0, dngeN, Vn>ny, T, — \7 <eR,
e
c’est-a-dire que T, i (Rn)
st-a-dire qu —— =0(R,
q o
R,
et donc T, ~ —
n—-+oo \/é
(++)
Pour tout entier n > 1, on pose an = > (=1)*Vk
k=1

(a). Démontrer 1'équivalent a,, ~ (—1)""1\/n/2.

(b). Montrer que (Ap)nen+ = (an + Gnt1)nen+ converge vers une limite strictement positive.
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1
(c). Etudier la nature de > —.
Qp

(a) On traite d’abord le cas n pair. On peut alors écrire

2y = ¥ (1R = VI T VEE= 35 (b

k=1
avec f :x— /22 — 1 —+/2z. L’application [ ainsi définie est négative (évident), croissante (dériver) et de limite nulle
en +oo (faire un DL). On peut appliquer une comparaison série-intégrale et il vient
n n n+1
e [rwaes S [ o ()
1 k=2 2
Remarquons maintenant que pour tout réel o, on a lorsque z tend vers +oco
/wf(t) dt = 2 (22 —1)3/% — (22)3/2]" = 1(2x)3/2 i W —1| = f(a) = 1(230)3/2 B io(L)] - f(a)
o 3 @ 3 2x 3 4x x?

NG
V2

On en déduit que les deux membres de I'encadrement () ont le méme équivalent —/n/2 d’ou

Aoy ~ —V 2’(1/2

d’oit /If(t) dt ~ —

Dés lors, on peut écrire

V2n V2n+1
aony1 = V2n+1+az, =vV2n+1— TJro(\/ﬁ) ~

nJﬂ@
2

Finalement an ~ (—1)

(b) Pour tout entier n, on pose fin = Apt1 — Ap = Apga — @y = (—1)7H1 (\/n +2—vn+ 1)

On vérifie facilement en la dérivant que l'application g : © — /& + 2 — v/x + 1 est décroissante sur R,. De plus, un
développement limité montre que

N = = B () R RIES))

1
g(x) ~ OV et g(z) =0

d’ou
Ainsi, (|un])neny = (9(n))nen est bien décroissante de limite nulle. Le critére de convergence des séries alternées s’applique
et prouve

e que Y (A1 — Ay) est convergente, d’ott la convergence de (A,),,cy-

e que chaque reste est du signe de son premier terme soit au rang 0

—+o0
> (Ang1 — An) Clest-a-dire ( Erf )\n) — )\ estdusignede Xo—XA=v3-v2>0
n=1 n—Too

En particulier, lim A, > A\; = 2 — v/2 > 0 soit

‘La suite (), est convergente de limite strictement positive. ‘

ne

(c) Notons (Sy),cy les sommes partielles de la série ) 1/a,. En regroupant les termes deux par deux, on peut écrire

=Lt &

k=1a2k a2k —1

a2k + G2k—1

A2k 02k —1

D’aprés le résultat des deux questions précédentes, en notant £ la limite de (X,), oy, on a I'équivalent
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Aok + G2k—1 2(71)2k+1 2(71)2]C 20

A2k a2k —1 - V2k+1 2k - k

ce qui prouve que cette quantité est négative a partir d’un certain rang. On peut alors appliquer le théoréme de compa-
raison aux séries de Riemann pour conclure que (Sa,)nen puis (Sy) diverge. Ainsi,

neN

1
La série ) — est divergente.
n
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