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I. GENERALITES SUR LES MATRICES
SYMETRIQUES REELLES

D’apres le théoreme spectral, toute matrice symétrique réelle est orthodiagonali-
sable. Réciproquement, si A € ., (R) est orthodiagonalisable, il existe une matrice
diagonale D et une matrice orthogonale P telles que A = PDPT. Comme la matrice D
est diagonale, elle est symétrique, donc DT = D. 1l vient

AT =(@®DPT)' =(PT)'DTPT =PDPT = A

Finalement, Une matrice A € ., (R) est orthodiagonalisable
si, et seulement si, elle est symétrique.

@ Remarquons que la somme des premiere et troisiéme colonnes de A; vaut
70 7' =710 1)
On en déduit que

1
Le vecteur | 0 | est un vecteur propre de A associé & la valeur propre \; = 7.
1
-4 =2 4
Calculons AN =A —T=(-2 -1 2
4 2 —4

La matrice A; — A\I3 est de rang 1 car tous ses vecteurs colonnes sont colinéaires
au vecteur (2 1 —Z)T. D’aprés le théoréme du rang, le sous-espace propre de A;
associé a la valeur propre A; est donc de dimension 2 et c’est le plan d’équation
cartésienne 2z + y — 2z = 0. D’apres la question 2, on peut prendre comme premier

vecteur propre X; = (1 0 1)T (il correspond & = =1 et y = 0).

Pour le deuxiéme vecteur propre, on peut prendre (1 —2 0)T (Alaidedez =1
et z = 0). Mais comme la question 4 demande d’orthodiagonaliser A;, autant prendre
directement un vecteur Xy orthogonal & Xj, c’est-a-dire tel que (X; | X2) = 0. Pour
cela, il suffit de résoudre le systéme

20 +y—22=0 . der+y =0 y y = —4x
{ z+z=0 solt {x—i—z:O ot {z:—x

S X T S
qui mene par exemple a Xy = (71 4 1) (avec x = —1, qui implique y = 4
et z =1). La famille (X;,X3) est bien une base de 'espace propre Ey, car c’est une
famille orthogonale de deux vecteurs non nuls dans un espace de dimension 2. Ainsi,

1 -1
Ex, (A1) = Vect (X1, X2) avec X;=10 et Xg= 4
1 1

Comme la matrice Ay est diagonalisable, la somme de ses valeurs propres est égale
a sa trace, donc, en notant As la seconde valeur propre de Ay,

A+ AL+ A =Tr (Al):3+6+3:12

Comme Ay = 7, on en déduit que Ay = —2. Par suite,

[sp (A1) = {-2,7}
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La matrice Ay est symétrique réelle. Elle est donc orthodiagonalisable d’apres la
question 1. La question 3 affirme que A\; = 7, Ao = —2 et que les sous-espaces propres
associés sont de dimension respective 2 et 1. Comme les sous-espaces propres de A

T PN
sont orthogonaux, on peut chercher un vecteur propre X3 = (x Y z) associé a la
valeur propre Ay en résolvant le systeme

0:(X1|X3)=$+Z
0=(X2|X3)=-2+4y+2

o O=2+=2
qui s’écrit
0=4y+2z
En prenant y = 1, on obtient le vecteur X3 = (2 1 —2)T.

On pouvait aussi déterminer un vecteur propre X3 associé a la valeur
propre Ao de deux autres maniéres. D’abord, en exploitant I’orthogonalité
des sous-espaces propres comme ci-dessus, on pouvait calculer directement le
produit vectoriel entre X; et Xs:

1 -1 —4
Xg=X;AXyg=[0] A 41 =1-2
1 1 4
Sinon, on pouvait aussi calculer
5 =2 4
Ay — X3 =A;+2I3=| -2 8 2
4 25

et chercher les vecteurs propres de A; associés a Ao en résolvant le systéme
5r —2y+42 =0
—2x+8y+2z=0
dr+2y+52=0

On dispose donc d’une base orthogonale de vecteurs propres (Xi, Xo,X3). Il reste a
normer ces trois vecteurs pour obtenir une base orthonormée de vecteurs propres,
en calculant

[X1]| = V12402 + 12 = V2 [Xo| = /(-1)2+42 +12 = V18 = 3V2

et IXs]l = /22 +12+ (-2)2 =3
12
11 vient P= 0 — - |l=—=10 4 V2
3V2 3 32 3 1 —2v2
A2
V2 3v2 3
70 0 . (3 -1 2v/2
T
A, =PDP avec D=|0 7 0 et P=——=10 4 V2
00 —2 V2 \s 1 o3

Montrons que I'application ¢ est bilinéaire symétrique définie positive. Considé-
rons (P,Q,R) € (R,_1[X])? et A € R.

e L’application ¢ est symétrique puisque

1 1
6(P,Q) = / P(1)Qt) dt = / QU)P(#) df = $(Q. P)
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e D’apres la linéarité de l'intégrale, on a
1
SOP+R.Q) = [ P+ R Q) ar

_/\/ dt+/1R( HQ() dt
d(AP +R,Q) = Ao(P,Q) + ¢(R, Q)

ce qui montre la linéarité a gauche de ¢, donc sa bilinéarité par symétrie.

e Comme P est & coefficients réels, P(¢)? > 0 pour tout t € [0;1] et la positivité
de 'intégrale donne

(P, P) = /0110@)2 dt >0

donc I'application ¢ est positive.

e Enfin, si ¢(P,P) = 0, alors la fonction polynomiale ¢ — P(t)? est continue et
d’intégrale nulle sur [0;1]. Elle est donc nulle d’aprés la positivité stricte de
Iintégrale. Par conséquent, le polynéme P admet une infinité de racines, si bien
que P = 0. Ceci prouve que ¢ est définie.

’L’application ¢ est un produit scalaire sur R,,_1[X]. ‘

Attention, & partir de cette question, les indices des lignes et des colonnes
des matrices vont de 0 & n — 1 (ce qui est usuel en Python par exemple), et
non de 1 & n comme on en a ’habitude.

Soit (i,5) € [0;n—1]%. On a

[6]

1 1
S o L 1
hij=¢X,X) = [ tWdt = | ———tTH| = ———
s=onxix = [ e e
La matrice H du produit scalaire ¢ dans la base canonique de R,,_1[X] est égale a
1 1 1
1 - - hl
2 3 n
1 1 1
2 3 n+1
1
H= (hi,j)i,je{o,...,n—u = 3
1
2n — 2
1 1 1 1
n n+1 2n—2 2n-—1
Notons U = (ug ... un_l)T € Mp1(R). Soit i € [0;n—1]. On a

n—1 n—1 n—1 n—1
(HU)Z = Z hiﬂ' Uj puis UTHU = E ul(HU)Z = Z Uy Z hi)j Uj
7=0 =0 =0 j=0

n—1n—1
Finalement, VU € A, 1(R) UTHU = Y > (X%, X9) w; uy
=0 7=0
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Remarquons tout d’abord que la valeur encadrée ci-dessus vaut aussi
n—1 n—1 n—1 2
o DowiXy, YowX; | = | 2 wiX;
i=0 7=0 =0

Cette expression sera utile dans la question 8.

En outre, comme ce calcul servira a plusieurs reprises dans ce pro-
bléme, donnons la valeur du réel XTAY dans le cas général ott A € 4, (R)
et (X,Y) € (A, 1(R))? en notant comme ci-dessus A = (a;j)o<ij<n—1,
X = (xi)ogign_l et Y = (yi)ogjgn—l- Soit (Z,j) S [[O;n — 1]]2. Alors

n—1
(AY); = Zoaz‘,j Yj
i=

n—1 n—1 n-—1 n—1ln—1
puis XTAY = Z J),(AY)Z = Z ZT; E a; 5 Y; = E TiQi 5 Y5

i=0 i=0 j=0 i=0j=0

D’apres la question 6, pour tout (i,5) € [0;n — 1]?,
1 1
hij = —— = = hjq
t+7+1  j4+i+1

donc He “,(R)

On dit que H est la matrice du produit scalaire ¢ dans la base canonique
de Rn—l [X}

Soient A € R une valeur propre de H et U € ., 1(R) un vecteur propre associé,
de sorte que HU = AU. D’une part,

UTHU = \UTU = \||U||?
avec ||U|| # 0 puisque U est un vecteur propre. D’autre part, le résultat de la question

précédente et la bilinéarité du produit scalaire ¢ assurent que
n—Iln—1 i .
UTHU = > > d(X, X uug
i=05=0
n—In—1 X i
= > > o(w X', u,;X7)
i=0 =0
n—1 on—1 .
= ¢ Z uin, Z quJ
i=0 =0
2
UTHU =

n—1 .
Z uiXZ
=0

2

n—1 .
Z uin
i=0
102
Ceci étant vrai pour toute valeur propre A de H,

Par suite, A= >0

’ Les valeurs propres de H sont strictement positives. ‘

[9]

Pour les questions 9 & 12, on considére une matrice A € .#,(R) de spectre
non vide.

Si A est nilpotente, il existe p € N* tel que AP = 0. Ainsi, 0 = det(AP) = det(A)P,
donc det(A) = 0 puis A n’est pas inversible. Il existe donc un vecteur X € ., 1(R)
tel que AX =0, d’ott 0 € sp (A).
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Si A € R est une valeur propre de A et si X € ., 1(R) est un vecteur propre
associé, alors AX = \X, puis A¥X = X\*X pour tout k > 1 par récurrence immédiate.
En particulier, 0 = APX = A\’X. Comme X est non nul, on en déduit que A\ = 0 puis
que A = 0. Par conséquent, sp (A) C {0}.

Par suite, sp (A) = {0}. Finalement,

’ Si A est nilpotente, alors son rayon spectral p(A) est nul. ‘

Remarquons que C = {U € .4, 1(R) | |U|| = 1} est la sphere de centre 0 et de
rayon 1 associée a la norme euclidienne, donc d’apres le cours,

’L’espace C est une partie fermée de ., 1 (R). ‘

L’application U |UT AU| est continue en tant que composition des applica-
tions & + || continue sur R. De méme, I'application (U, V) — UTV est continue
sur .4, 1(R)? car elle est bilinéaire en dimension finie. Enfin, application U + AU
est continue sur .4, 1(R) car elle est linéaire en dimension finie. De plus, d’apres la
question précédente, I'espace C est une partie fermée bornée (par 1) de ., 1(R).
L’application U |UT AU| est donc bornée sur C et elle atteint ses bornes sur C
(d’apres le théoréme des bornes atteintes), ce qui signifie en particulier qu’elle possede
un maximum.

L’application U — |UT AU| admet un maximum sur C.

Soit A une valeur propre de A telle que p(A) = |A| et X un vecteur propre
associé. Quitte a le normer puisqu’il est non nul, on peut le supposer unitaire, donc
appartenant a la partie C. Ainsi, U € C et

[UTAU| = [UTAU| = [A||[U]]2 = [A] = p(A)

s 1is < T
On en déduit que p(A) < max |U AU|

On sait que le spectre réel de A € #,,(R) est non vide et que ¢’est un ensemble
fini de réels. Ceci justifie que p(A) est un maximum (nécessairement atteint
en une valeur) et pas seulement une borne supérieure.

Puisque A € .7, (R), la matrice A est orthodiagonalisable d’apres la question 1.
Il existe donc une matrice diagonale réelle D = diag(A1,...,A,) et une matrice
orthogonale P telles que A = PDP". Comme le spectre de A € .#,,(R) est non vide,
on a p(A) < max |UTAU’ d’apres la question précédente.

Montrons & présent 1’inégalité inverse. Soit U € C. On a
UTAU=UTPDPTU = (PTU) D(PTU) = VT DV
en posant V = PTU. Notons que
VIV=PTU) (PTU)=UTPPTU=UTU
car P est orthogonale. Comme U e C, UTU =1 donc V'V =1, puis V € C.

La matrice PT est orthogonale, donc c’est la matrice d'un endomorphisme
orthogonal, qui conserve la norme. De ce fait, PTU € C pour tout U € C.
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En écrivant V = (v1 . vn) , un calcul similaire & celui effectué a la question 7
assure que

n—1

UTAU = VDV = ¥ A2
1=0

I = p(A)

n—1 n—1
doi UTAU| <5 A6 < p(8) T 02 = p(a)
1=0 =0 ~
Ceci étant vrai pour tout U € C,

max [UTAU| < p(A)

Finalement, p(A) = max |UTAU‘
UeC

Dans le cas ou les valeurs propres de A sont positives, le calcul de la question
précédente montre que

n—1
YU € C UTAU = Z )\i’l)iz 2 0

i=0
ce qui s’écrit YU e C UTAU = ’UTAU|
o . o T
Ainsi, p(A) = max (UTAU)

Montrons que application p définit une norme sur ., (R). Tout d’abord, elle est
bien définie sur cet espace car les matrices symétriques réelles sont diagonalisables
sur R, elles ont donc bien un spectre réel non vide.

e Par définition, p est bien a valeurs dans R, .

e Comme la matrice nulle n’admet que 0 comme valeur propre, p(0,) = 0.
Soit A € .7, (R) telle que p(A) = 0. Alors sp (A) = {0}. Comme la matrice A
est diagonalisable, cela signifie qu’elle est nulle. Autrement dit,

p(A)=0<= A =0,

e Soient A € .7, (R) et u € R. Si p est non nul, pour tout réel A € R et tout
vecteur non nul X € R™, on a équivalence entre les propositions

AX = AX < (pA)X = (pA)X

donc sp (uA) = pusp (A). Cette égalité restant vraie pour p = 0 puisque le
spectre de la matrice nulle est réduit & {0},

p(nA) Jmax || Iulkgg@)l | = [ul p(A)

e Enfin, soit (A, B) € (%,(R))2. Utilisons I’expression obtenue & la question 13.
Soit U € C. L’inégalité triangulaire donne alors

|[UT(A+B)U| < [UTAU| + [UTBU| < p(A) + p(B)
Par définition du maximum sur U € C, il vient

p(A+B) < p(A) + p(B)

En conclusion, ’L’application p définit une norme sur .7, (R). ‘
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II. MATRICE DE COVARIANCE

A partir de cette question, les indices des lignes et des colonnes des matrices
vont de 1 & n de maniere plus usuelle.

Par définition, pour tout (i,j) € [1;n]?,
0ij = cov(Yi,Y;) = cov(Y;, Yi) = 0j

donc ’ La matrice Yy est symétrique. ‘

De plus, pour tout (i,j) € [1;n]?,
Oij = COV(YZ‘,YJ')
= E((Y; — E(Y:)(Y; — E(Y;)))

ois = (E((Y —EW))(Y -E(Y)T))

i,
Rappelons que si (U, V) € (#,1(R))? et (i,5) € [1;n]?,
(UVT)M =U;V;

Finalement, Yy =E ((Y —E(Y)(Y - E(Y))T)

Soient U = (u1 ... un)—r € My 1(R) un vecteur constant et (i,7) € [1;n]>
Alors le coefficient d’indice (7, j) de la matrice de covariance Xy 4y est égal a

COV(YfL‘ +ug, Y+ Uj) = COV(Y,’, Yj) + COV(YYI‘7 Uj) + COV(U,’, Yj) + COV(’LLZ', Uj)
par bilinéarité de la covariance. En outre, u; et u; étant des variables aléatoires
constantes, les trois dernieres covariances sont nulles. En effet, si X et Y sont deux
variables aléatoires et que X est constante, alors X = E(X), donc
cov(X,Y) = E[(X “EX)) (Y -E(Y))] =0
——
=0
et cov(Y,X) = cov(X,Y) = 0 par symétrie de la covariance. Finalement,

V(i,j) € [1;n]? cov(Y; +ui, Y, 4+ uj) = cov(Y;, Y;)

soit ’ Si U € ., 1(R) est un vecteur constant, alors Xy uy = Xy ‘

Soient p € N* et M € .4, »,(R). Par définition du vecteur aléatoire Z = MY,

n
VZG[[I,[)]] Zli meYJ
i=1
Pour tout 7 € [1;p], la variable aléatoire Z; est donc une combinaison linéaire des
variables aléatoires Y1,...,Y,. Ces derniéres admettent une espérance finie d’apres
I’énoncé, donc la variable Z; admet également une espérance finie, d’ou 'existence
de E(Z). En outre, la linéarité de I’espérance assure que

Vie[l;p] E(Z)= i:lmz',jE(Yj)

ce qui s’écrit E(Z) = ME(Y)

Sip e N*et M € 4, ,(R), la variable aléatoire Z = MY
admet une espérance et on a ’égalité E(Z) = ME(Y).
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De la méme maniere, cov(Y;,Y;) est bien définie pour tout (i,5) € [1;n]?
puisque Yy existe. De ce fait, cov(Z;, Z;) existe pour tout (i,5) € [1;p]? et vaut par
bilinéarité de la covariance

COV(ZI‘7 Z]‘) = COV (Z myg, kYk; Em] gY@)

N Z ]4COV(Yk7Y4)

Il
M:

k:l
cov(Zi, Z;) = 35 Y mik Ok mye = (MEyMT); 5
k=1¢=1
si bien que Y, =My MT

Sip e N*et M € #,,(R), la variable aléatoire Z = MY
admet une matrice de covariance Yy et ¥z = MEyM .

La matrice v est symétrique réelle d’apres la question 16, elle est donc or-
thodiagonalisable d’apres le résultat de la question 1. Avec les notations de I’énoncé,
la matrice P est la matrice de passage de la base canonique de ., 1 (R) a une base
orthonormée formée de vecteurs propres de Xy. D’apres les formules de changement

de base, il existe donc une matrice D = diag (A1, ..., \,) telle que
Sy = PDPT
Notons que les réels A1, . . ., A, sont alors les valeurs propres de £y. Comme X =P TY,

le résultat de la question 17 assure que la variable X admet une matrice de cova-
riance Xx et que

Sx =P Sy(PT) =PTSyP
En réinjectant la valeur de Xy dans cette égalité, il vient
Yx =P"PDP'P =D
puisque P est une matrice orthogonale. Ainsi,

La matrice Xx est diagonale.

D’apres le calcul effectué dans la question précédente, les matrices v et Yx
sont semblables. Elles ont donc les mémes valeurs propres notées (A1,...,\,) qui
sont les coefficients diagonaux de Xx :

Vi € [[1,71]] A = (EX)i,i = COV(XZ',XZ‘) = V(XZ> >0

’ Les valeurs propres de Yy sont toutes positives. ‘

D’apres ce qui précede, les matrices Yy et Yx sont semblables donc leurs traces
sont égales. Par définition, la variance totale de X est égale a

Vr(X) = éwxi) = Tr (Sx) = Tr (Sy) = ilvm) = Ve (Y)

’Les variances totales de X et de Y sont égales. ‘

On pouvait aussi remarquer que les matrices Xy et Xx sont diagonalisables
et qu’elles ont les mémes valeurs propres (A1,...,A,). Leur trace est donc
égale a la somme de ces valeurs propres:

Tr (Sx) = é)\ — T (Sy)

et on conclut comme ci-dessus.
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Il suffit de considérer des variables aléatoires discrétes mutuellement indépen-
dantes vérifiant, pour tout 7 € [1;n], Pégalité V(Z;) = \;. D’apres le cours, on sait
que de telles variables aléatoires existent. Par construction, on en déduit I'existence
d’un vecteur aléatoire Z = (Zl Zn)T tel que Yz existe et 3z = D.

Plusieurs exemples de lois usuelles conviennent, le plus simple étant sans
doute la loi de Poisson de parameétre \; pour tout ¢ € [1;n] puisque que
I’on sait d’apres le cours que la variance d’une telle loi est égale a ;.

Il existe une variable aléatoire discrete Z
a valeurs dans .7, 1 (R) telle que £z = D.

La matrice A est symétrique réelle, elle est donc orthodiagonalisable d’apres
le résultat de la question 1. Il existe donc une matrice diagonale D et une matrice
orthogonale P telles que
A =PDPT
D’apres le résultat de la question 21, il existe une variable aléatoire discrete Z a
valeurs dans ., 1(R) telle que ¥z = D. Posons Y = PZ. Alors, d’apres le résultat
de la question 17, la matrice de covariance ¥y de Y existe et
Yy =PYzPT =PDPT = A

Il existe une variable aléatoire discrete Y
a valeurs dans ., 1 (R) telle que &y = A.

Comme X = UTY, utilisons la question 17 en posant M = U'. Alors X admet
une matrice de covariance ¥x vérifiant ¥x = UT v U. En outre, comme X est une va-
riable aléatoire réelle, ceci prouve l'existence de la variance de X puisque V(X) = Xx.
Finalement,

’ La variable aléatoire X admet une variance, qui vaut V(X) = UTEyU. ‘

En toute rigueur, ¥x = U Xy U est une matrice carrée de taille 1 et V(X)
est un réel. On se permet d’identifier ces valeurs comme dans 1’énoncé.

Sir =n, alors Im Yy = ., 1(R). Comme la variable aléatoire Y est a valeurs
dans 4, 1(R), 'événement {Y — E(Y) € Im Xy} est événement certain. Ainsi,

[Si v =n, alors P(Y — E(Y) € Im Sy) = 1. |

Soient U € Ker Xy et V € Im Ey. Il existe W € ., 1(R) tel que V = ZyW.
Par définition du produit scalaire,

UIV)=UTV=UTSyW=(2y'U

Comme Yy est symétrique, ceci entraine que
(U|V)=(SyU) ' W=0

puisque Xy U = 0. Par suite, les espaces Ker ¥y et Im ¥y sont orthogonaux. On en
déduit directement que Ker ¥y NIm Xy = {0} (le vecteur nul étant le seul vecteur
orthogonal & lui-méme). Ces espaces sont donc en somme directe. D’apres le théoréme
du rang, dimKer ¥y + dimIm ¥y = dim .#, 1(R), donc ils sont supplémentaires
dans .4, 1(R). Par conséquent,

) W

’Le noyau et 'image de ¥y sont supplémentaires orthogonaux dans .4, 1(R). ‘
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Soit j € [1;d]. Appliquons le résultat de la question 23 au vecteur U =V, et
a la variable aléatoire Y — E(Y):

v (VT (Y - E(Y)) =V Sy ) Vi
Le vecteur E(Y) étant constant, le résultat de la question 16 donne alors
Yy Ery) =Xy
dot v (VjT (Y - E(Y))) =V, TSV,

Enfin, comme V; € Ker ¥y, on a XyV; = 0. Finalement,

Vie[l;d] V (VjT(Y—IE(Y))) —0

Soit j € [1;d]. D’apres le résultat de la question 26, la variance de la va-

riable aléatoire VjT(Y — E(Y)) est nulle. Cette variable est & valeurs dans R, donc
d’apres le cours, cette variable est presque stirement constante égale a son espérance.

Notons V; = (vj1 ... vj,n)—r et calculons 'espérance de la variable V; T (Y —E(Y)),
en utilisant la linéarité de ’espérance :

(¥, (Y~ E(Y) = E (S o54(Ys ~ BY) ) = Sus,E(Y: - B(Y) =0

On en déduit que V; ' (Y — E(Y)) est presque stirement nulle, ce qui s’écrit

Vje[l:d] P (VjT(Y—]E(Y)):O) =1

En utilisant les notations de I’énoncé, le résultat de la question 25 implique que
(Y —E(Y) € Im By) = (Y ~E(Y) € (Ker EY)L>

La famille (Vy,...,Vy) est une base orthonormée de Ker Yy = Vect (Vy,...,Vy).
Rappelons qu’un vecteur est orthogonal a Ker Yy si, et seulement si, il est orthogonal
a chacun des vecteurs de cette base, ce qui s’écrit

d
Im £y = Ker Sy = (| V;©
j=1
On en déduit que

d
(Y -E(Y)eIm Ty) = [ (VjT (Y — E(Y)) = 0)

Attention a ne pas confondre les deux notations d’orthogonal VjJ‘ (qui est
un sous-espace vectoriel) et de transposée V]——r (qui est un vecteur ligne).

D’apres le résultat de la question 27, la probabilité de chaque événement de cette
intersection est égale a 1. D’apres le cours, une intersection d’événements presque
strs est presque siire. Par conséquent,

Sir <n,alors P(Y —E(Y) € Im Zy) = 1.
Finalement, au vu du résultat de la question 24, on a dans tous les cas

[P(Y —E(Y) € Im Sy) = 1]
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ITI. M AXIMISATION DE LA VARIANCE

La matrice Ag est diagonale et tous ses coefficients diagonaux (donc ses valeurs
propres) sont positifs. En appliquant la question 21,

’ Il existe un vecteur aléatoire dont A, est la matrice de covariance. ‘

Considérons une variable aléatoire Y a valeurs dans .#3 1 (R) telle que £y = As.
Soit U € 5 1(R). D’aprés le résultat de la question 23,

ay(U)=V(UT Y)=UTSyU=TUT AU

Comme la matrice As est symétrique et que ses valeurs propres 9, 5 et 4 sont positives,
le résultat de la question 14 assure alors que

max U' AU p(Az) =9

Si une variable aléatoire Y vérifie ¥y = Ao, alors max gy (U) = p(A2) = 9.
€

Comme la matrice Yy est symétrique et que ses valeurs propres sont positives
d’apres les questions 16 et 19, le résultat de la question 23 assure que

YUeC gv(U)=V(UTY)=UTEyU

D’apres le résultat de la question 14, la fonction gy admet un maximum sur C, égal
a p(Xy) = max (sp (Xy)). Par suite,

’La fonction gy admet un maximum sur C, égal & max (sp (Xv)). ‘

Notons Ay la plus grande valeur propre de Yy et U un vecteur propre associé.
En notant Uy = U/||UJ|, on a Uy € C et Uy est également un vecteur propre associé
a Ag. Le calcul effectué a la question 12 montre alors que

qy(Up) = Uy £y Ug = Ao = max (sp (Xv))

En prenant Uy € C un vecteur propre de Yy
associé a sa plus grande valeur propre \g,

TY — TY
max V(UY) =V(Uo Y)

Soit (i,4) € [1;n]? avec i # j. Par définition,
oij = cov(Yy, Y;) = E[(Yi —E(Y4))(Y; — E(Y;))]

Or, d’apres le cours, quelles que soient les variables aléatoires X et Y possédant une
variance, on a

E(XY)? < E(X2)E(Y?)

Appliquons cette inégalité & X =Y, —E(Y;) et Y =Y, — E(Y;), qui possedent bien
une variance comme Y; et Y;. Il vient

E[(Y; — E(Y:)(Y; — E(Y;))* <E(Y; — E(Y;))2E(Y; — E(Y;))?
soit cov(Y;, Y;)2 < V(Y)V(Y)

ce qui s’écrit (0%7)? < 02%0?
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d’ou 72 <1
puisque ¢ > 0. Comme v > 0, il vient
y<1

En outre, en notant I,, la matrice identité de .4, (R), on a par construction

Sy = 0%y +02(1 =)L, |

La matrice J est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable. Puisque son rang
est égal a 1 et que n > 2, elle admet 0 pour valeur propre et le sous-espace propre
associé est de dimension n — 1 d’aprés le théoreme du rang. Comme sa trace est
égale a n et qu’elle est diagonalisable, la somme de ses valeurs propres est égale a n.
Ainsi, la deuxiéme valeur propre est égale a n et le sous-espace propre associé est de

. . . T 4 1iis
dimension 1. Puisque la somme des colonnes de J vaut (n e n) , on en déduit
T sz s
que le vecteur V = (1 . 1) est un vecteur propre associé a la valeur propre n.
Finalement,

Les valeurs propres de J sont 0 et n et les sous-espaces propres associés sont

. . . T
respectivement de dimensions n — 1 et 1. Le vecteur V = (1 e 1) est
un vecteur propre associé a la valeur propre n.

Dans le cas ou une matrice J est de rang 1, la base du sous-espace propre asso-
cié a la valeur propre non nulle est également une base de Im J, ¢’est pourquoi
l’on peut prendre une colonne de J comme vecteur propre.

D’apres le résultat de la question 31, le maximum de la variance de Z existe,
il est égal a la plus grande valeur propre de Xy et il est atteint pour Uy € C vecteur
propre associé. Or, d’apres le résultat de la question 32,

Yy = o2yJ 4+ 02(1 — )1,

Comme les vecteurs propres de J sont évidemment des vecteurs propres de I,,, alors
les matrices J et I, admettent une base commune de vecteurs propres. Ce sont des
vecteurs propres de toute combinaison linéaire de J et de I,,. Par suite, d’apres I’étude
réalisée & la question 33, une base de vecteurs propres de Ly = o2yJ+02(1—7)I,, est

constituée d’une base de Ker J (de dimension n—1) et du vecteur V = (1 .. 1)T.
Pour déterminer les valeurs propres de v,

e Si U € Ker J, alors
YyU = 027JU + 02(1 —7)U = 02(1 — 4)U
donc 0%(1 — v) est valeur propre de Xy de multiplicité n — 1.

e Comme V = (1 1)T est un vecteur propre de J associé a la valeur
propre n, alors

YyV =02yJV +0%(1 — )V =c?ynV + o*(1 — )V =0?(1 + (n — 1))V

donc 02(1 + (n — 1)) est valeur propre de Yy. Sa multiplicité vaut 1 puisque
I'hypothese n > 2 implique que (1 + (n — 1)) > o2(1 — 7).
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On pouvait également déterminer les valeurs et vecteurs propres de Yy de la
fagon suivante. Soit A une valeur propre de ¥y et U € C un vecteur propre
associé. Alors, d’'une part, Yy U = AU et, d’autre part,

YvU = 029JU + 0%(1 — v)U

d’ott AU = 029JU + o2(1 —7)U
A—o2(1 -
puis JU:#WU caro>0ety>0
gy

D’apres ’étude réalisée a la question 33, il vient

A—c?(1—7)

D e ) = {on)

A—o3(1—

Or, #:0 = A=0}1-7)

a7y

A—o2(1—
et 702( FY):n — A=0c2+(n—1)oy
a7y

donc Ae{o%(1—7),02+ (n—1)o%v}

Réciproquement, soit U un vecteur non nul de Ker (J) (il existe car la
dimension de cet espace vaut n — 1 > 1 d’apres la question 33). Alors

YyvU = a?4JU + 0?(1 — Y)I,U = ¢%(1 — y)U

donc 0%(1 —7) est une valeur propre de Yy. De plus, en notant V le vecteur
déterminé a la question 33, c’est un vecteur propre (donc non nul) pour J
associé a la valeur propre n, et

YvV =02yIV +o?(1 =Y,V = a?ynV + 02(1 — )V = o?(1 + (n — 1)y)V
donc 02(1 + (n — 1)7) est également une valeur propre de Yy. Par suite,

sp(Zy) = {o*(1 =7),0%*(L + (n — 1))}

Pour appliquer la question 31, notons que la plus grande valeur propre de Xy est

égale 3 0%(1+(n—1)7) et qu'un vecteur propre associé est le vecteur V.= (1 ... 1) !
de norme || V|| = \/n. Par conséquent,

1
La variance de Z = UOTY est maximale pour Uy = — (1 . l)T.

Jn

D’apres le résultat de la question 31 et le calcul effectué a la question 34, on a,
pour la valeur de Uy déterminée a la question 34,
V(Z) = p(Sy) = 0 + (n — 1)o*y

n

En outre, Vr(Y) = S V(Y;) = Tr By = no?

2 _ 2 _
done V(Z) _ o+ (n—1)o2y _ 1+ (n—1)y
Vr(Y) no? n

Comme la variance peut étre interprétée comme la quantité d’information
contenue dans une variable aléatoire, ce quotient représente la proportion
d’information conservée en ne considérant que la premiere composante prin-
cipale Uy.
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Remarquons tout d’abord que Upt est un sous-espace vectoriel de dimension
non nulle de l'espace de dimension finie .4, 1(R), il est donc fermé. Comme C est
également fermé, que C' = CNUpt et que Pintersection de deux fermés est un fermé,
on en déduit que l'espace C’ est une partie fermée de ., 1 (R).

En outre, la partie C' C C est également bornée dans .4, 1(R) puisque C l'est.
Puisque l'orthogonal de U est de dimension supérieure ou égale a 1, il contient donc
des vecteurs unitaires, ce qui implique que C’ est non vide. Comme ’application gy
est continue, elle est donc bornée sur C’ et elle atteint ses bornes sur C'.

’L’application gy admet un maximum sur C’.

Comme la matrice Yy est symétrique, la question 1 assure qu’elle est orthodia-
gonalisable. Notons (Vy,...,V,) une base orthonormée de vecteurs propres de Xy,
associés aux valeurs propres (A1, ..., \,). D’apres le résultat de la question 31, on peut
prendre V; = Uy, qui est un vecteur propre associé a la plus grande valeur propre
de EY7 ici )\1.

Soit U € C’. Comme V; = Uy et que ¢/ = CNUpt, ona ¢’ C Vect (Va,...,V,),
donc on peut écrire

U = Z ulVl
=2

avec u; € R pour tout ¢ € [2;n]. Ainsi,

ey(U)=V(UTY)=U"%yU (question 23)
n T n
= <2U1V1> ZY <ZU]VJ>
i—2 =2
= >uVi' Y ui(SyVy)
i—2 =2
= >uVi' Y u(AV;)
i=2 =2
= > Y Nuu(Vi'Vy)
i—2j=2
d’ou gy (U) = > \u,?
i=2

puisque la base (Vy,...,V,) est orthogonale. Il vient

av(U) < X2 Yu? =Xy
i=2

——
u]2=1

puisque le vecteur U est unitaire et que Vect (Va, ..., V,,) est une famille orthonormée.
En outre, la valeur Ay est atteinte par ¢y (U) pour U = V,. Par suite,

Le maximum de gy sur C’ est égal a la deuxiéme plus grande valeur propre s
de Yy et il est atteint en U; € C' vecteur propre unitaire de Xy associé & \s.

Remarquons que l'on applique simplement dans cette question les résultats
des parties précédentes & endormorphisme induit par Xy sur Up™.



Centrale Maths 1 PC 2022 — Corrigé 17

D’apres le cours, comme Up 'Y et Uy Y sont des variables aléatoires réelles,

cov(UoTY, U, TY) = i (V((Uo +U)TY) = V(U — Ul)TY))

On peut le redémontrer facilement par le calcul suivant :
V(Uo 'Y+ U; YY) =V(Up YY)+ V(U TY) + 2cov(Up 'Y, U; 1Y)
et V(U ' Y-U,"Y)=V(U Y)+V(U;TY) = 2cov(Up Y, U; TY)

1
donc cov(Up Y, U TY) = (V(UOTY FULTY) - V(U Y — UJY))

i (V((Uo +U1) TY) = V(U - U1) TY))

Le résultat de la question 23 assure que

V((Up 4+ U1)'Y) = (Up + Up) " Sy (Up + Uy)

V((Up—Uy)'Y) = (Ug — Uy) TSy (U — Uy)

En outre, d’apres les questions 31 et 37,

SyvUp = M Ug
SyUp = AUy

Uy Up=0U,"U; =1

Up' U =U,"Up=0

1 vient V((Up 4 Up)'Y) = (Up + Uy) 'Sy (Up + Uy)

= (Up+Uy) " (MUg + A2Uy)
= MUy "Ug+ AMU; "Ug + AU ' Uy + AUy TU,

V((Uo + U1)TY) =AM+ XA

et V((Up—U)"Y) = (Ug = Uy) Sy (Up 4 Uy)
= (Up — Up) " (MUg — A2Uy)
= MUp "Up — MUy TUp — AUp " Uy + AU TUy
V((Up—=U1)TY) = A + Ay
Finalement,
1
cov(Uo Y, U1 TY) = 2 (V(Uo+U1) "Y) = V((Us = U1) V)
1
=1 M+ A2 — (A1 + A2))
d’ont cov(Up 'Y, U; 'Y) =0

Ceci signifie que les deux premiéres composantes principales sont décorrélées
entre elles.



