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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
(Durée : 4 heures)

L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

Notations

L’objectif du probléme est I'étude de modeéles matriciels de dynamique de populations. Nous
I'illustrerons avec des populations structurées en age.
Soit d € N*. Pour des vecteurs & = (1,...,24),y = (y1,---,ya) de R? (qui pourront étre
des vecteurs lignes ou colonnes dans la suite), on note

d
Izl =Y Jail,  lollz =
i=1
les normes 1 et 2 usuelles et

d
(@,y) = vy
i=1

le produit scalaire canonique sur R9.

On note R 'ensemble des nombres réels positifs ou nuls et R ’ensemble des nombres réels
strictement positifs.

Sim et n sont deux éléments de N* et si A est une partie de R, on note ., ,,(A) ensemble

des matrices & m lignes et n colonnes et dont les coefficients sont dans A. Lorsque m = n,
on note .#,(A) Pensemble A, 1,,(A).

Les parties 1, 2, 3 et 4 sont dépendantes. Dans ’ensemble du sujet, pour répondre & une
question, on pourra admettre les résultats des questions précédentes.

Premiére partie

Soit & l'ensemble des vecteurs lignes de taille d a coefficients positifs dont la somme des
coordonnées vaut 1 :

d
P=ucMaRy):Y uj=15.
j=1

On considére une matrice carrée P € .#3(R4) telle que pour tout i € {1,...,d},

d

dopy=1
j=1

On suppose de plus qu'il existe v € & et ¢ > 0 tels que pour tous i,j € {1,...,d},

Pi,j 2 (;Vj‘

1. Justifier que ¢ < 1.
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2. Montrer que si u € &, alors uP € Z.
3. Montrer que pour tous u,v € &,
[uP —vP[1 < (1= ¢)lju— vl
(On pourra introduire R = P—cN ot N = (n; j)1<;,j<d avec n; j = vj pour tous 1 < 7,7 < d.)
4. Soit (z,), € 2N deéfinie par récurrence par zg € & et
Tpy1 = TP

Montrer que la série E |Znt1 — xn|l1 est convergente.
n=0

5. En déduire que (z,,), converge vers un élément de 2.
6. Montrer qu'il existe un unique élément p de & tel que uP = p.

7. Montrer que pour tout n € N et tout z € &,

[#P" — pln <2(1 =)™

Deuxiéme partie

Soit M € .#3(R4). On suppose que la matrice M posséde une valeur propre A > 0 et qu’il
existe h € .4y (R% ) vecteur colonne tel que :

Mh = Ah.

On suppose aussi qu'il existe v € & et ¢ > 0 tels que pour tous i,j € {1,...,d},
M; ; > cvj.

On introduit la matrice P € .#3(R,) définie pour 1 < 4,5 < d par

M; jh;
P =
8. Justifier que pour tout i € {1,...,d}, Z?:l P =1

9. Soit n > 1. Donner une expression des coefficients de P™ en fonction des coefficients de
M™ h et A

10a. Montrer qu’il existe p € 2, C > 0 et v € [0, 1], tels que pP = p et pour tout n > 0,

d d
ZZ nMn 7j—h“]‘<07"
i=1 j=1
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10b. Prouver qu’il existe un unique 7w € & tel que 7M = Ar.

11. Considérons (cg,...,cq—1) € (R%)? et P le polynome

Xd — Cd_le_l — = ClX — Cp.-
Montrer que le polynome P posséde une unique racine dans R7 .
Considérons a = (a1,...,aq) € (R%)? et b = (b1,...,bg—1) € (R%)?! et introduisons la
matrice
aq b1 0 ... 0 0
an 0 b2 0 0
az 0 0 0 0
M = . o .
aq—1 0 0 0 bd—l
ag 0 O 0 0

12a. Justifier qu'il existe un unique couple (A, 7) € R x .2 tel que 7M = Aw. On exprimera
explicitement 7 en fonction de a et b et A.

12b.  Montrer qu'il existe un unique h € .#y1(R% ) tel que (m, h) =1 et
Mh = Ah.

12c. En déduire que la suite (A™"M"),>1 converge quand n tend vers U'infini et donner
une expression de sa limite en fonction de h et p.
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