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Probleme 2. LES MATRICES DE KAC
Soient Ag, ..., A\, des réels tels que
Do Akfk =0 (1)
k=0

Procédons par récurrence en considérant la propriété
P(k): Vme[0;k] An—m =0
que nous allons montrer pour tout k € [0;n].

e #(0) est vraie puisqu’en appliquant (1) en 0 on a

0= 3O Mefi(0) = An £ (0) 4+ 5 Ae £1(0) = A
k=0 \:/1'/ k=0 \\:/0"

o P(k) = P(k+1):s0it k € [0;n—1] tel que Z(k) est vraie. Alors, I’équa-
tion (1) devient

n—(k+1)
Z )\mfm =0
m=0

ou encore, pour tout r € R,

n—(k+2)
sin®+1(x) (z\n_(kﬂ) cos D () 4 3\, cos™ () sin"’_(k“)_m(a:)> =0
m=0
Ainsi, comme pour tout € R \ 7Z, sin(z) # 0 et on a
n—(k+2)
An—(iny cos”FHD () + 3 A, cos™ () sin = (FFD=M(z) = 0

m=0

Par continuité, cette propriété est vraie pour tout x € R. En appliquant en 0,
An—(k+1) =0

On conclut que Z(k + 1) est vraie.
e Conclusion: pour tout k£ € [0;n], Ay = 0. On en déduit que

’La famille (fo,..., fn) est libre et dimV,, = n + 1. ‘

(22| Pour tout k € [0;n] et € R,

fi' (z) = =k cos* 1 (z) sin®~*=V(z) + (n — k) cos® 1 () sin™~ *+1)(z)
ou encore ’Vk €f0;n] il = —kfe_1+ (n—k)fer1 € Vy ‘
en posant f_; = f,41 = 0 € V,. La dérivation étant une opération linéaire, la

fonction ¢, est bien linéaire et a valeurs dans V,,. Ainsi,

’La fonction ¢,, est un endomorphisme de V,,.

A, . ! . . .
On reconnait I'expression de fi' dans les colonnes de la matrice B,,, ainsi,

’ La matrice de ,, dans la base (fo,..., fn) est B,.
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Soit k€ [0;n]. On a pour tout z € R

gk(l‘> — oi@k—n)z _ qikzg—i(n—k)z _ (eix)k (e—ix>n_k

soit ’Vk efo;n] VzeR gr(z) = (cosx + isinz)*(cos(x) — isin(x))"~* ‘

En appliquant le binéme de Newton a partir du résultat de la question 23, on a,
pour tout z € R,

"y
gk(x) = Z .
Jj=0 J

i*=7 cos (z) sin* =7 (z)

ESE

X

(n 1_; k) (=)= cos? () sin”kp(ff)>

=0

Enlias]

n—

> ’;) (” ; k) {7=P=3 (—1)" k=P cosP*+i (1) sin™ P~ (z)

I
E

7=0

ae) =X 5 () (" ) u e

7=0 p=0

= |l
33
x> O

La fonction g, est donc une combinaison linéaire des f,. Il s’ensuit que

’VkG[O;n]] ngVn‘

Soit k € [0;n]. Par définition, g5 est dérivable et
VreR g’ (z) = 1(2k — n)eiPk—m)z
d’olt Vk e [0;n] onl(gr) =1(2k — n) gy

Ainsi, les g étant non nuls, ils sont tous vecteurs propres de ¢, associés a des valeurs
propres différentes. La famille (go, ..., g,) est donc libre. Ainsi,

L’endomorphisme ¢,, est diagonalisable et (go,...,gn) est une
base de diagonalisation. De plus

spc(pn) = {12k —n) [ k€ [0;n]}

et les espaces propres associés sont respectivement les Vect (gx).

L’endomorphisme ¢,, est un automorphisme si et seulement si 0 n’en est pas une
valeur propre. La question 25 montrant que ses valeurs propres sont les i(2k —n), on
obtient que ¢,, est un automorphisme si et seulement si

Vke[0;n] 2k—n#0

c’est-a~dire L’endomorphisme ¢,, est un automorphisme
de V,, si et seulement si n est impair.

Reprenons la formule trouvée en question 24 avec k = n:
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§=0 p=0

()

=0
n

gn =Y akfr
k=0

Or, g, est un vecteur propre associé a la valeur propre in de ¢,,. La matrice B,, étant
la matrice de ¢, dans la base (fo,..., fn), le vecteur des coordonnées de g, dans
cette base est un vecteur propre de B,, pour cette valeur propre. Ainsi,

do0
Ker (B,, — inl,,+1) = Vect

an

La formule du produit de matrices donne pour (k,¢) € [1;p]?

p
(MD) e = > mp;dje

j=1
puis, comme D est diagonale, ’ (MD) e = muyedes ‘
De méme ’ (DM)M = dkkmkg ‘

Soit (k,£) € [1;n+ 1]2. Alors, en utilisant la question 28,
(D, " AD ) ke = (D YA rede

= ake%
dix
iZ*l
= akeikj
= apeit "
ki sif=k+1
D, *A D =L —(n—L+1)i sit=Fk—1
0 sinon
Ainsi, D, "'A,D, = —iB, |

Par conséquent, xp, (X) = det(XL,+1 — By)
= det (XD, 'I,41D,, —iD,, 'A,,D5,)
= det (D, (XL, 41 — iA,)Dy,)
= det(XI,41 —iA,,)
= " det(—iXIy1 — A,)
xB, (X) = i""xa, (-iX)

autrement dit ’XAn (X) = (—i)" "y, (iX) ‘

Le résultat de la question 19 est le cas particulier de ce résultat dans le
cas n = 3.
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D’apres la question 22, B,, est la matrice pour la base (fy, ..., fn) de 'endomor-
phisme ¢,,. De plus, d’apres la question 25, cet endomorphisme ¢,, est diagonalisable
et ses valeurs propres sont les i(2k — n) pour k € [0;n]. Ces valeurs propres sont
toutes distinctes et au nombre de n + 1, la dimension de I’espace V,,. On a donc

7n

xs, = [ (X—i(2k —n))
k=0
D’apres la question 30, on en déduit

n n n

YA, = (=) T (X — i(2k — n) = T (~Di(X — 2k —n)) = [T (X~ (2k - n))

k=0 k=0 k=0

Ainsi x4, est scindé & racines simples et ses racines sont les (2k —n) pour k € [0;n].
Par suite,

La matrice A, est diagonalisable et ses valeurs propres
sont les entiers de la forme 2k —n pour k € [0;n].

Enfin, Ker (A,, —nl, 1) est de dimension 1 car toutes les valeurs propres sont simples.
II suffit donc de trouver un vecteur propre pour la valeur propre n. D’apres la ques-
tion 27, on a

q0 qo0

| =in|

qdn qn

En utilisant le résultat de la question 29, on a

B,

40 q0 40 q0
iD, " 'A,,D,, Dl =in | puis AD,| ¢ | =nDy|

dn dn dn dn

On vient de trouver un vecteur propre pour la valeur n dont le k-iéme coeflicient vaut

A1, kp1qr = 1FF (Z) =i" (Z)

C’est un vecteur propre sur C. Toutefois, en divisant par i”, on en déduit que le

vecteur (po, . ..,pn)T est lui aussi un vecteur propre de A,, pour la valeur propre n.
Po
Ker (A, —nl,41) = Vect |
Pn

Pour tout k € N, la variable aléatoire Ny est & valeurs dans 'ensemble [0;n].
Toutes ces possibilités s’excluant les unes les autres,

’La famille (E.o, ..., Exn) est un systéme complet d’événements. ‘

Il n’y a que deux possibilités. Soit on choisit une boule dans U; pour la mettre
dans Usy, soit c’est I'inverse. Ainsi, a chaque étape, une urne gagne une boule, ou en
perd une. Ainsi,

Si Uy contient j boules a 'instant &, elle en contient soit j+1, soit j—1
a l'étape suivante, tout en restant dans l'intervalle d’entiers [0;n].
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Soient k € N et (4,¢) € [0;n]?. Considérons les cas suivants:

Contrairement a ce qui est écrit dans 1’énoncé, mieux vaut traiter les cas £ = 0
et £ =n.

e pour £ =0, si Uy ne contient aucune boule a I’étape k, alors elle va nécessaire-
ment en gagner une a ’étape suivante;

e pour ¢ = n, si U; contient toutes les boules a I’étape k, alors elle va nécessai-
rement en perdre une a ’étape suivante;

e pour £ € [1;n— 1], si Uy a £ boules a I'étape k, alors elle a ¢ possibilités de
perdre une boule a ’étape k + 1 et n — ¢ possibilités d’en gagner une.

l/n sij=40-1
On en conclut donc |Pg, ,(Exq1) =1 —4/n sij=L+1
0 sinon

D’apres les questions 31 et 33 et la formule des probabilités totales, on a

n 1
P(Ext1,0) = > Pr,,(Ers1,0)P(Exe) = —P(Eg 1)
£=0

n

ou seul le terme de la somme pour £ = 1 est non nul, et

n 1
P(Eirt+1,n) = D P, ,(Brs1,0)P(Erye) = EP(Ek,n—l)
=0

ou seul le terme de la somme pour £ = n — 1 est non nul, enfin pour j € [1;n—1]

n—j+1

n y + 1
P(Egy15) = > Pr,  (Exy1)P(Exe) = P(Ek,j-1) + JTP(EMH)
=0

Montrons que la propriété
Pk): Ly =— (An)" Zo

est vraie pour tout k£ € N.

o 2(0) est trivialement vraie.

o P(k) = P(k+1): dapres la question 34, pour tout j € [0;n],

1 ) .
Prrrg = (0= (G = 1))prj-1 + (7 + D)ok jie1)
1
=5 (@jg1,jPkj—1 + Qj1, 42Dk, j+1)
1

Prirg = — (Ani);

Attention! On doit mettre les indices j+ 1,7 et j+ 1,5 + 2 car le sujet
a choisi d’indicer les matrices sur [1;n 4 1] et les vecteurs sur [0;n],
ce qui peut étre perturbant.

1
Par conséquent, Ziv1=—AZy
n
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Puis d’apres & (k),

— 1 k _ k+1
Zk+1 - ﬁAn ((An) ZO) - W (An) Z0

e Conclusion: vk e N Z = — (An)" Zo

Par hypothese du sujet, Ng est le nombre de succes obtenus apres n expériences
de Bernoulli indépendantes et de parameétre 1/2. Ainsi,

1
La loi m de Ny est une loi binomiale de parameétres n et 5

D’apres la question 36, on a

O
o)

Ainsi, d’apres la question 30, Zg est un vecteur propre de A,, pour la valeur propre n.
Par suite, on obtient par récurrence immédiate

VEeN  (A,)"Zo = nFZg
puis d’apres la question 35, Vk € N Zy, = 7o

autrement dit Pour tout £ € N, Ni et Ny ont la méme loi.

Soit ' une loi de probabilité telle que si Ng suit cette loi, alors pour tout entier
naturel k, la variable N a pour loi de probabilité ’. Soit Z le vecteur associé & cette
loi de probabilité. Alors, d’apres la question 35, pour tout k € N,

1

k
VkEN  Z=—(An)"Z

1
en particulier pour k =1 Z=—-A,7Z
n

Ainsi Z est un vecteur propre de A,, pour la valeur propre n. D’apres la question 30,
on a Z € Vectg(Zy). Soit donc a € R tel que Z = aZy. En particulier

Po
Z=al :
Pn
La définition d’une loi de probabilité donne alors
n
l=ad.pr=a
k=0
Finalement, 7 =17

La loi 7 est 'unique loi telle que si Ny suit m, alors
toutes les variables N, ont pour loi de probabilité .




