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Probléme 1. AUTOUR DE LA FONCTION SINUS CARDINAL

R— R
Considérons la fonction u:
t — t—sint
Cette fonction est dérivable sur R, et pour tout t € R, on a
w'(t) =1—cost >0
La fonction u est donc croissante. Or u(0) = 0 donc pour t € R, on a u(t) > 0, puis
t >sint
R— R
Soit maintenant la fonction v
t —> t+sint
dérivable sur R telle que pour tout t € R;, on a
v'(t) =1+ cost >0
La fonction v est donc croissante. Or v(0) = 0 donc pour t € R., on a v(t) > 0, puis
t > —sint

En réunissant les deux inégalité obtenues, on obtient

(VieR, ¢ [sint]

Notons f(x,t),g(x,t) et h(z,t) les intégrandes respectifs de F(x), G(z) et H(x).
Par composition et produit, ces fonctions sont continues sur ] 0; +oco [ en chacune de
leurs variables. De plus, d’apres la question 1, pour tous z,t > 0

[, )] <e™™
On a aussi lg(z,t)] <e ™™ et |h(x,t)| <e @

Ainsi, pour tout x € R}, on a

f(CC,t) - tﬁqroo (t12) g(x’t) - tﬁquo (7512> h(CC,t) - t*}(‘)FOO (tlQ)

Par comparaison a une intégrale de Riemann,

’ Les fonctions F, G et H sont bien définies sur R .

Fixons x > 0. Pour tout ¢t > 0, d’apres la question 1, on a

sint

t

—t —t
T <e T

La fonction ¢ + e 7'* étant intégrable sur R, par le méme argument qu’en question 2,

par croissance de l'intégrale, on a
+00 +o0
1 1
dt < / et dt = [—e_m] ==
0

+00
Pl < [
0 x 0

La valeur absolue étant positive, on en déduit par encadrement que

sint

t

—tx

lim F(z)=0

T—+00
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(®))? — R
La fonction f: sint__,
(z,t) —> —e x
est de classe €' sur son domaine de définition en tant que multiplication de fonctions

de classe €. Pour tous z,t > 0

of
——(z,t) = —e sint = —g(x,t
o (z,t) e " gin g(z,t)
Cette fonction est continue par rapport a chacune de ses variables. De plus, on a
9]
V(x,t) € (R*)? af(x,t)’ Letw
x

Par croissance de I’exponentielle, on obtient donc I’hypothése de domination

ta

Ya>0 Vz>a Vt>0 ‘gf(x,t) <e”
x

Toutes les hypotheses du théoreme de dérivation sont donc vérifiées pour tout a € R*
et tout * € ]Ja;+oo[. Ainsi, pour tout a € R%, la fonction F est de classe ¢
sur Ja;+o00| et

+o0
Vo € la;+00] F’(x):/ —e sint = —G(z)
0

Le résultat étant vrai pour tout a € R¥,

’La fonction F est de classe €' sur R* et F/ = —G. ‘

On a pour tout x > 0,

+oo +o0o
H(z) +iG(z) = / e (cost +isint) dt = / et gt
0 0

Le module de l'intégrande est e ~'* qui est intégrable sur R*. L’intégrande est donc
intégrable sur R} et une de ses primitives est la fonction

t— — etz

r—1

qui est bien définie car x € R} et en particulier  # i. On en déduit

1 N 1 T+
H G = —t(z—1i) = = —
(@) +iG(z) [i—xe 0 x—1i 2241
Ainsi, en prenant les parties imaginaire et réelle on obtient que
. 1 z

Soit a > 0. En faisant un changement de variable linéaire de coefficient directeur non
nul u = at, on obtient que pour tout x > 0

+0o0 1 +00 - 1
/ e ' cos(at) dt = —/ e avcosu du=—H (E)
0 @Jo

X

+00
P dquent | V(a, z) € (RY)® e tdt = ———
ar conséquen (a,z) € (RY) /0 e cos(at) 2 1 a2
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@ La fonction G admet Arctan comme primitive. En appliquant la question 4, on
conclut & ’existence d’une constante c telle que

Vo >0 F(r) = ¢ — Arctan z

. T
Or lim Arctan x = —
Tr—r+0o0

Ainsi, en appliquant la question 3, on obtient ¢ = 7/2, soit encore

1
Vo € R} F(z) = g — Arctan = Arctan —
x

En particulier, F(1) g

La transformée de Laplace £ a de jolies propriétés. Par exemple, elle se
comporte tres bien avec la dérivée ou le produit de convolution. Sous les
hypotheses adéquates, on a en effet :

L(f)(s) = sL(f)(s) = lim fa) et L(f*g)=L{)L(9)

De plus, associée a la transformée de Borel, elle permet d’attribuer un sens
a certaines séries divergentes. Néanmoins, toutes les propriétés de la somme
usuelle ne sont pas conservées.

La question, telle que posée dans le sujet, est fausse. En effet prenons ¢t = 2"n
pour un entier n non nul quelconque. Alors

IT cos (;k) — 1T cos (2" Fr) = -1

k=1 k=1
D’autre part sin(2"7) = 0 car n > 0. Pour autant sin(¢/2") = sinw = 0.
Pour que cela soit vrai il faudrait poser la convention 0/0 = —1. D’autre part
n—1 t n—1
IT cos (Qk) = [T cos (2" *x) =1
k=1 k=1

La convention & poser est alors 0/0 = 1. Ce conflit de convention ne permet
pas de conclure pour tout ¢. Il faut donc que ¢/2" soit différent de k7 pour
tout entier relatif k, ce qui est le cas pour n assez grand. On se propose donc
de montrer le résultat suivant:

n t sint
vt e R\ {2"k N* keZ} VYneN* — | =
eRN{2"km |neN"ke€Z} Vne kl:IICOS(2k) 37 s (127
ce qui s’écrit aussi
n t sint
Vte R~ {kn|k €2Z} VneN* — | =
eR~{kr|ke2Z} Vne k]:[1005<2k> 5 s (£/27)

Enfin pour ¢ > 0 de la forme k7 avec k pair, on montre que le résultat est
vrai pour n assez grand.

Fixons t € R \ {k7 | k € 2Z}. Montrons par récurrence que la propriété
" t sint
P(n): — =
e (5) = s

est vraie pour tout entier n € N*.
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e #(1): Rappelons l'identité

vz € R sin(2x) = 2 cos(z) sin(x)

N ty\ . t .
en particulier 2 cos <2> sin <2> =sint
t sint
ou encore cos| = | = ———=
2) " 2sin(t/2)

o Zn) = Hn+1):Ona

n+1 t B t n t
kl;[lcos o" = cos IS kl;[lcos 7"

t sint .
= cos (2n+1) 5 s (1/27) (d’apres Z(n))

t sint
= cos
2n+1 ) 2m x 2cos (t/27F1) sin (¢/27H1)

( t ) sint

COS | — =

1 2 21 gin L
2n+1

ﬁ:]:

e Conclusion:

n t sint
Vte R\ {kw |k €2Z} VneN* — | =
eR~N{kr|ke2Z} Vne k];[l cos <2k> 37 s (1/27)

Soit maintenant t = kx avec k pair. On écrit t = 2"~ k1 avec &’ impair. Alors,

pour tout n = ng,
t T
cos <2n0) = cos (k 5) =0

n
est un élément du produit [] cos (t/2’“), qui est donc nul. D’autre part, sint = 0
k=1

et sin (¢/2™) est non nul. Ainsi,

n t sint
Vi€ R* IngeN* VneN* > ny — (L sint
b dno n n = ng kl;[l cos (2k) 27 sin (/27)

Soit t > 0. Montrons par récurrence que la propriété

271—1
n t 1 2k —1
P(n) : kli[l cos <2k> = 211—_12 cos ( o t)
= k=1

est vraie pour tout entier n € N*.

20
. 1 2k —1 1
e Z(1): On a bien @3:1 cos ( 5 t) = cos (2t>
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n+1

e Zn)= Pn+1):Ona
1] cos
k=1

t t 7 t
() == () 1 ()
Ainsi, d’apres Z(n),

t
cos <2k> = cos <2n+1>

En utilisant I'indication,

n+1

I1

k=1

n+1

)

t
- 2n+1

))

2n—1
t 1 2k — -1
k]:Il cos <2k> = o (cos ( 2n+1> + cos (
= k=1
n—1
Rk Ak —
- on cos 2n+1
k=1
13220 fak—1 1 4k —3
= o COS( on ol t)+2nz COS <2n+1t)
k=1 k=1
n+tl t 1 /
]:[ cos( ) = 2anos (2”+1t>
- leL

ot L={¢|3ke[1;27 '] £=dk—1V{=4k 3}
={le[1;2"]|f=~-1 mod 4V {= -3 mod 4}
={{e[1;2""]|e2N-1}

L={¢|3ke[1;2"] (=2k—1}
. n+1
Finalement k];[ cos<2k> 2nz:cos( S )

e Conclusion :

n ¢ 122 -1
Vn € N* kl;[ cos(2k>:2nl;cos< o t)

@ Soit ¢ > 0. Pour n assez grand, les questions 7 et 8 donnent

2k —1 sint
on— 1ZCOS< omn ) B 2n sin (t/2m)
. t
Or 2™ sin () ~
2" | n—+oo
Donc, comme ¢ est non nul, on en déduit
. sint sint
lim ——— = —
n—+oo 27 gin (¢/2") t
20 (%1 in ¢
* : - S1n
ou encore vt € R} ngrfoo n1 Z cos < om t> i
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La parité des fonctions cos et ¢t — (sint)/t permet méme de conclure que le
résultat est vrai pour tout réel t € R*. Ecrite sous la forme suggérée par la
question 8, le résultat précédent s’écrit alors:
+oo t sint
vVt € R* Hcos():
Pruliet 2k t
Appliqué en t = 7/2, on obtient

400 2

m
kl;ll €08 (2k+1) B ;

us T 14 coszx
De plus, VY € {0,5} 008(5)7”T

Comme cos(7/2) = 1, on obtient par récurrence que

1
wen e (m) =L (2 ae v

k occurrences du symbole ,/~

On obtient alors la formule de Viete:

2 V2V24V2V2+V2+V2
=T >

™

Fixons = > 0. D’apres le résultat de la question 9, la suite de fonctions définie
dans l'indication de I’énoncé converge simplement vers la fonction intégrande de F.
Ces fonctions sont continues et 'intégrande de F est intégrable sur RY. De plus, en
appliquant I'inégalité triangulaire,

2n—1 Qn—l Qn—l
1 2k —1 1 2k —1 1
on—1 Z Ccos ( on t) < 2n71 Z Ccos ( on t) ’ < 2n71 Z I=1
k=1 k=1 k=1
Ainsi, Vn e N* Vt>0 |fn()] <e '™

On a donc ’hypothése de domination avec t +— e ~t*

de convergence dominée permet de conclure que

intégrable sur R*. Le théoreme

+o0o

F(z) = lim fn(t)dt

n—+0oo 0

c’est-a-dire

271.71

VeeR*  F(a)= li ! eos (L)) ety
z e RY (x)—n_lgloo 2n71; ; cos | —5 e

En utilisant les questions 6 et 10, on a

2n—1 oo
T 1 2k —1
~=F(1)= I 5 t)e tdt
4 ( ) n—l>rfoo 2n71 ;/0 cos ( 2n ) €

Soit n € N* et k € [0;2"]. Via le changement de variable u = ((2k—1)/2™)t, linéaire
de coefficient directeur non nul, donc licite, on obtient
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oo 2k —1 A oo n
/ cos t)etdt / cos(u)e " Z-1%dy
A on 2% —1/,
2m A
H
2% — 1 (Qk - 1)

27 \? 1
= tion 5
<2k: — 1> ( o )2 (question 5)
+1

2k -1
oo 9k 1 22n
S tle tdt = s
/0 cos ( on ) ¢ 220 4 (2k — 1)2
271,—1
. . 7-(- 1 1 22n
Ainsi, 1= nLHPOO on—1 ]; 220 4 (2 — 1)2
- 2n71 1
n_ . n+1 -
ou encore g =2 kz_:l 220 4 (2k — 1)?

On a pour tout entier » non nul,

gn—1 1 gn—1 1 ]
2n+1 — 2n+1 -
kZ_O4k2+22n ’;)ZQn <2k>2
= = —) +1
omn
gn—1
1 1
= 2n—1 Z 2
=0 (B )
2n—1
gn—1

271—1
1 1 k
n+1 _ .
2 Z 4k2 + 220 on—1 ZG (2’“‘1> (question 5)
k=0 k=0

On reconnait ici une somme de Riemann associée a la fonction continue G pour la

subdivision (0,1/2"71,...,1).

Ici, on n’utilise pas la subdivision usuelle, réguliére de pas 1/n. On ne fait
que changer le pas.

277,71 1
1
. n+1
On a donc nhrf 2 ,},0 2o —/0 G(¢) dt

La question 4 a montré que —F est une primitive de G. De plus F tend vers 7/2 en 0
d’apreés la formule démontrée en question 6. Puisque l'on a aussi F(1) = 7/4,

277,—1
1 T T
: n+1 [ J 1 _ - _
L2 kz—()4k2+22” A

277,71

1 s
: n+1 _
ou encore nhrf 2 kE_O TR
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SoientneN* et ke [0;2"71]. On a

1 1 B 1 4k? 4 227
4k? 4220 (2k—1)2 4 22| ’4/4:2 Fom| ’1 - (2k—1)2 4220
1 —4k +1
4k2 4220 | (2k — 1)2 + 220
1 1 1 |—4k + 1|
AR2 4220 (2K —1)2 4220 |  4K2 4220 (2k — 1)2 4 220

Or k > 0, il s’ensuit 2k — 1 > 1. De plus, en appliquant 'inégalité triangulaire au
numérateur,

1 1 < 1 4k +1
4k2 +22 (2k —1)2 4220 | T 4k2 4220 1 4 220
Enfin, remarquant que k < 2"~ !, on conclut
1 1 1 4x27 41

Vn e N* Vk e [0;2"] ‘

— <
4k + 220 (2k —1)2 4+ 227 | T 4k2 4220 14220

On a, par I'inégalité triangulaire et le résultat de la question 13,

2 1 1 201 1
2n+1 _ < 27l+1 _
kz_o <4k2 Fo T 2k —1)2 1 22n> kz_o 42220 (2k—1)2 + 22"
2n71

1 4x2nl 41

n+1
S 2 ;04k2+22n 14220

2n71 2'!:.71
1

1 1 4x2nt 41
2n+1 _ < 2n+1
;0 <4k2 +22n (2K —-1)2+ 22”> 1+ 2% 1;) 4k2 220

2n71
Or par la question 12, nLHfoo on+l ;) o %
4x2m 141 an+l
~ _ 9-n+l
De plus T3 207 wio 207 2
4x2nt 41
puis lim Sxe +L 0

n—+oo 1+ 22n
Ainsi, par encadrement,

271.—1

1 1
lim |27+ - =0
n=>too kz_o (4k2 v T 2k 1)+ 22n)

2n—1

1 1
. n+1 — =
on encore SLUNE ;O (4k2 +22 2k —1)2 + 22n) =0
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Ensuite, par somme de limites, on a

gn—1 1 gn—1 )
. n+1 — .
ngqloo 2 Z 4k2 + 922n 7L1_1>IJIrlOO Z (2k- _ 1)2 + 22n
k=0 k=0
271,—1
. 1 T
et done e LR -1 4

ce qui est le résultat obtenu en question 11.
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PROBLEME 1
I. QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS f,

@ On rappelle que le rayon de convergence R d’une série entiere > a,z" est
n>1
par définition

R = sup {p € R, |la suite (a,p™)nen- est bornée}

La borne supérieure est prise dans Ry U {+o0}.
Prenons un réel z € ]0;1[. Pour tout n € N*, on a

" 1
i exp (nlnz — alnn) = exp (n (lnz _ann>>
ne n

Par croissances comparées, on sait que Inn/n — 0 lorsque n — +0o. Comme de plus
on a lnz < 0, il suit que

n—-+oo n

lim n <1no: — alnn) = _00

Par composition de limite avec la fonction exp, on en déduit que la suite (™ /n%),en=
tend vers 0. Elle est en particulier bornée. Cela montre que R > x. En passant a la
limite lorsque x — 17, on établit que R > 1.

Traitons maintenant le cas ou x > 1. Cette fois, Inx > 0. Les raisonnements

précédents donnent que
. Inn
lim n{lnz—a—— ) = +00
n

n—+oo

Par composition de limite, la suite (2™ /n®),cn+ diverge vers +oco et par conséquent
n’est pas bornée, ce qui implique que R < z. Ceci valant pour tout > 1, on obtient
que R < 1 par un passage a la limite.

Remarquons au passage que la nature de la suite (2"/n%),en- en z = 1
nous est inconnue. Tout dépend du parametre a. Lorsque a > 0, cette suite
converge vers 0. Lorsque a = 0, elle est constante égale a 1, enfin dans le cas
ou «a < 0, elle diverge vers +co.

n

x
Le rayon de convergence de ) —est R=1.
n}ln

On peut également résoudre cette question en utilisant la regle de
d’Alembert, ce que l'on fait au paragraphe suivant. Dans une épreuve en
temps limité, cette approche est préférable lorsqu’elle est possible. Mais la
régle de d’Alembert ne marche pas a tous les coups, dans ces cas-1a les raison-
nements nécessitent de bien comprendre ce qu’est un rayon de convergence.

Pour tout = > 0, posons la suite (u,(z))nen+ de terme général
up () = 2™ /n®. Alors

l.n+1/(n + 1)a
am/n®

n 1\
un(,]j) n n—+oo

Dans le cas ou |z| < 1, alors la série > up,(z) = > a™/n® converge, et dans
n>1 n>1
le cas ou |z| > 1, elle diverge (grossiérement). On conclut alors que R = 1.
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D’aprés la question précédente | —1;1[ C Z,, et ce quelle que soit la valeur
de a € R. Il faut a présent étudier la convergence de f, au bord du domaine de
convergence. Divers cas se présentent.

e Cas out & < 0: prenons un réel x € {—1,1}. Alors la suite dont le terme général

est |z"/n%| = 1/n® ne tend pas vers 0. Il en résulte que la série > ™ /n®
n>1

diverge grossierement.

e Casou a €]0;1]: d’apres le critére de Riemann, la série numérique > 1/n®

n>=1
est divergente, autrement dit 1 ¢ Z,. Par ailleurs, la série Y (—1)"/n® vérifie
n>1

le critére spécial des séries alternées. En effet, la suite (1/n*),en+ est décrois-
sante de limite nulle. Par ce théoréme, la série Y (—1)"/n® est convergente.

n>=1
e Cas on a > 1: quel que soit x € {—1,1}, on a la majoration
z" 1
.

D’apres le critére de Riemann, la série Y 1/n® est cette fois convergente, d’on
n>1
lon déduit par domination que > z™/n® converge absolument, donc converge.
n>1

]-1;1] sia<0
En résumé, Do =1<[-1;1] si0<axl
[—1:1] sia>1

On observe d’abord que f,(0) = 0. Maintenant, fixons un x € 7, NR*. Alors

+00 l‘n
x) = —
fole) = X 52
est positif en tant que série & termes positifs. En revanche, si 2 € 9, NR* = [—1;0],

o) = § 2§ Wt

n:lna n=1 ne
est une série alternée qui vérifie les hypotheses du théoreme spécial. En effet, la
suite de terme général |z|™/n® est décroissante (en tant que produit terme & terme
des deux suites (|z|")nen+ et (n™%),en+ décroissantes positives) et de limite nulle.
Dans ce cas, le signe de la série de somme f,(x) est celui de son premier terme, qui
est x < 0.

La fonction f est strictement négative sur [—1;0],
nulle en 0 et strictement positive sur 7, NR%.

@ Il s’agit de séries entiéres classiques. Pour © € ]—1;1], la série entiére de
somme fo(z) est une série géométrique de raison z

+o0 +oo T
Veel-Lil[  fole)= Yat=ay o =
n=1 n=0

1—=x

Toujours pour z € | —1;1],

+00 +o0
fo(@)= Y na" =2 na"!
n=1 n=1



CCINP Maths PSI 2021 — Corrigé 5

On reconnait une dérivée terme a terme d’une série géométrique, ce qui permet de
poursuivre ainsi

f_1()—$<zx) xiﬂ<1fx> ddx< 1+11m):(1_xx)2

Enfin, occupons-nous de la fonction fi. A quelques changements prés, on reconnait
le développement en série entiére de ¢ — In(1 + t).

+00 1 +oo (1)1 (=g
Ve e [—1;1] fi(x) 21;:721%77111(1733)

La convergence d’une série entiére au bord de son domaine de convergence
est a la limite du programme de PSI. Dans le cas présent, la convergence de la
n

T
série Y. — en x = —1 n’est pas un résultat de cours. Il est peu probable que
n>1

les concepteurs du sujet aient voulu piéger les candidats sur cette question,

qui avait vraisemblablement vocation a tester leurs connaissances sur les

développements en série entiere classiques. Néanmoins, on peut montrer que

n

la série Y =t

n>1 T

La fonction ¢ — In(1 + t) est de classe €°° sur [0;1], et une récurrence
facile permet de calculer ses dérivées

d¥*In(1+¢)  (-1)F(k—1)!
dtk B (141t)k

Pour n € N*, la formule de Taylor avec reste intégral, appliquée entre les
points 0 et 1 & la fonction ¢ — In(1 + ¢t) donne

ln(Q):ln(l)iner 1/1(1_t) R (D"l

converge effectivement, et que sa somme est — In 2.

Vk e N* Vie[0;1]

= ol nl e
DM
=Sy [

Le reste intégral peut étre majoré en valeur absolue par
1 1
1—t)m 1
(-1)71/ A=D" 4 </ 1-t)"dt =

Par encadrement, on en déduit qu’il tend vers 0 lorsque n — +co. Ensuite, un
passage a la limite dans la formule de Taylor donne le développement de In 2

n (_1)\k +oo (1)K
In2= lim Z(;):kz—%( kl)

n—+oo k=1

En conclusion,

Pour tout x € | —1;1[,ona fo(z) = 1fx et f1(z) =

Pour tout € [-1;1], on a l'expression f_1(x) = —In(1 — x).
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Par des arguments généraux sur les séries entieres, on sait que la somme de
+00 T

la série entiere ) — est continue, et méme de classe ¢">°, sur son intervalle
n=1M

ouvert de convergence | —1; 1. Ici, on cherche & établir la continuité au bord

du domaine et il faut utiliser un autre argument.

Pour tout n € N*, on note ¢, : [—1;1] — R la fonction z — 2™ /n®. Les fonctions ¢,
sont continues, bornées et vérifient ||¢|l.c = 1/n%. Comme « > 1 par hypotheése, la

série Y ||¢|lco converge par le critére de Riemann. Il en découle que la série de
n>1
fonctions > ¢,, de somme f,, converge normalement. Par suite,
neN*

’La fonction f, est continue sur [—1;1]. ‘

Comme a < 1, on a n® < n pour tout n € N*. En passant a 'inverse, on obtient
donc 1/n* > 1/n. Sl x € [0,1 [, alors

fa(x):§%>§%: (@) = —In(1 —2)

Or lim —In(1 — ) = +oco. Par minoration, il s’ensuit que
r—1-

’Pour tout a < 1, la fonction f, tend vers +oo en 17. ‘

Toute fonction génératrice est définie au point 1, ce qui impose o > 1 en vertu
du résultat de la question 7. On a alors

Go(1) = Ma(1) = Z‘;P(Xa —n)=P(X, eN) =1

11 vient alors que A = 1/f,(1).

1
fa(1)

a>let A=

Rappelons que la variable aléatoire X, admet une espérance si et seulement si
sa fonction génératrice G, est définie et dérivable en 1, auquel cas E(X,) = G, (1).
La dérivabilité de G, est équivalente a celle de f,. On sait déja que

+00 ppn—1 +oo pn—1 1+oo " fa—l(x)

Vee]-1;1[~{0}  fi(x) = X —Z Z

n=1 ne = na

1 moe—l x

Malheureusement, le théoréme de dérivation terme a terme des séries entieres
ne permet que de dériver sur le disque ouvert de convergence, ici | —1;1], et
non sur le bord. C’est la principale difficulté de cette question.

Traitons les différents cas suivants.

e Cas ou a < 1: d’apres la question 12, la fonction G, n’est pas définie en 1.

e Casou 1 < « < 2: la fonction f, est continue sur |0;1] par la question 10, et
dérivable sur |0;1[. De plus, comme o — 1 < 1, il suit de la question 11 que
focfl(x)

') = ———~ —— +0
fa() x a:~>1*+
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Le théoreme de la limite de la dérivée assure alors que

f fal) = fal@)

rz—1— 1—2x o
ce qui empéche f, d’étre dérivable en 1.

e Cas out > 2: pour tout entier n € N*| on note ¢,: [—1;1] — R l’applica-

tion z — 2™ /n®. Par la question 7, la série de fonctions Y ¢, converge vers f,
neN*

sur [—1;1]. En outre les fonctions ¢,, sont de classe €1 et ||/, |lc = 1/n*" 1.

Or ao — 1 > 1 et ainsi la série de fonctions Y ¢/, converge normalement par
neN*
le critére de Riemann. Par un théoreme du cours, cela implique que f, est

dérivable sur [—1;1] et f), = > /. En particulier,

neN*

, +0o0o 1

f(x(l) = Z a—1 :fﬂ—l(l)
n=1M

La variable aléatoire X, admet une espérance si et

fafl(l)

seulement si « > 2, et dans ce cas, E(X,) = ———~

fa(1)

II. UN LOGARITHME COMPLEXE

On rappelle le développement en série entiere suivant.

vee]-1:1]  m4a) = 50T

n

3
—

Cette question ressemble a la question 6. Dans cette réponse, on se propose

de déduire le rayon de convergence de > (—z)™/n du rayon de convergence
n>1
déja calculé de > z™/n. On pourrait également faire appel & la régle de
n>1

d’Alembert.
Pour tout p € R, on a clairement 1’équivalence

n _\n
<p> est bornée <— <( ) > est bornée
n neN* n neN*

D’ou I’égalité suivante

—1)p"
R = sup {p € R, : la suite (()’0> est bornée}
n neN*

n

sup {p € R, : la suite (p) est bornée}
. neN*

Mais cette derniere quantité n’est autre que le rayon de convergence de la série entiere
définissant f1, qui vaut 1 d’apres la question 6. Ainsi
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Pour tout 2 € | —1;1[, on a S(z) = In(1 +z) d’apres la question 14. Il en découle
que exp(S(z)) = e™(+2) =1 4 g,

Vre]-1;1]  exp(S(z)) =1+

Eliminons d’emblée le cas facile ou zg = 0. On a alors affaire & la série entiére

nulle Y (—1)""129"t" /n, dont le rayon de convergence est +0o.
n=1
Par contre, si zg # 0, on peut utiliser le critére de d’Alembert pour le calcul
du rayon de convergence. Pour tout ¢ € R*, notons (u,(t))nen+ la suite de terme

général u, (t) = (=1)""tz"t" /n. Alors
i (1) ‘ B ‘ (—1)"2™ (4 1)
un(t) (=D~ tzmt/n
De suite, si [t| < |z0|7!, c’est-a-dire lorsque |29 |t| < 1, la série numérique Y u, (t)
converge. Lorsque |t| > |z9|71, elle diverge grossiérement. Par conséquent,qi 1rayon
de convergence cherché est |zo| L.

= 2o [¢]

n
— ——— |0l [¢]
’n,—|—1 n—+oo

|zo| 7t sizg #0

+00 sizg=0

Le rayon de convergence de la série définissant g est {

Lorsque zg = 0, g est la fonction identiquement nulle, qui est bien de classe ¥
sur [0;1]. Dans le cas contraire, on sait par la question 16 que le rayon de convergence
de la série définissant g est |zg|~!. Par hypothése, |z0| < 1 donc |zo|7! > 1 et
ainsi [0;1] est inclus dans I'intervalle ouvert | —|zo| ™' ;|20 ™" [ de convergence, ot g
est de classe €°°. On aboutit donc & la méme conclusion.

’La fonction g est de classe € sur [0;1]. ‘

On calcule ¢’ sur [0;1] en appliquant & nouveau le théoréme de dérivation terme
a terme des séries entiéres. Pour ¢ € [0;1],

+00
g0 = 3 (1)t
n=1
+0o0
= Y (=1)nzpn it (décalage d’indices)
n=0
+o0o
=20 Z (—Zot)n
n=0
20 PP s
= T (série géométrique)
— (—tzo
’ 20
t =
90 =1
Finalement, vt e [0;1] g'(t) = 1 —iotzo

La fonction g est dérivable sur [0; 1] d’apres la question précédente, et la fonction
exp est dérivable sur R. La fonction composée est donc dérivable sur [0; 1], et la régle
de dérivation des fonctions composées donne

vee[0:1]  H(t) = g/ (H)(exp og)(t) = -

- 1+t20

h(t)

2o
t
Tt i (expog)(t)
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ce qui est le résultat attendu.

1+t

Vte[0;1] (2 h(t)

Le résultat demandé exp(S(z0)) = zo+1 est déja valable si zg est dans l'inter-
valle réel | —1;1[, comme on I’a montré a la question 15. Il s’agit maintenant
de le prouver pour des valeurs de zg complexes, ce qui est plus fort et doit faire
intervenir de nouveaux arguments. C’est en ce sens que S est le « logarithme
complexe » du titre de cette partie.

Comme h(0) = e90) = ¢0 = 1, et grace & la question 18, on observe que h est

solution du probleme de Cauchy linéaire suivant

20
+tz”

/

y:

1
y(0) =1

On vérifie que la fonction affine hit— 14 tzg est également solution du probléme,
en injectant dans 1’équation. En effet, elle vérifie la condition initiale h(0) = 1 et
par ailleurs
20 -~
h(t
1 + tZO ( )
Or le théoréme de Cauchy linéaire assure l'unicité de la solution du probléme de

Cauchy. Par conséquent, h = h. En particulier, au point 1 ces deux fonctions prennent
les valeurs h(1) = exp(g(1)) = exp(S(z0)) et h(1) =1+ z5. D’ou

Vie[0;1]  R(t) =z =

[exp(S(20)) = 20 +1]

L’équation & laquelle on est confronté

20
"(t) = a(t)y(t avec a(t) =
YO =ayl)  avee a(t)= =

est une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients
non constants. La théorie nous dit que ses solutions sont toutes de la
forme t — Cexp(A(t)), ot A est une primitive de a et C une constante
quelconque.

Si 'on s’engage dans cette voie, il faut éviter 'erreur rédhibitoire qui
consiste & affirmer que A: t — In(1 + t2p) est une primitive de a, puisqu’en
dérivant formellement on trouve A’ = a. En réalité, ceci n’a guere de sens, car
la quantité 1+tzy est complexe, tandis que In est définie sur RY . Pour réparer
ce raisonnement, il nous faudrait une extension de la fonction In au domaine
complexe, ce qui est précisément la conclusion de la question (sans compter
qu’il faudrait donner un sens a la notion de dérivation par rapport a une
variable complexe).

L’unique méthode disponible pour primitiver a est de primitiver séparé-
ment ses parties réelle et imaginaire. Si théoriquement cette démarche abou-
tit, les calculs sont totalement impraticables.
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III. UN EQUIVALENT DE f, QUAND & TEND
VERS 1, DANS LE CAS OU a € |0;1]

Soit = € ]0;1[. Etudions 'intégrabilité de la fonction continue ¢ +— z*/t* aux
extrémités du domaine d’intégration.

e Etude en 0: remarquons que zt = ¢ #)?* < 1 pour tout t € R*. Plus spécifi-
quement, on a la majoration suivante, sur U'intervalle | 0;1]

t
1
vte]os1]  0< = <

St S ge

Le critére de Riemann assure que la fonction ¢ — 1/t est intégrable sur ] 0;1],
parce qu’on est dans le cas o < 1. Par domination, il en va de méme pour la
fonction ¢ — z/t™ a valeurs positives.

e Etude en +00: puisque a > 0, on a la majoration

o~

x
YVt e [1;+00] 0<ﬁ<xt:e(lnz)t
or la fonction ¢+ e ™ ®)t est intégrable sur [1;+00[ car Inz < 0.
En conclusion, la fonction ¢ — z'/t* est intégrable sur R* = |0;1] U [1;+00].
Autrement dit,

Pour tout z € ]0;1[, I'intégrale I(z) est convergente. ‘

Soit € ]0;1[. En passant & la forme exponentielle,

+oo .t +o0o (tlnx
I(z) = / T oqt = / C
o 1° 0 [

Cela incite & effectuer le changement de variable affine v = (—Inz)t. Observons
que —Inz > 0, puisque x € ]0; 1], si bien que t — (—Inz)t est croissante.

+Ooet1nm +00 e~ U 1
= = —1
/0 m dt /0 Cu/lna)® () du (du=(—1Inz)dt)

+0o0
= (fln:n)"‘*l/ ul= " le =% du
0

En reconnaissant I'expression de la fonction I' d’Euler, on peut donc conclure que

!Vw €]0;1[  I(z) =Tl - a)(—Inz)*! \

(22| Soit # €]0;1[. Pour tout ¢t € R*, on a

2t
e exp (tlnx — alnt)

Puisque x € ]10;1][, la fonction ¢ — tInz est décroissante. De plus, comme a > 0,
la fonction ¢ — —alnt 'est également. On en déduit que ¢t — tlnx — alnt est
décroissante, en tant que somme de fonctions décroissantes. Or la fonction exp est
croissante. La composition de deux fonctions respectivement croissante et décrois-
sante est décroissante, donc t — x!/t% est décroissante.

t
La fonction ¢ — o définie sur R est décroissante.
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Un petit dessin ne fait jamais de mal. On va montrer ’encadrement

n+1 .t n n t
Vzel0;1] VneN* / x—dtgx—g/ T
n 13 n—lta

I est illustré par la figure suivante, ou les deux rectangles mis en exergue ont
une aire égale a z™/n®.

N . ‘t
n—1 n n+1

Fixons z € ]0;1[. D’aprés la question précédente, on a, pour n € N*

n t
Vteln—1;n] r®

no‘\ti‘)‘

En intégrant I'inégalité précédente entre n — 1 et n, on déduit

" n " n xt
n n—1" nflt

On obtient une minoration analogue en constatant que, pour n € N*

t n
x T
D’ou, en intégrant entre n et n + 1,
n+1 ﬂjt "
n 0 n

Ainsi, on a établi 'encadrement

n+1,.t n n t
x x x
n n—1
D’ou, en sommant sur n € N*

5

n+1 _t +o00 xn n t

+00 T
G X <Y —dt

n=1Jn n=11% n=1 n—lta
+00 .’Et +o00 :L’t
En résumé, Ve €]0;1] /1 t—adtgfa(t) g/o fadt

On peut réécrire ’encadrement de la question 23 de la maniére suivante

1
LL't

Ve e]0;1] I(z) — Ot—adtgfa(ac)éI(x)
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En outre, z* = exp(tlnz) < 1 pour z € |0;1[ et ¢t € ]0;1], puisqu’alors tIlnz < 0.

11 vient alors
1 1t
1
[ —at <-— / gt
o ¢ o t*
——
ne dépend pas de =
1
I(z) Jo t* I(z)
D’apres la question 21, I(z) = I'(1—a)(—Inz)* ! pour tout z € ]0;1[. Orz +— —Inx
tend vers 0 en prenant des valeurs positives lorsque z — 17, la constante I'(1 — «)

est strictement positive (c’est I'intégrale d’une fonction strictement positive sur R*)
et « — 1 < 0. On en déduit que I(z) —— +o0. Il en résulte que
r—1—

1
lim (1- L/ L) =1
z—1— I((E) o t¢

Par un théoréme d’encadrement, on déduit que f,(z)/I(x) tend de méme vers 1.
Autrement dit,

Mais alors Ve e]0;1] 1-

falz) ~ T —-a)(—Inz)*!

z—1—




