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IV. ALGEBRE LINEAIRE

La quatrieme colonne de A est nulle, donc A n’est pas inversible et

0
A

= O O
o O OO

On peut en déduire que

Le réel 0 est valeur propre de A et (0,0,0, 1)—r est
un vecteur propre de A associé a la valeur propre 0.

Soit ¢ € R. Par définition, en développant le déterminant par rapport a la
derniére colonne, puis par rapport a la troisiéme,

Xa(t) = det(A — tly)

0 D —t
qg q—t  op—t 0
= —t +t
p% p‘ qg q-—t

= —tp(qp) +t*(p — t)(q — 1)

—p*qt + t*(pg — (p + q)t + t2)

t* — (p+ Qt® + pat* — pP*qt

xa(t) = t* =3 + pgt* — p*qt

Pour tout t € R, ya(t) =t — 3+ at? + Bt + v avec a = pq; B = —p?q; v = 0.

Le programme officiel définit le polynéme caractéristique de A comme
étant det(tl, — A) = (—1)"det(A — tI,) pour étre unitaire en toute di-
mension n € N*, notamment pour n impair. Le coefficient devant ¢"~!
est —Tr (A) et le coefficient constant est (—1)" det A. Ici, on est en dimen-
sion4, —Tr (A)=—p—qg=—1lety=detA=0.

On peut également calculer le déterminant avec la regle de Sarrus:

p—t 0 D

—t| ¢ q—t 0|=—t((p—t)(g—1t)(—t)+qp?)
0 p —t

ce qui conduit au méme résultat.
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Soient t € R et S la matrice colonne de I’énoncé. On a
S=tAS+L<=S—tAS=L<= (I, —tA)S=L
D’ou

‘Pour tout t € R, S est solution de (E;) si et seulement si (I — tA)S = L. ‘

Soit t € R*. Comme le déterminant en dimension 4 est 4-linéaire, on a

ttxa (%) = t*det (A - %14) = det (t (A - %14)) =det (tA — 1) = ¥a(t)

1
Ainsi, YVt e R* Ya(t) =t'ya (;)

Soit t € R*. D’apres les questions 25 et 27,

1 11 1 1
Ya(t) =t'xa (;) = t4 (t—4 -5 Py —qu;) =1—t+pqt? —p*qt®

Les fonctions polynomiales
t— Ya(t) et t——1—t+pqt? —p?qt?

sont égales sur R*. Par continuité, ces fonctions sont égales sur R, d’ou

(VteR palt) = —pPqt® +pgt® —t+1|

Le polynéme tp vérifie ¥4 (0) = 1 # 0. Par continuité, il existe ¢ > 0 tel
que Pa(t) # 0 pour tout ¢ € | —e;e[. Or a(t) = det(I4 — tA), donc pour un tel ¢
la matrice Iy — tA est inversible, et le systéme linéaire (Iy — tA)S = L d’inconnue S
admet une unique solution S = (I — tA)~'L. Ainsi,

‘ Pour ¢ dans un voisinage de 0, I’équation (E;) admet une unique solution S. ‘

Notons Uy, = (uo,k,ul,k,uzk,u&k)-r la k° colonne de Iy — tA, pour k € [1;4],
et L = (€0,€1,€2,€3)T. Soit t € R tel que S = (So, S1, Sa, S3)—r soit solution de (E).
On a (I4 — tA)S = L, et par définition du produit de matrices, pour tout i € [0;3],

3

li = > Ui k415k
k=0

C’est aussi le terme de la ligne i — 1 de la matrice U1Sg + U2S; + UzSs + UyS3. D’ou
|L = U1So + UzSy + UsS, + UsSs

Le déterminant en dimension 4 est une forme 4-linéaire alternée. Calculons

det(Us, U, U3, L) = detg (U1, Uz, Uz, U1Sg + U2S;1 + UsSa + UsS3)
= Sodetz(Uy, U, Us, Uy) + Sy detg(Uy, Us, Us, Uy)
+ Sy det5(Uy, Uy, Us, Us) + Ss detg(Uy, Us, Us, Uy)
= Ssdet(Uy,Us, Us, Uy)

detz(Uy, Uy, Uz, L) = S3 - 9a(t)
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car le déterminant d’une matrice est aussi celui de la famille des vecteurs colonnes
qui la composent. Finalement,

‘det%(U1,U2,U3,L) =Sz - alt) ‘

Soit ¢t € R. D’une part, calculons ce déterminant en développant par rapport a
la derniére colonne.

1:ttp 1 Et 731) (1) —tg 1-ig 0
det@(Ula U, U3, L) = Oq ftpq 1 ol =~ 0 —tp 1| = pq2t3
0 0  —tg 0 0 0 g

car le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure est le produit de ses termes
diagonaux. D’autre part, d’apres la question 31,

detz(U1, Us, Uz, L) = Sz - ¥a(t)

Or, d’apres la question 29, ¥4 (¢) ne s’annule pas pour ¢ dans un voisinage de 0. Dans
un tel voisinage,
det (U, Us, Us, L)
S; =
Yal(t)

et d’apreés la question 28, A (t) = —p?qt® +pqt? —t + 1

pq2t3
—p2qt3 + pgt? —t+1

On obtient S3 = pour ¢ au voisinage de 0.

Le déterminant d’une matrice carrée est égal a celui de sa transposée. On obtient
det (AT = ALy) = det (A = AL) ") = det (A — ALy) = 0

car A — A4 n’est pas inversible. Ainsi,

‘ Le complexe A est une valeur propre de AT. ‘

D’apres la question 33, A est également une valeur propre de AT. On peut alors
noter X = (z1, xo, x3, x4)T un vecteur propre associé. Le systéme ATX = AX s’écrit

pr1 + qr2 = AT1
qT2 + pr3 = A12
pr1+ qre = A3

0= )\.1‘4

Comme X # 0, on a x4 = 0, en conséquence x1, T2, x3 ne sont pas tous nuls car X est
un vecteur propre, donc non nul. Les trois premieéres lignes du systeme ATX = A\X
s’écrivent

pr1 + T2 = AT1
() qr2 + prs = Axe ou (x1,xe,x3) # (0,0,0).
pri = Ars

Suivant I'indication de ’énoncé, on distingue trois cas.
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e Cas (i). On a M = |z3| > 0. La troisieme ligne du systéme # donne

|)\|:pwgp<1 carmgl
|z3] |z3]
e Cas (it). On a M = |z2| > 0 et |x2| > |x3]. La seconde ligne du systéme .77
donne, en utilisant I'inégalité triangulaire, puis |x_3 <1,
)

qr2 + p3| < |qz2| + |ps| :q+p@ <qip=1

|
A\ =
N=""T S Pl 2a]

e Cas (7i7). On a M = |z1] > 0, |z1]| > |z2], et |x1] > |x3|. La premiere ligne du
)

systeme 7 donne, en utilisant I'inégalité triangulaire, puis |
I

<1,
xr1 + qx xr1| + |qx x

P21+ goa|  |po] |(12|:p+qﬂ<p+q:1
|1] |21 |1]

Al =

En conclusion, ‘si A € C* est une valeur propre de A, alors |A\| < 1. ‘

Cette méthode peut servir & montrer que les valeurs propres d’une matrice
stochastique (ot la somme des éléments de chaque ligne est égale & 1 et les
coefficients sont positifs) sont de module inférieur ou égal a 1.

D’apres la question 25, 0 est racine simple de ya, car le coefficient devant ¢
est —p2q # 0. Ainsi, 0 est une valeur propre de A de multiplicité 1. Le polynéme xa
est scindé dans C[X], notons A1, A2, A3 € C ses racines non nulles. Ce sont les valeurs
propres complexes non nulles de A. On peut supposer qu’elles sont rangées par ordre
croissant de module, c’est-a-dire 0 < [A;| < [A2| < |As]. D’apres la question 35, on
a |[A3] < 1, d’oli, comme Y est unitaire,

Il existe A1, A2, Az € C tels que 0 < [Aq] < A2 < [Ag] < 1
et xa(t) =t(t — A1)t — X2)(t — A3).

D’apres la question 27, pour tout t € R*,
1

Pa(t) = t'xa (E)

() () ()

(1= tA1)(1 — tAo)(1 — ths)

-1 -1 -1
= wn (5700 (5 +1) (50 +)

Pa(t) = p(t —a)(t = b)(t —c)

1 1 1

A3 A2 A1
Par continuité, cette égalité est encore vraie pour ¢ = 0. On a bien, d’apres la ques-
tion 36,

(n#0, 1<fal<Pl<ld et WIER ya(t)=plt—a)t=b)(t-c)]

avec nw=—AXA3; a




