Probléeme
Premiere partie

1. Avant le deuxiéme tirage, |'urne contient trois boules, dont 1 ou 2 blanches. La variable X; est donc a
valeurs dans {1, 2}.
Par ailleurs, I’événement [X; = 1] (resp. [X; = 2]) se réalise si, et seulement si, le premier tirage a
renvoyé une boule blanche (resp. noire). Par suite, P(X; = 1) = P(X; = 2) = 3.
La variable X; suit donc la loi uniforme sur {1,2}. Elle admet espérance et variance données par
E(X;) =3etV(X;) = 1.

1
2. On note, pour tout k € IN*, By ’événement « le k-iéme tirage améne une boule blanche ».
Ona[X, =1 =B, NB,dou
P 11 1
Xz =1) = P(By) Py, (B;) = 237 %
car, sachant B, réalisé, I'événement B, est réalisé si, et seulement si, le deuxiéme tirage renvoie la boule
blanche parmi les trois boules qui composent I'urne.

De méme,
— = — 11 1
P(X, = 3) = P(B; NB,) = P(B)) Pg(B,) = -2 = .
Enfin, par incompatibilité,
R o o — 12 12 2

3. Soit k € IN. Apres chacun des k premiers tirages, on a ajouté une boule dans I'urne, blanche ou noire.
Avant le k + 1-ieme tirage, le nombre de boules blanches présentes dans I'urne est donc un entier
quelconque entre 1 et k + 1 : Xk () = [1, k + 1].

4. Soient k € N etj € [1, k + 1]. Sachant I'’événement [X; = j] réalisé, les seules valeurs possibles pour
Xj41 sont jet j+ 1:la premiére (resp. seconde) sera prise par Xi; si, et seulement si, le k + 1-iéme
tirage ameéne 'une des j boules blanches (resp. kK + 2 — j boules noires) parmi les k + 2 boules que
compte 'urne. Ainsi,

J

Vie N, Py—jXipr =10) = 1—h sii=j+1
0 sinon

5. Soient k € IN et i € IN*. D’apres la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet
associé a la variable X; et la question 4.,

PXipn=1) = > PrejXepn = )PXe=)) = > PrejXips = ) P(Xi =)

jEX(Q) JEXk ()
je{i-1,i}
L PXe= i)+ (1 ) P(Xe= 1)
pr— pr— l —_ pr— l _—
ktro2 Ok k+2 k ’

d’ou le résultat.
Remarque. Le passage d'une somme a I’autre (y compris la somme en extension de la’detixieme ligne)
dans le calcul ci-dessus se justifie par I’ajout ou le retrait de termes nuls.

3 = = s 3 = = s 3 = = e 3 = = .
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7. a. D’apres la formule de la question 5. appliquée a i = 1,
1

VkeN, PXiu,=1=—PX,=1
€ ) ( k+1 ) k+ 2 ( k )
d’ou 'on déduit, par récurrence immédiate, que :
1
VkeN, PXi=1=-——.
(X =1) (k+1)!

Remarque. On peut également donner une justification probabiliste directe du résultat : avec les
notations introduites en 2., on a [X; = 1] = B; N --- N By d’ou, d’apreés la formule des probabilités
composées,

111 1 1
P(X,=1) = P(B;) Py, (B,) P Bs) - Py By)=—-—~—--. =
( k ) ( 1) Bl( 2) BWBZ( 3) BiN ﬂkal( k) 234 k+1 (k+1)'
car, sachant I'événement B; N --- N B,;_; réalisé pour 2 < j < k, la réalisation de I'événement

B, correspond au tirage de I'unique boule blanche parmi les j + 1 que contient I'urne, si bien que
Py,n...ns,_, (Bj) = 14%1
b. Vu les roles symétriques des boules blanches et noires dans 'expérience, la variable Yy, = k+2 — X,
donnant le nombre de boules noires présentes dans I'urne avant le k + 1-iéme tirage suit la méme
loi que Xj pour tout k € IN*. Par suite, d’apres a.,
1

(k+1)!

P(Xy=k+1)=P(Y, = 1) =

Plus généralement,
Vke N*, Vie[l,k+1], PXi=i)=PXi=k+2—1i).
c. [l vient d’apres 5. et a. :
2 k+1

k+2P(Xk:2)+—IP(Xk:1)> =2ar+ k+ 1.

Vke N, ak+1:(k+2)!( T~

Par suite,
Vke N, by =dkpr +k+3=2(ar+ k+2) = 2b,
si bien que la suite (by)ren est géométrique de raison 2 :
VkeN, bp=2"p, =2
Il en ressort que :
a  be—k—2 281 —k—2
(k+1)! (k+1)! (k+1)!

Vk e IN, IP(Xk = 2) =
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14. a.

15. a.

16. a.

Quatrieme partie

Pour A € RetP,Q € R[X],ona:
©ij(AP + Q) = j(AP(X + 1) + Q(X + 1)) — i(A\P(X) + Q(X))
= A(JP(X +1) = iP(X)) + (JQX + 1) — iQ(X)) = Api;(P) + ©1;(Q),

ce qui établit la linéarité de ¢, ;.

. Pour k € IN,

0i(XE) = j(X + 1)k — ixk :jgo (Z) X — Xk = (j— )X  + Z]’(E)){é

1<k

est de degré k car j # i par hypothése. Pour P = ZZZO aX* € R[X] de degré d, on a alors

d
ii(P) = 3 awpiy(XF) = aapi (XY + 3 arpi (XF)
k=0 k<d
ou le premier terme est de degré d car a; # 0 en tant que coefficient dominant du polynéme P de
degré d, alors que les suivants sont de degrés strictement inférieurs a d. Le polynome ¢; ;(P) est donc

de degré d.

. D’apres la question b., P # 0 implique ¢; ;(P) # 0. En d’autres termes, Ker ¢;; = {0} et 'application

linéaire ¢;; est donc injective.

. Le résultat étant évident pour P = 0, il suffit de considérer un polynoéme P non nul, dont on note\u le

degré. D’aprés les questions b. et c., 'application linéaire ;; induit sur I'espace vectoriel R, [X] de
dimension finie un endomorphisme injectif, qui est automatiquement surjectif. Puisque B € R, [X],
il existe donc Q € R, [X] tel que P = ¢;;(Q).

1l suffit de vérifier que ¢, ;(—X —2) =X+ 1= (X + 1)P; ;. Onaalors P,, = —P,(0) = 2.

. I suffit de vérifier que @3 ,(—2X — 4) = 2X = XP;,.

Pour i = 1, la somme au membre de droite se réduit au seul terme P, {{#) = 1 et H, n’est donc
qu’une reformulation de 7.a..
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b. Pour k € N, on a d’aprés 5. et H;_; :

et = (k+ 1)!<iIP(Xk — )+ Bk )PX=i— 1)) _ SPi7j(k+ 1)+

i—1 i—1
=ik + D)IPXp =)+ 3+ k— i) > Py (k)j* — S Pij(k+ 1)
j=1

j=1
i—1
=i+ > (34 k— i)Pi_y (k) — jPij(k + 1) + iPy(k))j* = ia
j=1
car, par définition,
V] 6 [[1, l — 1]] 5 jPi’j(k + 1) — lP,J(k) - @i,j(Pi,j)(k) — (3 + k — i)P,;lJ(k).

La suite ()ren est ainsi géométrique de raison i :

i—1 i
VkeN, (k+DIPXp=i) =i+ > Pi(k)j* =S P (k)j*
j=1 j=1

car g = — Z}’; P;;(0) = P;;(k) par définition, d’ou le résultat.
c. Il ne reste qu’a invoquer le principe de récurrence : I'initialisation a été établie en a. et ’hérédité en

b..
17. a. Il vient d’apres 15.a. et 16. :

Vke N, P(X;=2)= ! (Poa(k)2F + Py (k) = 2 k=2
’ YT e+ )V N Y
b. D’aprés 15.b. et 16.,
1
VkeN, P(X,=3)= W(Pm(k)Sk +P3,(k)2" +Ps (k)
B 3k+1 _ (k+ 2)2k+1 + %kZ + %k_|_ 1

(k+1)!



