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I. FONCTIONS HARMONIQUES : QUELQUES PROPRIETES

Soient f et g deux fonctions de H(U) et A € R. Utilisons la caractérisation des
sous-espaces vectoriels:

e 0 € H(U) car (z+—— 0) € €*(U,R) et A(x — 0) =0.
e Sion pose h = f + \g, h € €?(U,R) et par linéarité de la dérivation,

n 2 n 2 2 n 92 n 52
Ahzga%}; > (%+Agxi) :Z;ng; +A;§z;"2 — Af+AAg=0
On en déduit que h € H(U).
Alinsi, ‘ H(U) est un sous-espace vectoriel de €(U, R). ‘
Montrons par récurrence que la proposition
P2(k) : « V¥ (i1,d2,...,ik) € [1;n]* LEH(U) »
0x;, -+ - 0%,

est vraie pour tout k € N.
o 2(0) est vraie car f € H(U).

o P(k)= P(k+1): soit k € N tel que #(k) soit vraie. Choisissons k + 1
indices i1,42,...,ix+1 de [1;n] et notons
ok f

iy - Oy,

9

La propriété & (k) assure que g € H(U). On a alors
ak+1f (99

83@1 ce (9!L'ik+1 83@1

Comme f € €>°(U,R), ses dérivées (k + 1)-itme sont de classe €2 et g vérifie
donc les hypotheses du théoreme de Schwarz généralisé. On peut ainsi calculer

k+1 n 2
(LY (0
8:&'1 to a$ik+1 i=1 83@2 axil

" 2
= 86 (%) (théoréeme de Schwarz)
i=10%q, i
0 n 9%g e 0
= Bor <ZZ:1 axﬂ) (linéarité de axi)
akJrlf o
A(a:p. Oy ) :8x- (0)=0 (g € HU))
i1 41 11
ak-‘,—lf

On en déduit que € H(U). 2(k + 1) est donc vraie.

s, -+ Oy,

e Conclusion:

Toute dérivée partielle & tout ordre de f € H(U) N €>°(U,R) appartient & H(U). ‘
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Soit f € H(U) telle que f2? € H(U), alors
n 82f2
2y _ _

9f2 9 B} af\> 02
Pour tout i € [1;n], axf2%<2f6§'>2<5§') +2f8$£

i=1

2 2
d’ou 0=2 +2fA(f)=2

S () varam =25 (7
Comme tous les termes de la somme sont positifs, ils sont tous nuls. Ainsi, le gradient
de f est nul sur le connexe par arc U d’ou f est constante. Réciproquement, toutes
les fonctions constantes sont harmoniques de carré harmonique car constant.

L’ensemble des fonctions f de H(U) telles que
f? € H(U) sont les fonctions constantes.

Méme si la phase de vérification finale de la réciproque est souvent rapide,
il ne faut pas oublier de 'effectuer. Apres avoir montré que les seuls candi-
dats possibles sont les fonctions constantes, il faut bien vérifier qu’elles sont
harmoniques de carré harmonique.

U — R
E Considérons f: (

xlaan"'vwn) > T

On constate que f € €?(U,R) et que Af = 0. f est donc harmonique, mais
non constante. En effet, U est ouvert et contient donc une boule ouverte de centre
a = (ay,as,...,ay,) et de rayon 2r > 0. Si on note e; le premier vecteur de la base ca-
nonique, a+re; et a—rey sont dans U. Mais f(a+re;) = a;+ret f(a—re;) =a;—r
ce qui montre que f n’est pas constante. Par contraposée du résultat de la question 3,
le produit de deux fonctions harmoniques n’est alors pas toujours harmonique car
f? n’est pas harmonique.

La formulation de ’énoncé suggere que la réponse a la deuxieme partie de la
question va étre non. Pour montrer qu’une proposition est fausse, le plus
simple est de trouver un contre-exemple. On aurait aussi pu penser aux
formes linéaires ou aux polynémes de degré inférieur ou égal a 1, qui sont
aussi harmoniques.

II. EXEMPLES DE FONCTIONS HARMONIQUES

2 2
Comme f € H(U), Af = % + g—yJ; = 0. Par ailleurs,

2 2
VeyeR Gl —uw@uw) e ) —u

On en déduit que Va,y € R u”(x)v(y) + u(z)v”(y) =0 (1)
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Puisque u et v sont non identiquement nulles, il existe zg € R et yo € R tels que
u(zo) # 0 et v(yo) # 0. En utilisant (1) avec y = yo, puis avec & = x, on obtient

,U//(yo)
Ve e R uw(x) + Mu(z) =0 ol A\ =
( ) 1 ( ) 1 'U(yO)
"
et Yy e R " (y) + Xav(y) =0 ol A\ = w'{zo)
u(zo)

En réutilisant (1) en x = g et y = yo, on obtient

u”’(zo)v(yo) + ul(zo)v” (yo) =0 d’on AM=—X\

Ainsi, ‘H existe A € R tel que v/ + X u =0 et v — v =0. ‘

@ Pour a € R, les solutions de 1’équation du second degré z”/ + az = 0 sont:
e sia<0,2(t)=Ash(v/—at) +Bch(v/—at) ou A,B € R,
esia=0,z(t) =A+BtouABEeR,
o si >0, z(t) = Acos(v/at) + Bsin(y/at) ot A,B € R.
Dans le cas a > 0, on peut également choisir exp(y/at) et exp(—y/at) pour ex-

primer la solution. De méme, si & < 0, on peut choisir d’utiliser cos(y/at+¢),

ou bien exp(y/—at) et exp(—v/—at).
Il existe A, B, C,D € R tels que pour tous z,y € R, f(z,y) vaut

(Ash (vV/=Az) + Bch (v=Az)) (Ccos(v/=Ay) + Dsin(v/=Ay)) siA <0
(A sin(vAz) + Bcos(\/Xac)) (C ch (V\y) + Dsh (\/Xy)) siA>0
(A+Bzx)(C+Dy) siA=0

III. PRINCIPE DU MAXIMUM FAIBLE

Constatons que U est un fermé car c’est I’adhérence de U. Montrons que U est
également borné. Soit u € U, il existe une suite (uy), cy d’éléments de U qui tend
vers u. Comme U est borné, il existe M > 0 tel que ||u,|| < M pour tout n € N.
Comme la norme est une application continue, par passage a la limite, on obtient
lu|| < M. Ainsi, U est borné. Comme U € R” de dimension finie, U est un compact.
De plus, f est continue donc, par le théoreme des bornes atteintes, f admet un
maximum qu’elle atteint.

Il existe g € U tel que f(x) = Max f(z).
zeU

Supposons par I'absurde que zp € U. Comme Af(x) > 0 pour tout « € U, on a
n an

2
i=10x;

Af(xo) = (z0) >0
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62
Il existe donc 7 € [1;n] tel que —f(xo) > 0. Notons e; le i-itme vecteur de la base

P
canonique de R™ et posons Oz;

R— R

©:

t — f($0 +-t€i)

Remarquons que ¢ € €2(R,R) et pour tout t € R
*f - *f
o"'(t) = W(xo + tei) d’on ©"(0) = W(%) >0

Par continuité de ¢”, il existe donc un voisinage V = ] —¢;e[ avec ¢ > 0 tel que

sit eV, ¢"(t) > 0. Sur ce voisinage, ¢’ est donc strictement croissante. Comme ¢
admet un maximum en 0, puisque xo est un maximum de f, on a ¢'(0) = 0. On en
déduit que ¢’ est strictement positive sur |0 ;¢ [, strictement négative sur Je;0[, ce
qu’on résume dans le tableau de variations

— 0 £
¢’ - 0 -

p(=¢) ¢(e)
“0 \ ©(0) /

On a alors p(g) > ¢(0), ce qui contredit la maximalité de ¢(0). On a donc montré que

Puisque le maximum de f n’est pas atteint sur U, pour tout € Uon a f(z) < f(xo).
De plus, comme z¢ € 9U, on obtient f(xg) = Sup f(y) = Sup f(y).
yeﬁ yeoU

VreU f(x) < Sup f(y)
yedU

La norme au carré est une fonction de classe €2(R",R), f € ¢°(U,R), et
f € €%(U,R) donc

g- €€°(U,R) et g.€%?*U,R)

Ona Af =0 car f est harmonique sur U. Appelons N la fonction qui renvoie la norme
au carré d'un élément, c’est-a-dire pour tout x € R", N(z) = 2% + 23 + - + 22.
Siie[1;n], 92N/dx;?> =2 donc AN = 2n > 0. Ainsi,

|Ag. = Af+eAN =2ne > 0|

Appliquons la question 22 & g.. En utilisant la question 23, g. € €*(U,R)
et Age(xz) > 0 pour tout x € U, donc g. vérifie bien les hypothéses nécessaires.
Ainsi, pour tout z € U,

ge(w) < Sup g-(y)
yedU
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Or, g:(x) - f(z) pour tout z € U. On a montré & la question 21 que U était
E—

borné par M donc pour tout y € U, N(y) < M2. En combinant cela avec le fait que
pour tout z € U, f(x) < Sup f(y), on obtient
yedU

Vo € 0U  g.(z) < Sup f(y) +4eM?
yeoU

En faisant tendre € — 0, on en déduit que

Ve edU  f(z) < Sup f(y)
yeoU

Posons g = f1 — f2. Comme f1, fo € €%(U,R), g est aussi de classe €2(U,R)
et Ag = Afi — Afy = 0. La fonction g est donc harmonique sur U. Grace a la
question 24, pour tout z € U, g(x) < Sup ¢(y). Or, si y € U,

yedU

9(y) = fi(y) — fa(y) =0

donc Ve eU g(x) <0
De méme, si on pose h = —g, h est harmonique sur U et par la question 24, pour
tout z € U, h(z) < Sup h(y). Mais si y € U, h(y) = —g(y) = 0.
y€eoU
On obtient Ve e U h(z) <0

En combinant les deux inégalités, pour tout @ € U, 0 < fi(x) — fa(z) < 0 donc
fi(x) = fa(x). On a donc bien

vreU  filx) = fola)]




