4 X/ENS Maths PC 2023 — Corrigé

Nous adopterons les notations que ’énoncé utilise implicitement :

e Si A € #4(R) désigne une matrice carrée a d lignes et d colonnes, alors
pour tout (i,5) € [1;d]?, le coefficient d’indice (4, j) de A est noté A; ;.

e Si z € 1 4(R) désigne une matrice ligne ou si y € #y1(R) désigne
une matrice colonne, alors pour tout i € [1;d], z; désigne le coefficient
d’indice (1,7) de x et y; le coefficient d’indice (7,1) de y.

Par ailleurs, I’énoncé emploie régulierement les notations u, v et v (la lettre
grecque « nu ») et il faut veiller & ne pas les confondre.

I. PREMIERE PARTIE

Pour tout (i, ) € [1;d]?, on a par hypothese cv; < P; ;. Sommons ces inégalités
en prenant ¢ = 1 afin d’obtenir

d d
¢y vy < 2Py
j=1 j=1
Or, par hypothese sur P et puisque v = (11 -+ vg) est un élément de &

d d
Zl/j:]. et ZPszl
Jj=1 j=1
d’ou c<1

@ Soit u € &. La matrice u est de type (1,d) et la matrice P est de type (d, d) donc
on peut considérer la matrice v = uP qui est de type (1,d). Pour tout j € [1;d],
on a

d

v = > upPr; 20
k=1

car les coefficients de u et P sont positifs. Ensuite,
d d d
205 = > > ukP;
j=1 j=1k=1
En permutant les deux sommes finies, il vient
d d d d d d
2vi =20 2ukPryi=2ue ) Pr= Y ur =1
j=1 k=1j=1 k=1 j=1 k=1

On a ainsi démontré

’Vue@ uPE@‘

Etrangement, ici ’énoncé propose de noter n; ; le coefficient d’indice (3, j) de
la matrice N alors qu’ailleurs, ce coefficient aurait été noté N, ;.
Comme 1’énoncé le propose, introduisons les matrices N = (n; ;)1<s j<a Ol
(i) € [1:d]”  nij=v

et R =P — ¢N. Soient u et v deux éléments de &. On a

uP —ovP = (u —v)P

= (u—v)(R+¢N)
uP —vP = (u —v)R + ¢ (uN — vN)
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Or, pour tout w € &2,
d
VjE[[l,d]] (’U)N)j: Z’kaJ‘ZVj
k=1

donc wN = v. Par conséquent, puisque u et v désignent des éléments de 2,
c(uN—ovN)=c(v—v) =014
Ensuite, pour tout x € .#; 4(R),

d
vie[l:d]  (zR); = > ax(Pry —cvy)
k=1

avec V(k,5) € [1;d]? Prpj—cv; 20
d
d’ou 2Rl = 22| 2 or(Pry —cvy)
k=1
d
< Z |zk] (Pr,j — cv;)

d
Py
"
Py
R
2_: || Z(Pk,j - cvj)
= -

Z

|zl (1 —¢)

[R [l < (1 — o)l
le passage de premiere a la deuxieéme ligne s’obtenant en utilisant 1'inégalité triangu-
laire et celui de la deuxiéme & la troisiéme par permutation de deux sommes finies.
Par suite,

[(u = 0)R1 < (1= ¢)flu— o[y
|

et ainsi |[uP — vP||; = ||(u—v)R]]1
<@ =0)lu—vl
Finalement, — |¥(u,v) € 22 |[uP —vP|y < (1—c)]lu— ] |

En utilisant directement I’inégalité triangulaire, on obtient

[uP —oPly = [[(u = v)P|1

M=
M=

(ug — Uk)Pk,j‘
j=1lg=1
[uP —vPlly < 35 > ug — vg| P

j=1k=1

a
=7

car les coefficients de P sont positifs. Les sommes étant finies, il vient

d d d
o0 Juk — v Prj = 37 Jug — v ZPM
j=1k=1 k=1
d
= > |ur — vkl
k=1
d d
> >0 luk — vk Prj = Jlu =l
j=1k=1

On obtient ainsi I'inégalité

[P —oP[ly < flu—vlly

mais elle n’est pas aussi intéressante que celle qui est attendue...
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La matrice N est la matrice carré a d lignes et d colonnes dont chaque ligne
est la matrice ligne v. Le point clé de cette démonstration est le suivant:
pour tout u € &, uN = v puis

V(u,v) € 2?2 (u—v)N=014

L’énoncé indique que la suite (zp)nen est & valeurs dans 2. Ce fait est
une conséquence de la question 2 qui établit que si u € &2, alors uP € .
Ici, zp € & et par une récurrence élémentaire, on montre que pour tout
entier naturel n, x, € £. Par ailleurs, une telle suite existe car & est non
vide. En effet, le vecteur ligne

(10 --- 0) en est un élément.

D’apres la question précédente, pour tout entier naturel n,
[Zn+2 = Tny1llt = [|2041P — 2, Pllx
< (1= Olfens1 —2all
Montrons par récurrence que la propriété
2(n): o —anfi < (1= o)z — 2ol
est vraie quel que soit I'entier naturel n.
e 2(0) est vraie puisque ||z; — 2ol = (1 — ¢)°||x1 — zo]|1-

e 2(n) = 2(n+1): Soit n € N; supposons 2(n) vraie. On a

[znt1 — 2nlli < (1= )" [lz1 — 2o

(1= e)llznt1 — zalh

soit lTnt2 — Tntallr <
< (1 =o)" o1 —2ollx

Donc 2(n + 1) est vraie.

e Conclusion :
VneN  [zpi1 — anlli < (1= 0)"[lzr — 2ol

Comme ¢ €]0;1], 1 —c €[0;1[ donc la série géométrique

22 (1 =¢)"[lzr = ol

converge. Par comparaison de séries a termes positifs, il s’ensuit

’La série Y ||pt1 — @n|l1 converge. ‘

La somme de la série Y |[|xp+1 — zp |1 vérifie

o0

+o0 +
YoMz =@l < 32 (1 =¢)"|z1 — 2oy
n=0 0

n=

+00 —
et S (1= o)y — oy = L= Tols
n=0 C
. +oo 1 — T
d’on S | Zng1 — @alls < M

n=0 c
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Pour tout entier naturel n, notons

(n) ..

= (2} )

Lyg

La suite (2, )nen converge si et seulement si pour tout j € [1;d], la suite (x;n))neN
converge. Fixons donc j € [1;d]. Nous allons utiliser le lien suite/série en montrant
que la série télescopique

Z <x§n+1) o xgn)>

converge. Pour tout entier naturel n, on a
d
+1 +1
7Y 2] < Sl ] = foni ~ 2l

Or, on a montré dans la question précédente que la série

YollTntr — zalla
convergeait. Par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que la série

Z <x§n+1) . xgn)>

converge absolument, donc converge. Par conséquent, la suite (x;"))neN converge.
Ceci étant valable pour j € [1;d] quelconque, la suite (z,)nen converge.

Il reste & vérifier que sa limite notée = (1 -+ pq) est élément de . La suite
(zn)nen est & valeurs dans & donc pour tout entier naturel n, on a

(n) L )
Vie[l;d] x>0 et Yot =1
j=1
donc par passage a la limite quand n — +o0, il vient
viellidl >0 et =1

si bien que p est élément de &2. Finalement,

’La suite (z,)nen converge vers un élément de 2. ‘

L’appartenance de la limite p & & peut étre déduite du fait que & est une
partie fermée de .41 4(R). En effet, définissons les applications f1,..., fq par

MM 4(R R
vje[1;d] fjr{ i) =

et g: M1 4(R) = R par
d
Yu € M1 .q4(R) g(u) = > u,
i=1

Ces applications sont des formes linéaires sur l'espace vectoriel .# 4(R) qui
est de dimension finie, elles sont donc continues. Par suite,

d
P = {u € MR | Su; = 1}
j=1

= () fw et a®) | £5()> 0} ) (1 {u € a(R) | gu) = 1)

j=1

est une partie fermée de .#; 4(R) comme intersection d’images réciproques
de parties fermées par des applications continues.
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Cette question aurait été plus simple en utilisant les outils au programme
de la filiecre MP/MPI. En effet, on a vu que la série Y ||xn41 — Zpl/1 conver-
geait. En d’autres termes, la série > (2,41 —2,) est absolument convergente.
L’espace vectoriel .#; 4(R) étant de dimension finie, la série Y (p41 — 2n)
converge donc la suite (z,)nen également.

@ Unicité : Supposons l'existence de deux éléments p et p' de & tels que uP = p
et /P = p/. Avec le résultat de la question 3, on obtient

[ = plly = llpP = pw'Plly < (L= o)llp = 1’11
puis cllp—p] <0
De plus, ¢ > 0 et || — p'||1 = 0 si bien que || — ¢/|l1 = 0, ou encore p = p'.
Existence : Soit xg un élément quelconque de & et (z,)nen la suite définie par
Vn € N Tpt1 = 2, P

On a prouvé dans la question précédente que la suite (2, )nen convergeait vers un
élément de & que l'on note p. La suite extraite (z,,41)nen converge aussi de limite p.
Par ailleurs, 'application

%Ld(R) — %Ld(R)
U — uP

est un endomorphisme de .#; 4(R) qui est continu car ’espace vectoriel .#; 4(R) est
de dimension finie. Par conséquent,

2nP —— uP
n—+oo

Ainsi, par unicité de la limite, yp = pP.

Il existe un unique élément p de & tel que pu = pP.

Soit « un élément de &. Considérons la suite (z,,)nen définie par
Vn e N x, = xP"
Cette suite vérifie xo = x et
vn € N Tpi1 = 2P = (2P™)P = 2,,P

D’apreés ce qui précede, cette suite converge de limite p. Alors, pour tout entier
naturel n, en appliquant n fois le résultat de la question 3, on obtient

len = plly = ll£n—1P — uP|
< (1 =o)llzn-1 —plh

< (=0 an—2 — plh

an = plle < (=)™ [0 — plh

Raisonnons par récurrence pour ceux qui ne sont pas convaincus par cette
démonstration « a la manivelle ». Montrons que
2(n): lzn —plh <A —=¢)" [lzo — pl

est vraie pour tout entier naturel n.
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e Ona |lzg — pll1 = (1 = ¢)?lzo — p/|1 donc 2(0) est vraie.

e 2(n) = 2(n+1): Soit n € N; on suppose Z(n) vraie. On a

[ni1 = plly = [lenP — pPll
< (=0 flzn — plh
lZn+1 = plls < (1= ¢)"* [lzo — plls
d’aprés 2(n). Donc 2(n + 1) est vraie.

e Conclusion: Vn € N lwn — pllh < (1 —¢)™ ||lxo — pll1

Enfin, pour tout u € &, par définition d’un élément de &, on a
||u||1 = |u1|++|ud| :ul+...+ud: 1
donc en appliquant I'inégalité triangulaire, il vient

|20 — pllr < [|zolls + [lpellr = 2

Finalement, ’Vm € VneN laP™ — ulls <2(1 — )™ ‘

II. DEUXIEME PARTIE

OnaMh:/\h donc pour tout i € [1;d],

d
> M jh; =Ah;
j=1

d d M, hs 1 d
is P;;, = s R M; ih;
P =" jgl Ah Al jgl n
d
d’ou ZPi,j =1
j=1
@ Pour se donner des idées, regardons ce qui se passe avec la matrice P2. Pour
tout (i,7) € [1;d]? on a
d
(P?)ij = Y PixPu,
k=1
_ zd: M; rhi o My ih;
=1 Ah; Ahy,
hj &
= )\2 hl kzz:lMlkMk"]
2
oy, _ (M%)ijhy
P =5
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Montrons par récurrence que
2m): Vg e[1d] (), = Miily
A" h;
est vraie pour tout entier n > 1.
e 2(1) est vraie par définition de la matrice P.
e 2(n) = 2(n+1): Soit n € N; supposons 2(n) vraie. Pour tous éléments ¢
et jde [1;d], ona P! =P" x P donc

d
Py = > (P")inPry
k=1
_ i (M")igehre M hy
k=1 A™ hz /\hk
hi &
= mk;(M )i M,
Mn-i-l)A R
miny i,j 1Yy
(P )’L,J - )\n+1 hz
Donc 2(n + 1) est vraie.
e Conclusion:
(M™)i,; hy

neN Wi,j) € [LidP (P =

Le résultat reste valable pour n = 0 puisque P = M% = I;. On aurait ainsi
pu initialiser la récurrence au rang 0.

Les coeflicients de la matrice M sont positifs, ceux du vecteur propre h sont
tous strictement positifs et la valeur propre A est strictement positive. Des lors,
M. : B
V(i,j) € [1:d]*  Pij=—9-"2>0
’ Ah;
On a montré dans la question 8 que
d
VZE[[].,d]] ZPi,j:]-
j=1

En outre, on a I'existence d’'un élément v de &7 et d’un élément c de R} tels que
V(7)€ [1:d]> My > cv;
En notant respectivement « et § le minimum et le maximum de {hy,...,hq} qui est
une partie de R car h € .#;1(RY), il vient a > 0, 8 > 0 et
. 12 ca
V(i,j) € [1;d] Pi,j?ﬁ%‘
co
AB
car ¢, a, B et A sont strictement positifs. Alors, en utilisant le résultat de la question 6

avec le réel strictement positif ¢ de la premiére partie remplacé par ca/AS3, on en
déduit I'existence d’un (unique) élément p de & tel que

On a 0
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On sait grace au résultat de la question 1 que
ca

AB
ca

Notons alors =1-—

AB

qui est un élément de [0;1[. Utilisons maintenant le résultat de la question 7 avec
les éléments de la base canonique de .#; 4(R)

=(10--0)...eq=(0---01)

€]0;1]

qui sont des éléments de . Soient n € N et ¢ € [1;d]. D’une part,
lle: P — plly <297

D’autre part, e; P — = ((P")i,j — Mj)1<j<d
d
d’on lle; P™ — plly = Zl [(P™)ig — m
j=
d
Par conséquent, SIP™)i — ] <297
j=1
On a vu dans la question précédente que
(M™); 5 I
(Pn)i’j = )\n h

et en exploitant le fait que

Vk e [1;d] O<a<h,<p

d by [(MM)i; b
on obtient Z h—J ( )\n) A M;L— <29™
= J
d M -
puis 3 ( ) —’u;l— <2><é><7"
=1 i «

Enfin, en sommant ces inégalités pour i € [1;d] et en définissant C = 2d §/a qui
est strictement positif, on obtient

M i h;
Vn eN ( ) W iy K < CHy™
1=17= hj
10b Commencons par énoncer un fait qui sera utile ici et pour la question 12a.

Nous avons montré que p désigne 'unique élément de & tel que uP = p.
Cela implique que

{reaR) [P =71} ={ap},cp,

En effet, pour tout a € Ry, on a ap € 4 4(Ry) et apP = ap donc
{resraRy) | 7P =7} D{ap}, g,

Soit 7 € A1 4(R.) tel que TP = 7. Notons

a=T1+ - +7g
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SiT =014, alorsa=0et 7=ap. SiT#0;4, alors a est strictement positif
et la matrice ligne 7 = a7 est un élément de 2 tel que 7 P = 7. Par unicité
de p, il vient 7 = p puis 7 = au. Donc

{redr Ry)| TP =71} C{an}

On a bien I’égalité annoncée.
Supposons maintenant que 7 désigne un élément de & tel que

{o € a(Ry) |oM =0} ={am}, g,

et montrons que 7 est 'unique élément de & tel que tM =x. On a 7w = 17
donc M = 7. Supposons maintenant que o désigne un élément de & tel que
oM = ¢. 1l existe donc a € R, tel que ¢ = ar. Par suite,

a€Ry

Vie[l;:d] oj =an;
d d
puis dYoj=a) T
j=1 j=1

et comme o et m sont des éléments de &7, il s’ensuit a = 1. Ainsi, 0 = 7.
Par conséquent, 7 est 'unique élément de &2 tel que 7™M = 7.

Soient 0 € A1 4(Ry) et 7 = (01hy -+ ogha). On a hy,...,hg et A strictement

positifs,

et

donc

d
Viell;d]  (eM); = Y oi M,
=1

V(i,j) € [1;d]? M;; =Ax —=

hiP; ;
h;

d
oM =X < Vje[l;d] > oM, = Ao
i=1

4 hiPij _
. -

— Vje[l;d] > o X
=1 h]

d
= Vje[l;d] >.miPij=1j
=1

oM =X\ <<= TP=171

Or, p est 'unique élément de &2 tel que uP = p donc

et ainsi

avec

{reraRy) [P =71} ={ap} g,

{Uef//ll,d(R+)|0'M:)\U} = {a (Ml ‘ud)}
hl hd acRy

= {b W}beR+

v (o
&4_...4_& hl hd

hi ha

qui est élément de £. Finalement,

7 est 'unique élément de & tel que TM = Arr. ‘
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L’objet de cette question est I’étude d’'un polynéme noté P, ce qui est un peu
ennuyeux car cette notation est déja utilisée pour une matrice.

Raisonnons par récurrence sur le degré du polynéme P. Pour tout entier d > 1,
soit 2(d) la proposition suivante: pour tout (c,...,cs—1) € (R*)%, en notant

P:Xd—cd,le_l—-~-—ch—co
il existe x¢g € R tel que
P(z) <0 siz<xg
Ve € Ry P(z)=0 siz=ux
P(z) >0 siz>ux

autrement dit tel que le signe de P vérifie

T 0 To +00
P(x) - 0 +
e Soient ¢y € RY et P =X — ¢p. On a le tableau de signes suivant
T 0 Co +00
T — Co - 0 +

Donc g = ¢y convient. Ainsi, 2(1) est vraie.

o 2(d) = 2(d+1): Soit d € N*; on suppose 2(d) vraie. Soient (cg, ..., cq) un
élément de (R*)4t1 et le polynome

PZXd+1—C(iXd—-'~—01X—CO
On a P=(d+1)(X4—c X971 —. — [ X —¢f)
k+1
avec Vke[0;d—1] cgz%em
En appliquant la proposition 2(d) au polynéme
1
Q= 7d+1P’:Xd—c:1_1Xd_1 — =X —q

on en déduit I'existence d'un =y € R} de sorte que le signe de Q vérifie

T 0 To +00

Q(x) - 0 +

Etant donné que P’ et Q ont le méme signe, la fonction polynomiale associée a P
est strictement décroissante sur [0 ;g ] et strictement croissante sur [xg ; +00 .
Appliquons maintenant le théoréme de la bijection & cette fonction polynomiale
sur [xg;+00[:

o La fonction polynomiale = — P(z) est continue sur [xq; +00 .

o La fonction z — P(z) est strictement croissante sur [z ;+00 .

o On a P(0) = —¢p < 0 donc par décroissance, P(xg) < 0. Ensuite,

P(l‘) ,.1 .Z'd+1
Tr—r+00

donc P(z) —— +o0

xT—r+00
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Ainsi, il existe un unique z; € | xg ; +00 [ tel que P(z1) = 0. Résumons tout cela
dans le tableau suivant :

0 To T +00
P’ - 0+ -
—Co +00
’ \ - " -
P(l‘o)
P — 0 +

avec —cg et donc P(xg) strictement négatifs. Ainsi, 2(d + 1) est vraie.

e Conclusion : Pour tout d € N*, 2(d) est vraie.

En particulier,

Pour tout d € N*, pour tout (cg, - ..,cs—1) € (R*)?, le polynome

X — cd_le’l — =X =

possede une unique racine dans R.

Soit A € RX. Pour tout 7 € .#; 4(R), on a

d
TM:(ZTkak Tiby - Td—lbd—1>
k=1
d
)\7‘1 = ZTkak
k=1
donc AT =TM <— ATy = T1 b1
ATg = Tg—1bg—1
d
AT = Ebl-'~bk_1a,k71/)\k_1
k=1
< To = blTl/)\
Td = bl cee bd_lTl/Adil
P()\)Tl = 0
o = bim /A
A =TM <= ? ) i/
T4 = bl"‘bd—l'rl/)\d71
d
avec P=X%— Y by - bp_rap XIF
k=1

ou lorsque k = 1, on a utilisé la convention usuelle

k—1
by---be_y= [[bi=1

i=1
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Les réels aq,...,aq et by,...,bg_1 étant tous strictement positifs, on peut appliquer
le résultat de la question précédente au polynéme P. Par conséquent, P admet une
unique racine Ao dans R*. Si A # Xg, alors P(\) # 0 et 7 = 07 4 est 'unique élément
de A1 4(R) tel que 7M = A7. Il n’existe donc pas d’élément m € & tel que 7M = Ax
dans le cas ot A # Ag. En revanche, si A = A, alors 'ensemble des éléments T
de A 4(R) tels que TM = AT est

fafs & b))
Ao /\Od_1 a€R
Par ailleurs,

b b by d—1
{a (1 71 1d’il)} — {6 <>\Od_1 blAOd—2 ku>}
Ao Ao acR k=1 BeR

= Vect ()

1 B - d—1
avec T = 1 <)\0d Loping®? - kli[lbk>

N+ b X P4+ [T e
k=1

qui est bien élément de &. En adaptant le résultat préliminaire de la question 10b,
on en déduit que 7 est 'unique élément de &2 tel que #™M = A\g7. Finalement,

’Il existe un unique couple (A, 7) € R* x & tel que 1M = Ar.

Montrons que P est le polyndme caractéristique de la matrice M. Etant
donné deux suites réelles (ax)ren+ et (bx)ren+, considérons la suite de ma-
trices (Mg)g>2 ot pour tout d € N~ {0;1},

al bl 0 0
as 0

My = 0
: : - bg—
aq 0 0

et notons x4 le polynéme caractéristique de My. Montrons par récurrence
que la proposition

d k—1
2(d): xa=XI- Zak(nbe)xd—k
k=1 /=1

est vraie pour tout entier d > 2.

e Pour tour réel x, on a

xr — ap —bl
x2(r) = =22 — a1z — asby

—ag X

Ainsi x2 = X2 — a1 X — asby

Par conséquent, 2(2) est vraie.
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e 2(d—1) = 2(d): Soit d € N~ {0;1;2}; supposons 2(d—1) vraie.
Fixons un réel z. On a

xd(x) = det(zI, — My)

r—a; —-bp 0 .- 0
—as x
= N
—bg—1
—ay 0 e .. T

Développons ce déterminant par rapport a la derniere colonne:

Xa(z) =bag—1 A+ xa-1(x)

x R al _bl 0 PR DY 0
—as9 X :
avec A= E 0
: : 0
—Qaq—2 0 s 0 X —bd,Q
—ag 0O -+ -+ 0 0

En développant maintenant le déterminant A par rapport a la derniere
ligne, on obtient le déterminant d’une matrice triangulaire inférieure
avec pour éléments diagonaux —bq, ..., —bg_o si bien que

A = (—1)%(=aq) % (=b1) X -+ X (~ba-s)

= —aqg X by X+ Xbg_o

En utilisant ’hypothese de récurrence 2(d — 1), on en déduit

d—1
Xd(x) = 2 Xa-1(x) —aqg x [] be
=1
d—1 k—1 d—1
=x (xd_l — Zak(n bg)a?d_l_k> —aq X []be
k=1 =1 =1
d k-1
xa(z) =z =3 ak( I1 bg) xd—k
k=1 (=1

Cela étant valable pour z € R quelconque, 2(d) est vraie.

(kﬁlbg> X-*

(=1

e Conclusion :

d
Vd e N\ {0;1} xa=X1— Y as
k=1

Dans cette question, dans un premier temps, nous déduirons de la relation
M = Am Dlexistence d’un unique vecteur propre de M associé a la valeur propre .
Dans un deuxiéme temps, nous montrerons qu’'un tel vecteur propre a tous ses coef-
ficients non nuls et de méme signe, ce qui permettra de les supposer tous strictement
positifs. Enfin, il suffira de le normaliser de telle sorte que (7, h) = 1.
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En appliquant la transposition aux deux membres de ’égalité #M = Am, on ob-
tient MT7T = AnT. Le vecteur ligne 7 étant élément de 22, il est non nul, donc 7°
est vecteur propre de MT associé & la valeur propre A. En outre, on a prouvé dans la
question précédente que ensemble des vecteurs lignes 7 € . 4(R) tels que TM = At
est Vect (7). Par suite, le sous-espace propre de M associé a la valeur propre \ est
Vect (7T) et il est de dimension 1. Montrons que A est aussi valeur propre de M et
que le sous-espace propre associé est de dimension 1. Appliquons le théoréme du rang
a MT — \I,; afin d’obtenir

rg (MT — M) = d — dim(E5(MT)) = d — 1

Le rang étant invariant par passage a la transposée, il vient rg (M — M) = d — 1.
En appliquant cette fois le théoréme du rang a M — Al;, on en déduit que A est valeur
propre de M et que le sous-espace propre associé est de dimension 1.

Les matrices M et MT ont le méme polyndme caractéristique. En effet, pour
tout réel x,

xu () = det(xlg — M) = det(xly — MT) = xyr (2)

car le déterminant d’une matrice carrée est égal au déterminant de sa trans-
posée. Les matrices M et MT ont donc les mémes valeurs propres.

Considérons maintenant h € #1 4(R) \ {01,4} un vecteur propre de M associé a
la valeur propre A de sorte que
Ex(M) = Vect (h)

Montrons que les coefficients de h sont tous strictement positifs, ou tous strictement
négatifs. Pour cela, prouvons que hg est non nul puis que tous les coefficients de h
ont le méme signe que hy. On a Mh = Ah donc

ViE[[l;d—l]] ajhy +bihiy1 = Ahy;
et agh1 = Mhy
Par ’absurde, supposons que hy = 0. Considérons

= {ie[1;d] | h #0}
qui est non vide car h # 01 4. On a hy = 0 donc d n’est pas élément de I, et ainsi, I
est une partie non vide de [1;d—1]. L’ensemble I admet donc un plus grand élément
noté ip avec ig € [1;d — 1]. Cependant, agh1 = Ahg et ag est strictement positif
donc h; = 0. De plus, le réel b;, est non nul si bien que
)\hig — aiohl 7& 0
bi,
Par suite, ig + 1 € 1. Mais cela contredit la maximalité de ig. Ainsi, hg est non nul.
Montrons maintenant que tous les coefficients de h ont le méme signe que hgy.
Considérons

h’io+1 -

J={j € [1:d] | hha <0}
et montrons que J = &. Par labsurde, supposons J # @. On a hy # 0 donc d ¢ J et
ainsi, J C [1;d —1]. L’ensemble J est une partie non vide de [1;d — 1] donc admet
un plus grand élément noté jy avec jo € [1;d — 1]. Ensuite agh; = Ahg avec X et aq
strictement positifs d’ou
Ahg®
aq

hihg = >0
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/\hjo hd — ajohlhd

<0
bj

puis hj0+1 hd =

car bj,, aj,, A et hihg sont (strictement) positifs et car h;,hqy < 0. Dés lors, jo + 1
est élément de J. Mais cela contredit la maximalité de jo. Ainsi, J = @. En d’autres
termes,

Vie[l;d] hjhqg >0

Par conséquent, les coefficients de h sont bien tous strictement positifs, ou tous
strictement négatifs. Quitte a remplacer h par —h, on a h qui est un élément de
Mq1(RY) tel que

Ex(M) = Vect (h)
Enfin, 7 € & donc les coefficients de 7 sont positifs et en notant kg € [1;d] tel que
T, > 0, il vient

d
(m, h)y = > mh; > mpohi, >0
i=1

1

et le vecteur colonne h= B h

satisfait h € Ma1(RY), Ex(M) = Vect (h), et par linéarité du produit scalaire par
rapport a sa seconde composante,

= () = g =

On a vu dans la question précédente qu’en fait tous les coefficients de 7 sont
strictement positifs.

Ainsi, en remplacant la notation h par h, on en conclut qu'il existe h € #41(R%)
tel que Mh = Ah et (m, h) = 1. Reste & vérifier I'unicité d’un tel h. Supposons
que b’ désigne un élément de 441 (R}) vérifiant Mh' = Ah et (7w, 1) = 1. On a
EA(M) = Vect (h) donc il existe un réel a tel que h' = ah. D’une part, (7, h') =1,
d’autre part, par linéarité du produit scalaire selon la deuxiéme composante,

(m, Y= {(m,ah)=a{n,h)=a

On en déduit que a = 1 puis que i’ = h. Finalement,

’Il existe un unique h € A4 1(R%) tel que Mh = Ah et (w, h) = 1. ‘

La matrice M est a coefficients dans R,. De plus, on vient de montrer qu’elle
posseéde une valeur propre A > 0 et un vecteur propre associé h € #y1(RY).
Par ailleurs, en considérant

v=(1)1<i<a= (10 --- 0)
qui est un élément de & et ¢ = min (ay, ..., aq) qui est strictement positif, on obtient
V(i,j) € [15d]* M > cy;
Dés lors, on peut utiliser la propriété démontrée dans la question 10a. Il existe u € &2,

CeRY et ye[0;1] tels que
(M")i;  pjhi

d d
VneN > 0 »
j

i=1j=1

<CH™
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La somme double étant a termes positifs, il vient

Vi) e[1:d]2 wnenN o< |®i_ mihil oo
AT h;
En outre, Cy" ——— 0
n—+00

donc par encadrement

V(Z,]) € [[l’d]] AT n—+o0 hj
Autrement dit,

i hi

La suite (A™"M"), .. converge vers la matrice (

J >1<i,j<d

La convergence ne dépendant point des premiers termes, on a le méme résul-

tat pour la suite (A™"M"), -y



