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Les fonctions de Lambert

Objectifs

L’objet de ce probleme est I'étude de différentes propriétés des fonctions de Lambert ainsi que leur application
en probabilités.

Dépendance des parties

Les fonctions Vet W définies dans la partie I sont utilisées dans les parties II, III et IV. Les parties II, III et IV
sont indépendantes les unes des autres.

Notations

. . . . . ’ n
Pour des entiers k et n avec 0 < k < n, le coefficient binomial « k& parmi n » est noté ( k) i

Lorsque k < n, [k, n] représente 'ensemble des nombres entiers compris, au sens large, entre k et n.

I Fonctions de Lambert

Dans cette partie, on définit les fonctions de Lambert et on étudie certaines de leurs propriétés. On considere,
dans toute cette partie, I'application

‘e R = R
Tl e ze®
Q1. Justifier que l’application f réalise une bijection de I'intervalle [—1, +-00[ sur I'intervalle [—e ™!, +oo].

Dans la suite du sujet, la réciproque de cette bijection est notée W. On rappelle que ceci signifie que, pour tout
réel & > —e ™1, W(z) est I'unique solution de I'équation f(¢) = = (équation d’inconnue ¢ € [—1, +00]).

Q2. Justifier que W est continue sur [—e™!, +o0] et est de classe € sur |—e™!, +ocl.
Q 3. Expliciter W(0) et W’(0).
Q 4. Déterminer un équivalent de W (z) lorsque x — 0 ainsi qu'un équivalent de W (z) lorsque z — +o00.
Q5. Tracer, sur le méme dessin, les courbes €y et Cy, représentatives des fonctions f et W. Préciser les
tangentes aux deux courbes au point d’abscisse 0 ainsi que la tangente & €y, au point d’abscise —e L.
Q6. Pour quelles valeurs du parameétre réel « la fonction z - W (z) est-elle intégrable sur ]0,1] ?
Q. Pour quelles valeurs du parameétre réel « la fonction z = 2*W (z) est-elle intégrable sur [1, 4-o0[ ?
Q8. Démontrer que I'application f réalise une bijection de I'intervalle ]—oo, —1] sur l'intervalle [—e~, 0].
Dans la suite du sujet, la réciproque de cette bijection est notée V.
Q9. Pour un parametre réel m, on considere I’équation d’inconnue = € R

ze® =m (I.1)

Déterminer, en fonction de m, le nombre de solutions de (I.1). Expliciter les solutions éventuelles & 'aide des
fonctions Vet W.

Q 10.  Pour un parametre réel m, on considere l'inéquation d’inconnue = € R
ze® <m (1.2)

En utilisant les fonctions Vet W, déterminer, suivant les valeurs de m, les solutions de (I.2). Hlustrer graphique-
ment les différents cas.

Q 11.  Pour des parametres réels non nuls a et b, on considere I’équation d’inconnue x € R
€4 + bz =0 (1.3)

Déterminer, suivant les valeurs de a et b, le nombre de solutions de (I.3). Expliciter les solutions éventuelles a
Iaide des fonctions Vet W.
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IV Approximation de W

On définit dans cette partie une suite de fonctions (w,,),,~¢ et on étudie sa convergence vers la fonction W définie
dans la partie 1.

Pour tout réel positif 2, on considere la fonction ¢, définie par

b : R — R
Tt wexp(—wexp(—t))

et on définit, sur R*, une suite de fonctions (w,),,, par,
Vo € R {WO(I):l
)
Wn 1 (:I?) = d)z(wn(x))

Q 35. Démontrer que, pour tout réel positif z, W(z) est un point fixe de ¢, c’est-a-dire une solution de
Péquation ¢, (t) = t.
Q 36.  Démontrer que, pour tout réel positif z, la fonction ¢, est de classe €2 sur R et que

ViR,  0<¢l() <t
e
Q 37. En déduire que
r\" ;
vze e, YneN, |u,(x)— W) < (g) 11— W)

Q 38.  Pour tout réel a € ]0, e[, justifier que la suite de fonctions (w,,) converge uniformément sur [0, a] vers
la fonction W.

Q 39. La suite de fonctions (w,,) converge-t-elle uniformément vers W sur [0, €] ?

oo efFINe oo
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