Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 1

(+)

Soit (un),,cy une suite telle que

VpeN, Ve>0, INeN: Vn>N, |upsp—up|<e

La suite est-elle convergente ?

Soit (H,)nen- les sommes partielles de la série harmonique définies par

VneN, H,=3>
k=1

| =

On sait que H,, ~ Inn donc (H,),en+ est divergente (elle tend vers +o00). Cependant, pour tout p € N,

Horp—Ho= 5T 1 4 0< Hyypp—H, < L
— = - ’oil < _ < £
n+p " k‘:zn:-‘rl k - n+p n= n + 1
Cette majoration prouve que (Hy4p — Hy)nen- est de limite nulle, ce qui est la signification de I’hypothése de I’énoncé. Par
conséquent,

Une suite (u, ),y n'est pas nécessairement convergente lorsqu’elle satisfait

VpeN, Ve>0, INeN, Vn>N, [tntp — un| <€

Soit (un), ey une suite de complexe convergente vers £. Pour tout entier n, on pose

n

1
Un = 27]62::0(2) up

Montrer que (vy,),, oy converge vers £.

Pour tout entier n, on a () =2" (%)

d’on vn—fzi 3 () (u — 0)
2" 50

Fixons € > 0 et N € N tel que pour k > N, on ait |ug — ¢| < €/2. Alors, pour tout n > N,

1 n n 1 N=1 n 1 n €
lun — €] < 272(19) lup —£| < on > () |Uk—f\+27 > (05
k=0 k=0 k=N
Notons que d’aprés (), la somme de termes positifs (Z) est majorée par 2. Remarquons ensuite que pour tout k fixé,
k=N
n\ nn-1)--(n—-k+1) &
</€> o k! n——+oo O(n )

La quantité > (Z) |ug — £] est donc polynomiale en n, donc négligeable devant 2™ par croissance comparée. Il existe donc un
k=0

rang N’ tel quie pour tout n > N,

1 n €
g 2 (1) e = (1< 5
et alors pour tout n > max(N, N'), o, — €] < g + % —¢

Le réel e ayant été choisi arbitrairement,

‘La suite (vy,),,cy converge vers £.

(+)

. . P , ug € R
Etudier la suite définie par récurrence par 0 .
Up+1 = Up + SIN Uy,
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Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 2

Il est clair que si ug est de la forme k7 pour un certain entier k, alors la suite (u, ),y est constante, donc convergente. Supposons
donc ug/7 non entier et notons p sa partie entiére, puis I, = |pm; (p + 1)7[.

La fonction f : z — x +sinz est dérivable, de dérivée f’ : x — 1+ cosz positive, donc f est croissante. Par conséquent, pour
tout x € I,

flpm) < f(z) < f((p+1)m)  soit  pr < f(z) <(p+ D)7
Cela justifie la stabilité de I, par f, et donc que (u,),cy est & valeurs dans I,,. Pour la suite, on distingue deux cas suivant la
parité de p.
e Si p est pair, alors f(x) > x sur I, donc (uy), oy est strictement croissante, et ne peut tendre que vers un point fixe de
f appartenant a [ug; (p + 1)7] donc nécessairement (p + 1)7.

e Si p est impair, alors f(z) < x sur I, d’ott (uy), oy est strictement décroissante de limite pr.

Pour conclure, Si ug/7 est entier, alors la suite (uy, ),y est constante. Sinon,
up appartient & un unique intervalle de la forme [pm; (p 4+ 1)7]
et converge vers (p + 1)7 si p est pair et pr sinon.

(k%)

Soit (2n),,cy définie par To > 1 et VneN, z,41=

Déterminer la nature de (z,,) puis un équivalent de x,, lorsque n tend vers +ooc.

neN

Soit f : x+— 22/(1 — z). La fonction f est dérivable sur R\ {1} avec pour tout x # 1
20(1 —z)+2%2 z(2—x
gy = 2O+ _ a2
T—o2 (-2
On en déduit le tableau de variation suivant.

x —00 0 1 2 +00
—+00 “+00

f(x) 0 —4

Notons alors les inclusions suivantes a partir de ces variations :
f(L+o0]) CJ]—o0;=4] et f(]-o0;—4]) C [f(—4);+oo[ = [16/5; +oo]

On en déduit notamment que l'intervalle ]1;+oco] est stable par f o f. Cela permet de s’assurer que la suite (z2,)nen est a
valeurs dans |1; +oo[, tandis que (22,,41)nen est a valeurs dans |—oo; —4]. En particulier, la suite (z,), oy est bien définie.
Etudions maintenant la suite (y,)nen définie par y,, = 9, pour tout entier n. Alors, y,+1 = (f o f)(y») pour tout entier n.
Remarquons que pour tout = > 1,

o fle)? x? . B x(2z —1)
On vérifie aussitot que f(f(x)) > @ sur |1; 4+00[, ce qui prouve en 'appliquant en y,, que la suite (y,)nen est croissante. Elle ne
peut converger que vers un point fixe de f o f, c’est-a-dire 0 ou 1/2 en vertu du calcul ci-dessus. Mais puisque elle est a valeurs
dans ]1; 40|, elle ne peut converger vers ces valeurs. Ainsi, elle tend vers +o0o. En appliquant f, il vient que (22,41 )nen tend
vers —oo.

Les suites extraites (T2n)nen €t (T2n41)nen de (2n),cy tendent
respectivement vers +o0 et —oco. En particulier, (z,),,oy diverge.

Pour obtenir un équivalent, utilisons I'indication. Pour tout n € N,

y +12 —y 2 _ yn8 —y 2 _ (2yn — 1)(2yn3 — 2yn + ]-)yn2
" " (1= vn)? (1 = yn —yn?)? " (1= vn)* (1 —yn —yn?)?
Puisque y,, tend vers +oo, on en déduit que Yni1Z — Y2 —— 4
n—+o0o
1=l 1
puis d’aprés Cesaro =N eyt = — (ynz — yoz) — 4
N =0 n n—+oo
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Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 3

Par télescopage, on en déduit que y,2/n converge vers 4 et donc xa, = y, ~ 2v/n. En appliquant la fonction f, il vient que
léquivalent pour (To,11)nen devient To,11 ~ —24/n.

‘l’gn ~ 2\/5 et Toan+4+1 ™~ 72\/5‘
(k)

Soient (ay,),cy et (bn), oy définies par

ant1 = (an +by) /2

bn+1 =V an+1bn

0<ag<by et Vn € N, {

(a). Montrer que les deux suites convergent vers la méme limite.

(b). On pose « = arccos(ag/bo). Exprimer la limite de ces deux suites en fonction de « et by.

(a) Il est clair que (an),, ey €t (bn), ey sONt & valeurs strictement positives. Dés lors, pour tout entier n,

an an+b
+ =vapnt1/bp = | ————

Puisque ag < by, cette relation assure par récurrence immédiate que a,, < b,, pour tout entier n. Par conséquent,

TL TL b
ant1 —ap = (by —ay)/2>0 et H = /ant1/by = a4 + <1

’fl

Les suites (a,),cy €t (bn), ey sont donc respectivement décroissante et croissante. Il s’ensuit ag minore b tandis que bo
majore a. Les suites étant monotones et bornées, elles convergent.

Reste a montrer ’égalité des limites. En notant £, et £, les limites, on obtient directement ¢, = ¢, par passage a la limite
dans 'expression de @, 41.

Les suites (an),cy et (bn),, oy sOnt convergentes de méme limites. ‘

(b) Par définition, ag = by cos « et « appartient a ]0; 7/2[ en tant qu’image réciproque par cos d’un réel de ]0; 1[. On calcule
alors grace aux formules trigonométriques

aj; = by cos?(a/2) by = bg cos(a/2) as = bg cos(a/2) cos?(a/4) by = by cos(a/2) cos(a/4)
puis par récurrence immédiate
* Y o
Vn € N*, an = by cos ( ) kﬂl cos (2k) et b, = by kgl cos (2—k>

La relation sin(26) = 2sin(6) cos(#) permet de faire apparaitre un produit téléscopique (les quantités sin(a/2*) sont non
nulles car /2" est dans ]0;7/2[). Aprés simplification, il vient
sin av
VneN bp =bp———
meS " O 9ngin(a/2m)

L’équivalent sinz ~ 2 en 0 permet d’en déduire pour finir la limite de (by,),,c et donc de (an),,cn-

La limite commune des suites (a,),cy €t (bn), ey €5t bo(sina)/a. ‘

Soit (un),,cy une suite réelle convergeant vers A € R et a € |—1;1[. On définit (v,,),,c Par

v = Ug et VneN, vpt1 =av, +u,

Etudier la nature de la suite (v;,), oy et donner sa limite éventuelle.

En divisant la relation de récurrence par a”, il vient pour tout entier n

vn+1 o Ul Up, SOit vn+1 N Ul o Up,
antl  gn an+1 antl an  qntl

Pour tout N > 1, on obtient en sommant cette égalité de 0 a N — 1
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Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 4

N-1 N-1
UN Uk : N N—k—1
GW_UO_ E W soit UN =Ug G + E a Uk
k=0 k=0

Notons u,, = A 4 x,, pour tout entier n de sorte que (), .y soit de limite nulle. Alors,

on — N )\Nﬂ Notk S Nk
N =uga + kEa —|—kEa Tk (%)
~0 =0

N

La quantité ug - a*¥ converge vers 0. Aprés changement d’indice,

N—1 A
AN eV =AY P
k=0 p=0 N-otoo l—a

Reste a déterminer le comportement du troisiéme terme. Soit € > 0. Il existe un rang ng tel que |x,| < € pour n > ng. Ainsi,
pour n > ny,

N—-1
Z aN—l—k Tp
k=0

no—1 N-1
<a¥ U Y o] k| + € X oV
k=0 k=0

Le premier membre de la majoration est une constante multipliée par a”, donc il est inférieur a € pour N assez grand. Le
second est & nouveau la somme des termes d’une suite géométrique positive, donc majorée par ¢/(1 — |a|). Au final, pour N
assez grand,

ceq_E 2 — |a|
€ =e
I Sl I e

N—-1
Z aN—l—k Tk
k=0

Ceci étant vrai quel que soit € > 0, le troisiéme membre de (x) est de limite nulle. Par suite,

‘La suite (vy,),cy converge vers A\/(1 — a). ‘

()

(a). Montrer que pour tout entier n > 3, I’équation e = 2™ admet exactement deux solutions strictement positives wu,, < v,.

(b). Montrer que pour tout entier n > 3, u,, < n < vy,.

(c). Etudier les limites éventuelles de (un),cy €t (Vn),en-

(a) Soit 2 > 0. On a les équivalences suivantes :

- a1 lnx_
=x — gz=nhr +— — =

. 1
T n

€

Une étude rapide de f : x — Inx/x montre que f est strictement croissante sur 0; e] puis strictement décroissante sur
[e; +00] avec

f(0se]) =]=o0;1/e] et f([e;4o00[) =[0;1/€]

Enfin, 1/n < e lorsque n > 3. La stricte monotonie de f sur les deux intervalles ci-dessus combinée au théoréme des
valeurs intermédiaires assure le résultat (et méme un peu plus).

Pour tout n > 3, 'équation e® = 2" admet une
unique solution sur chaque intervalle ]0; e[ et |e; +o00].

(a). La majoration u, < n est évidente car u,, < e d’aprés ce qui précéde. Pour la minoration de vy, il suffit de vérifier que
f(n) > 1/n d’apres les variations de f sur ]e; +oo[. Or, il s’avére que

1 1
f(n) = an > = Vn >3
n n
ce qui valide le résultat. ‘Vn >3, up<n<u, ‘

(b). D’apreés le résultat précédent, il est clair que (v, ), o tend vers +oo. Pour (uy,),, oy, notons g la réciproque de la restriction
de f a]0;e[. Par définition, f(u,) = 1/n donc u, = g(1/n). La fonction g est continue, et méme C*> comme réciproque
d’une fonction C*° dont la dérivée est strictement positive. En particulier, g est continue en 0. Enfin, f(1) = 0 donc
g(0) = 1 et ainsi, (uy,), oy converge vers 1.

‘Les suites (un), ey €t (Un),cy tendent respectivement vers 1 et +oo.

Remarque : Dés lors que g est C*°, on a développement asymptotique a tout ordre p € N
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Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 5

g'(0) . ¢"(0)

(p)
_ _ 97 (0) 1
un = g(1/n) = g(0) + ==+ 5 5=+ + T +O(anrl

Or, ¢'(0) = 1/f'(1) = 1 d’apreés 'expression de la dérivée d’une réciproque. D’ott notamment I’équivalent u,, ~ 1/n.

(+)

x

Montrer que I’équation * — e~% = n a une unique solution z,, pour tout entier n. Donner un équivalent simple de x,,, puis un
développement asymptotique a deux termes lorsque n tend vers +o0.

L’application f:x +—— x — e~ % est de classe C* sur R de dérivée /' : z — 1+ e~% strictement positive. Elle réalise donc une
bijection de R vers son image par f. Or, f admet pour limites +00 en +00 et —oo en —oo donc f(R) = R. Ainsi, tout réel y
admet un unique antécédent par f. Notamment,

’ Pour tout entier n, ’équation x — e~* = n admet une unique solution. ‘

Par définition, Tp=n+e " >n (%)
On en déduit donc par minoration que (2y,),,cy tend vers +oo. La relation () s’écrit alors

xn =n+o(1) d’ou Ty~
Notons maintenant z,, = n + y, avec y, = o(1) d’aprés ce qui précéde. La relation (x) se réécrit

Yp = €% = e~ (MHUn) = eTneYn

Puisque (yn),,cy tend vers 0, le terme e~ tend vers 1 et ainsi y,, ~ e™". On peut donc conclure

‘xn =n+e " +o(e ") ‘

Soit (un),,cy une suite réelle de limite nulle et telle que u, + uz, ~ 3/(2n). Montrer que u, ~ 1/n.
Donner un contre-exemple lorsque u, + uy41 ~ 2/n.

Notons v,, = u,, — 1/n pour tout n > 1. Alors,

()
Up + Vo = Up + U2y — 7— =0 | —
2n n

On souhaite montrer que u,, ~ 1/n, soit que v, = o(1/n). Fixons € > 0. Par hypothése, il existe ng € N tel que
€
VnZnoa |'Un+’l}2n| S -
n

Considérons maintenant n > ng. Pour tout entier p, on a

Up = (Un + UQn) - (UZn + 'U4n) + -+ (_1)1)71 (U2p71n + ’ngn) + (—1)p112pn

IA

d’ou [vn] < |vn + van| + |van + Van| + -+ [Vap—1y, + Varp| + [V204]

IN

o = Juaen
— — DY —_— ’l}pn
n  2n 2r—1p 2

Cette majoration étant valable pour tout entier p, on peut faire tendre p vers +oo grace a I’hypothése de limite nulle de (v,,)
Ce faisant, on obtient

neN”

eto ] 2¢
|’Un|gg -

p=0 2P n

Cette domination étant valable pour tout n > ng, et € ayant été pris arbitraire, on a bien démontré que v, = o(1/n), et ainsi

1

Up ~ —
n

Le résultat n’est plus valable lorsque u,, + w41 ~ 2/n. Considérons

2/n sin est pair
Uu. =
" 0 sinon

2/n sin est pair

de sorte que Up + U =
4 no et { 2/(n+1) sinon

On a bien u, + up41 ~ 2/n mais la suite (nu,)nen a ses suites extraites de termes pairs et impairs constantes de valeurs
différentes 0 et 2 donc ne converge pas vers 1. Ainsi,
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Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 6

On peut avoir 4, + Up4+1 ~ 2/n sans que u, ~ 1/n. ‘

(%)

Soit (un),,cy une suite positive telle que pour tout 7, u, 2 < (upn + uny1)/2. Montrer qu’elle converge.

Pour tout entier n, on note v,, = max(uy, u,+1). Alors, par définition,
Upn+1 S maX(un7un+1> S Un

Up 41 + Up

Or, par hypotheése, Upto < 5

1
< 3 2 - max(Up, Up4+1) = Up

Par suite, VUpa1 = Max(Upt1, Unta) < Uy

On vient donc de justifier que la suite (v,), oy est décroissante. Puisqu’elle est positive (car u l'est), elle converge vers une
limite £ € R,.
Soit maintenant € > 0. Il existe N € N tel que |v, — ¢| < e pour tout n > N. Prenons n > N + 1. On distingue deux cas :

e Siu, > Upy1, alors u, = v, et donc |u, — | <e.
e Sinon, u, < up41 et v, = up41. De plus,

Uy + Up—1 N
Un+1 S % d’ott Un—1 2 2un+1 — Up Z Unp

Il s’ensuit que u,_1 = v,_1 et 'encadrement
2Uny1 — Up—1 S Up < Upt1 devient 20041 — Un—1 S Uy < Upt1
Et alors puisque |v,, — £ < € et |v,41 — €| < € par définition de N, il vient
20—¢)—(L+e)<u, <l+e puis |ty — €] < 3e

Dans les deux cas, on a |u, — £| < 3e pour tout n > N + 1. Le réel € ayant été choisi arbitraire,

‘La suite (), ey converge. ‘

(+)
Vit (1)

Nature de la série de terme général u,, = In () avec a > 07

Vn+a

En factorisant chaque terme du quotient par y/n, la quantité u,, peut se réécrire sous la forme

Uy, =1In (1+ (?/%)n) —%m (1+%)

Cela permet d’obtenir le développement asymptotique suivant

Gl Ly _Lfa 1
tn = NGO 2n+0 n3/2 2 nJrO n?
_ (-1 a1 1
soit Up = T - + O FETE)

La série > (—1)"/+/n converge d’aprés le critére de convergence des séries alternées. Si Pon note w,, = u, — (—1)"/v/n, ce
n>1

qui préceéde donne I’équivalent w,, ~ —(a + 1)/2n. On a donc (wy)nen+ positive a partir d’'un certain rang, et la série Y w,
n>1
diverge d’aprés le critére de Riemann. La quantité u,, est somme de deux termes généraux de séries respectivement convergente

et divergente. Par conséquent,

La série ) u, diverge.
n>0

Remarque : Si l'on s’autorise a avoir a < 0, la suite (uy),, .y n’est plus définie qu’a partir d'un certain rang, et la série converge
si et seulement a = —1.

(+)
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Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 7

Nature de la série de terme général u,, = ?

Il est clair que (uy),, oy est & valeurs strictement positives. Dés lors, pour tout entier n,

Uny1 _ (2n+2)l (n+D!-(2n+2)! (n!)? ~ (3n)!

U, ((n+1)1)2 (3n+3)! (2n)! nl-(2n)!

n 2 2)2(2 1)? 1
soit aprés simplifications Untl _ (2n+2)"(2n + 1) 16
Un (n+1)(Bn+3)(Bn+2)(3n+1) n—otoo 27

La regle de d’Alembert permet de conclure aussitot. Puisque 16/27 < 1,

Un
La série ). converge.
n>0

(%)

Nature de la série de terme général u,, = (cos(l/n))na ?

o 1 1
— on%lIncos(1/n) _ ay 1— Ol —
Uy = € exp (n n ( o2 + A

1
et donc Uy = €XP (Qno‘2 + O (n“4)>

Commencgons par écrire que

On distingue trois cas
e Si a < 2, alors le terme dans I'exponentielle est équivalent & —n®~2/2 donc tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. Il

s’ensuit que (u,, converge vers 1 donc la série > “u,, diverge grossiérement.
neN

e Si a =2, alors on a de la méme maniére que u,, tend vers e~/2 donc il y a a nouveau divergence grossiére.

e Sia>2, (uy),cy est de limite nulle ce qui est insuffisant pour conclure. Mais on a de plus
n*u, = exp (2Inn — n*"2/2 4+ O(n*~%))

Le terme dans I’exponentielle tend toujours vers —oo par croissances comparées donc n2u,, tend vers 0 soit u,, = o(1/n?).
Par conséquent, la série Y u, converge.

La série Y u,, converge si et seulement si a < 2.

(%) Centrale PC 2008
Etudier la convergence de > u,, dans les cas suivants :
n>0
@ o [ . 1\"
(a)  u, = (g) — (arctann)® (discuter en fonction de «) (b)  w, =-exp(l) — <1 + >
n
1 ™
(a) Pour tout réel z > 0, arctan(z) 4 arctan (7) =5

x

On peut donc en déduire le développement asymptotique suivant :

m IR
tan n)* = ( 5 —aretan ()
(arctan n) (2 arctan { — )

(arctan ) = (2" (1 -2y 0(;))

lundi 24 septembre, 2018 Vincent Puyhaubert PC* Lycée Joffre



Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 8

Mis & part le cas trivial o = 0 pour lequel u,, = 0, on en déduit I’équivalent u,, ~ a(7/2)*"1/n. Le critére de Riemann
permet alors de conclure :

La série Y u,, diverge.
n>0

\" 1
(b) Lorsque n tend vers 400, on a (1 + ) = exp {n In (1 + )]
n n

1 1
_|_

= exp(1) exp [_

— O
:m"‘
—_ 1

\" 1

On en déduit 'équivalent u,, ~ exp(1)/2n et on conclut par Riemann.

La série Y u,, diverge.
n>0

(%) Mines PC 2014

+o00o
Nature de la série de terme général u,, = en” / et dt.
n

Fixons n € N et effectuons le changement de variable u = 3 dans I'intégrale définissant ,,. Ainsi, t = «!/® puis dt = =~ 7/3du /8

et
+oo “+o0
—8 _ 1 1 —u
/n e dt_S/ns u7/8€ du

7/8

Sur l'intervalle [ng; 400 [, la fonction u — 1/u7/® est majorée par 1/n”, ce qui permet d’écrire

oo 1 [t 1
o u . —u [ —uytoe €
/ns wirs© du§n7/ns ¢ du_n7[ s = n’

Au final, 0 < u,, < 1/(8n7) et donc par comparaison aux séries de Riemann,

La série Y u, est convergente.
n>0

(%) X PC 2014

Soit f une fonction de classe C* sur [—1;1]. On pose pour tout entier n € N*

un = n[f(1/n) = f(=1/n)] = 2/'(0)

Montrer que la série Y u,, converge.

La fonction f étant de classe C3, on peut appliquer la formule de Taylor-Young & P'ordre 3 entre 0 et 1/n et obtenir lorsque n

tend vers +o0o
f <1> = f(0) + J10) + 10 + 10) +o <1)

n 2n? 6n3 n3

/ " (3)
puis de la méme maniére f 1 = f(0) — '(0) + F7(0) _f (0) +o 1
n n 2n? 6n3 n3

En reportant ces deux développements limités dans ’expression de u,,, on obtient aprés simplifications

G)(0 1 1
=IO (L) <o (L)

Le critére de Riemann permet aussitdt de conclure & la convergence absolue de la série, et en particulier,

La série Y u, converge.
n>1
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Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 9

()

1 n
Déterminer en fonction des réels « et S la nature de la série de terme général u,, = — Z k5.
k=1

na

On distingue dans un premier temps trois cas suivant la valeur de .

e Si B < —1, alors la série Y k? est convergente. Si ’'on note S sa somme, la quantité u,, est alors équivalente a S/n®, de
E>1

sorte que le critére de Riemann permet de conclure : la série Y u,, converge si et seulement si o > 1.

e Si 3= —1,lasérie Y k! est divergente, et sa n-iétme somme partielle est équivalente a Inn. On en déduit 1’équivalent
Up ~ 1/(n*1nn). Ilksz’elmgit d’une série de Bertrand, qui converge si et seulement si o > 1 (voir preuve en fin d’exercice).
e Enfin si 8 > —1, on sait d’aprés le cours (via une comparaison série-intégrale) que > k~! est divergente, et que sa
E>1
n-iéme somme partielle est équivalente & n®1/(3 4 1). 1l s’ensuit que u,, ~ nfH1=</ (ﬁ_ +1). Finalement, le critére de
Riemann assure que la série converge si et seulement si §+ 1 —«a < —1, soit a > g + 2.

Pour résumer, La série Y u, converge si et seulement si a > max(8 + 2, 1).

Remarque : Pour justifier la nature de Y 1/(n®Inn), on distingue trois cas.
n>2

o Sia > 1, alors le terme général est un o(1/n®) donc la série converge.

o Si a =1, on effectue une comparaison série-intégrale. Pour tout n > 2,

1 /”“ dt 1
> >
nlon = J, tlnt — (n+1)In(n+1)

En sommant de 2 & N, il vient en particulier,

N+ gy N 1 N+l gy N
Tt = — = [In(n#)]*" = n(In(N 4 1)) — In(In 2
/2 tint — nzzjgnlnn avee /2 tlnt [In(In)], n(ln(N + 1)) — In(In 2)

Cette minoration assure que les sommes partielles tendent (trés lentement) vers +oo et donc que la série diverge.

o Enfin, si o < 1, il suffit de remarquer que 1/(n“Inn) > 1/(nlnn). Le terme de droite est celui d’une série divergente
comme on vient de le voir, donc on est & nouveau confronté a une série divergente par minoration.

(%)

Calculer les sommes suivantes :

+o0 1 too 1 (=1)"(n + 3)
W Yoy P L © SO

(a) La série est clairement convergente car son terme général est équivalent a 1/n3 ce qui permet d’appliquer le critére de
Riemann. Pour déterminer la somme, on remarque que pour tout n € N*,

1 _1{ 1 1 }
nn+1)(n+2) 2 [nn+1) (n+1)(n+2)

ce qui permet le téléscopage

too 1 1 toe 1 1 1 .
L DTy 25 [n<n+ IRCES e 2>} “2 {2 R S ICES)

Ainsi T 1 1
insi, S ———
nzz:l nn+1)(n+2) 4

(b) La série converge car son terme général est équivalent a 1/4n%. Remarquons ensuite que pour tout n € N*,

1 1 1 1 1

2 -9 (2n+3)2n—3) 6 |2n—3 2n+3
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Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 10

noo1 1o [ 1 1
dod L o P R
o ZIEo0 6.2 {%—3 2k+3}

On peut séparer les sommes et faire le changement d’indice p = k 4+ 3 pour obtenir

n 1 1 n 1 n+3 1
1;M29_6§bk3_mM7J
1 1 1 1 1
= |(-1)+1+=— — _
6{( )+ +3 2n—-1 2n+1 2n—|—3]

Il ne reste plus qu’a faire tendre n vers +o0o pour obtenir

too 1 1
,,214712 -9 o TS

D (1)

Cela assure la convergence de la série car son terme général est somme du terme général d’une série convergente (par
CSA) et d’une série absolument convergente (par comparaison aux séries de Riemann). Pour le calcul de la somme, on
a pour tout entier n > 2,

1 1 1 1 ¢ n 1 1 n 1
= -_— _— e e —
n—-1 2|n—-1 n+1 n2—-1 2|n—-1 n+1

%:(_1)" [nil_nil}

En sommant pour n compris entre 2 et N € N, puis en faisant le changement d’indice p =n — 1 et p = n + 1 dans les
sommes, il vient

(¢) Un développement limité rapide donne

et donc

YIRS B E

—_

)n—i—l +1(_1)p—1

_ NZ

p=2 n2 —1 p=1 n p=3 p
N—1(_1\p—1 1 -1 N-1 -1 N
R N S L S e)
=1 2 N N+1
+oo
On peut maintenant faire tendre N vers +oo en utilisant I'égalité > (—1)?~1/p =1In2. Il vient finalement,
p=1
e (-D)"(n+3) 1
- = —+1n2
nzzjl n2 -1 2 *
(*)
Soit (un), ey une suite de réels positifs. Montrer que les séries Zun et Zl inun sont de mémes natures.

Donner un contre-exemple si ’on ne suppose plus la suite & termes positifs.

Unp,
1+ u,
Supposons que la série Y u, converge. Son terme général tend alors vers 0 ce qui assure que u,, ~ vy,. Le théoréme de comparaison
des séries a termes positifs s’appliquent et prouve que Y v,, converge.
Réciproquement, supposons que » v, converge. Cette fois, v, tend vers 0. Il suffit maintenant de remarquer que

Pour tout entier n, on note (s

Vn € N, Up € [0, 1[ et Up =

Cette relation assure a nouveau que u, ~ v, et on conclut par comparaison. Finalement,

‘Les séries Y u, et Y u, sont de mémes natures. ‘

Pour trouver un contre-exemple lorsque la suite n’est plus positive, il suffit de prendre u,, = (—1)"/+/n. La série Y u,, converge,
mais pas » v, en vertu du développement limité
—1)" —1)" 1 1
o CUYVE D1
1+ (=1)"/\/n N n3/2

lundi 24 septembre, 2018 Vincent Puyhaubert PC* Lycée Joffre



Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 11

(%)

Soit (dy)n>1 une suite de réels positifs telle que

Zan < 400 et Z\/Dn/n<+oo ol Dn:de2

n>1 n>1 k>n

Déterminer la nature de la série de terme général (d,),, cy-

mom d m p d m
. ; P _ P _
Pour tout entier m € N*, on a ) — =53 > == dp
k=1p=k P p=1k=1 P p=1

Appliquons maintenant I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Cela assure que pour tous entiers k < m,

) 1/2 1/2
< = d,?

Les sommes de droite sont & termes positifs et admettent une limite lorsque m tend vers +oo. Ainsi,
oo g 12 ) 1/2 - 1/2
<l X > dp =VvDip| X =
p:k}p p=Fk P:kp

De plus, une comparaison série-intégrale donne classiquement pour k > 2 la majoration

+o0 1 1 +oo 1 2
- < — sachant que — = —
p;pr k-1 p; p? 6

On déduit de tout ceci I'inégalité

72 m Dy,
d, < —D
pS gDt X

La somme de droite a son terme général équivalent a /Dy /k, qui est le terme général d’une série convergente par hypotheése.
Par comparaison, elle converge et

e

m w2 too Dy,
d, < —D
pglp_ﬁ 1+k§2 k—1

Les sommes partielles de la série a termes positifs Y d,, sont majorées, ce qui prouve que
p=>1

La série ) d, converge.
p=1

(%)

L
Pour tout n € N*, on pose ap = H (1 + —
VP

Montrer que (a,),cy converge vers 0. Que peut-on dire de la suite (v/nan), oy ?

p=1

Notons que le terme général du produit est toujours strictement supérieur & 1. On peut donc écrire pour tout entier n,
- (1!
lna, = Zln(1+>
n = \/f)

Notons maintenant pour tout entier p > 1,

w, = In <1 i (—1)”_1) -yt

+ R
VP VP 2p
de sorte que w, = O(1/p3/?) d’aprés le développement limité de z — In(1 + z) en 0. La comparaison aux séries de Rie-

mann assure la convergence absolue de > w,, tandis que le critére spécial de convergence des séries alternées assure celle de
p=>1

S (=1)p=t) /P- Enfin, le cours donne le développement asymptotique
p>1

o1
S—=Inn+vy+o0(1)
p:lp
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¥ +o0o (_1)17_1 +oo
En posant C = —— + > ~———— + > w,, cela permet d’écrire
2 p=1 \/ﬁ p=1
] 1 <1+(1)p1) 2D L1 1 4O+ o(1)
na, = n — - = wy,=—=Inn 0
p=1 VP p=1 /P 2p=1p pm1 re
soit encore In (anv/n) =C +o(1)

En passant a I’exponentielle, il s’ensuit que

La suite (an\/n), oy converge vers une limite strictement positive. En par-
ticulier, (an),,cy admet un équivalent de la forme K/v/n et tend vers 0.

[22] (+)

On se donne r € ]0; 1] et une suite récurrente (uy),, oy définie par

0<ug <up et VYn>1, Upge1 = Uy + 7" Up—1

Montrer que (u,),,cy converge.

Une récurrence immédiate assure que (u, ),y est & termes strictement positifs. Dés lors, elle est clairement croissante et il ne
reste plus qu’a justifier qu’elle est majorée pour conclure. Mais par croissance de la suite, il vient

Vn € N* upg1 < up(1+7")

n—1

d’ott par récurrence Uy < UL H (1 +r )

Il nous suffit maintenant de montrer que la suite des produits converge, ce qui prouvera qu’elle est bornée et qu’il en est de
méme de (uy), oy par majoration. Dans cette optique, on a

In <k1:10 (1+ rk)> - :go In (14 1%

Le terme général de cette somme est positif, équivalent a r* lorsque k tend vers +oo. La série > r* étant une série géométrique
convergente, on en déduit par comparaison que > In(1 + 7*) converge. Il découle finalement de tout ce qui précéde que

‘La suite (uy), ¢y converge. ‘

(+)

Soit } u, une série convergente. Notons (Ry), oy la suite des restes de la série :
n>1

Vn € N, Zk n+1 Uk
(a). Montrer que pour tout n € N, Z Ry, = Z kup+ (n+ 1R,

(b). On suppose que (uy,),cy est une suite positive. Montrer que la série de terme général (R, ),y converge si et seulement
si la série de terme général (nu, )nen converge.

+oo
(c). Dans le cas de convergence, montrer que Z R, = Z nUy,.
n=0
(a) Pour tout entier n > 1, on a up = R,_1 — R,
L n
Par conséquent, Skug = >k (Rk—1 — Rg)

3
[
—_

(k1) R = 3k R

I
ilNg

Sl

(e}

Zk‘uk

ZRk*(nle)R

k=1 k=0
n n
soit bien Vn > 1, SR = > kug+ (n+1)R,
k=0 k=1
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Exercices SUITES DE NOMBRES REELS ET COMPLEXES 13

(b) Supposons la série Y Ry convergente. L’inégalité précédente permet d’écrire pour tout n > 1,
E>0

n n +o0
Dokur < Y R < ) Ry
k=1 k=0 k=0

Les sommes partielles de la série a termes positifs > kwuy sont majorées donc la série converge.

k>1
Supposons maintenant la série Y kug convergente. Alors pour tout entier n,
k>0
N +oo +oo
m+1R,= > (n+Dup < >, kug
k=n+1 k=n-+1

On en déduit que (n + 1)R,, converge vers 0 puisqu’elle est majorée par un reste de limite nulle. L’égalité du (a) assure

alors la convergence de la suite des sommes partielles de Y Rj. Finalement,
k>0

Les séries Y Ry et Y kug sont de mémes natures.
k>0 k>0

(¢) Dans le cas de convergence, on a vu a la question précédente que (n + 1)R,, converge vers 0. Il ne reste plus qu’a passer
a la limite dans 1’égalité du (a).

+oo +o00
En cas de convergence, > Ri = > kuy
k=0 k=1

()

Soient a, b deux réels strictement positifs et (u, ),y définie par

U n-+a
ug >0 et vneN, —F— =
U, n

Montrer que la série de terme général (uy,),, o converge si et seulement si b —a > 1 et calculer alors sa somme.

Il suffit d’appliquer la régle de Raab-Duhamel, mais il faut la rédémontrer. Le quotient w,11/u, admet un développement

asymptotique de la forme
n —b 1
n

Uy, n?

Notons v, = In(u,/n%"?). Alors, pour tout n € N

Up —Upt1 = Imuy —Inupye — (@—b)Inn+ (a—b)ln(n+ 1)

(a—b)ln(l—l—1>—ln(l+a_b+0(12)>
n n n
_a—b_a—b+0(12>

n n n

1
Un — Un41 = @) <TL2)

La série ) (v, — v, 41) est donc convergente, ce qui assure que (v, ), oy converge, puis en passant a 'exponentielle la convergence
de wu,,/n?" vers une limite C strictement positive. Ainsi, on en déduit 1’équivalent u,, ~ C - n®~? et le critére de Riemann
permet de conclure.

La série Y u, converge si et seulement si b —a > 1.

n>0
Pour tout entier n, on a (n+bd)upt1 = (n+ a)uy,
N N
En sommant cette égalité de 0 & N, il vient > (n+b)upt1 = Y. (n+a)uy,
n=0 n=0

En effectuant un changement d’indice dans la somme de gauche, cela donne

N+1 N N
S (n+b—Du, — > (n+a)u, =0 soit (N+buns1+ > (b—a—1Du, — (b—1)ug =0
n=1 n=0 n=0
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D’aprés le travail effectué précédemment, on a 1’équivalent (N + b)un .y ~ C - NeT1=0 Ce terme tend vers 0 lorsque b —a > 1,
ce qui donne

N
b—a—1)> u, —— (b—1)ug

n=0 N—+oc0

(b—l)uo
b—a—1

(s

La partie entiére d’un réel x est notée |z]. On s’intéresse a la nature de la série

_1)lval
> EU

n>1

et finalement Z Up =

On va pour cela appliquer une transformée d’Abel. On note donc

VneN,  S,=3 (~1)VE
k=0

(a) Justifier que pour tout entier n > 1,

n o (—1 )L\ﬂ _ Sa n-1 g
e E D D
S n o TERED
(b) Soit k € N*. On introduit 'unique entier p tel que p? < k < (p + 1)2.
p .
(i) Etablir que Sk = [Z (1) 2i—1)| + (-1)P(k+1—p?)
i=1
p .
(ii) Calculer pour un entier p quelconque la somme > (—1)71(2i — 1) puis en déduire que
i=1
Sk=0(p) puis Sy =O0KWk)
—1)lvnl
(¢) Conclure quand a la nature de la série ZL
n>1
(—=1)Lvnl
(a) Pour tout entier n > 1, on a -~ =5, —S,_1
n
n —1 [\/EJ n _ _ n n _
Par conséquent, > (=1) =3 Sk = Sk-1 _ ) Sk yo 2kl
k=1 k k=1 k k=1 k —1 k
On fait le changement d’indice p = k — 1 dans la seconde somme et il vient
k=1 =1 ko isok+1
S. n—1 1 1
=— -5 T
n 0+kz1k<k k"‘l)
. n (-pWE s, nl S
soit — = ——1
k§1 k kgl k(k+1)

(b.i) Pour tout entier i et tout entier j compris entre 72 et (i+1)%—1, la partie entiére de \/7 est égale & p. Ainsi, en regroupant
les termes compris entre deux carrés consécutifs, on obtient

&=i[%vAWﬂ+i<ﬂﬂ
i=1 | j=(i—1)2 j=p2
- ‘:21)31 l —(27—21)2(_1)14_1 + ﬁ:z(_l)p
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Dans chacune des sommes indicées par j, le terme ne dépend pas de j. Il suffit donc de compter le nombre de terme et
de multiplier le tout par la quantité sommée. Ainsi,

S = | 2~ L@ 1)| + (~1)P(k +1-p?)

i=1

(b.ii) Pour calculer la somme, il y a plusieurs méthode. On peut appliquer (encore) une transformée d’Abel en « dérivant » le
(20 — 1) et en « intégrant » le (—1)*~!. Utilisons une méthode classique. On note pour tout = € R,

(—1)i—1g2i-1 = x — (=DPa*rt!
! 1+ 22

e

g(x) =

K2

Alors g est dérivable sur R et

L e io  1—=(2p+1)(-1)Pz® 2z(x— (—1)Pa?PT)
g'(x) = 1;(_1) N2 - 1272 = 1+ a2 - (14 22)2

En appliquant cette égalité pour z = 1, on obtient la valeur de la somme cherchée

(-1 20~ 1) = (-1

-

i=1

En réinjectant ce résultat dans 1’égalité de la question (b.i) et en utilisant l'inégalité triangulaire, il vient
1Skl <p+ |k +1—p?
Mais par définition de p, on a
1<k+1-p?><2p+2 d’ou [Sk] <3p+2=0(p)

Enfin, le méme encadrement assure que 0 < p < vk et donc

Sy =0 (V)

(¢) La domination Sy, = O (\/E) prouve que

20w ()

Par conséquent, dans I'égalité de droite du résultat de la question (a), le terme S,, /n converge vers 0 tandis que la somme
est absolument convergente par comparaison. Au final, on en déduit que

—1)Lvnl
La série ZL est convergente.
n

()

n n
1
Pour tout n € N*, on pose Up = E NG et vy = E Vk
=1 k=1

Justifier I'existence de deux réels C, D (que l'on ne cherchera pas a déterminer) tels que

2 1
U, =2yn+C+o(l) et vn:§n3/2+§\/ﬁ+D+o(1)

Notons F : x — 2y/x. L’application F est de classe C* sur [1;+oo[ ce qui permet d’appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange
entre k et k + 1 pour tout k£ € N*. Ainsi,

1

[F(k+1) = F(k) = F'(k)| < = 153

1
<3 swp [P0
te[kik+1]

Par conséquent, la série de terme général F(k+1)— F (k) — F'(k) est convergente. Notons S sa somme. Alors pour tout entier n,
S ROk 1)~ F(R) — ) = 21+ = — 35
+1) — F(k) — =2/n—1+—=-5 =
k=1 Vo =k

ce qui permet d’écrire, avec C =1 — 9,
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iik:wmcwou)

k=1

Pour le second développement asymptotique, on effectue le méme travail avec G : z — 22%/2 /3. Ainsi,

1 , 1
Gk+1)—Gk)—G'(k)—=G"(k)/2| < = sup |GO(t)] = ——=
|G( ) — G(k) (k) (k)/2| 6te[k:;k+1]| (®)| YTEIE

On en déduit a nouveau la convergence de la série > (G(k + 1) — G(k) — G'(k) — G"(k)/2). Mais cette fois, pour tout entier n,
k>1

= _ al " /2 _ _ lni
kZ:Il(G(k+1) G(k) - G'(k) = G"(k)/2) = (3 1)++vn Zf+ \f 4223\[

En réinjectant le développement asymptotique obtenu précédemment, il vient cette fois

Zf 3/2+ f+D+o()
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