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Objectifs

Dans cette partie, on introduit la matrice B, et on en étudie ses propriétés spectrales a 1’aide d’un
endomorphisme de dérivation.

Soit n € N* un entier naturel fixé. Pour k € [0, n], on note f; : R — C la fonction définie par :
Vx € R, fi(x) = cosk(x) sin" ¥ (x).

On note V,, le C-espace vectoriel défini par :
V, = Vecte(fo, fis-- -5 fu) = {Z Afi | (g, ..., A,) € C"”}.
k=0

Q21. Montrer que la famille (fy, ..., f,) est libre. En déduire la dimension de 1’espace vectoriel
complexe V,.

Q22. Pour k € [0, n], montrer que f; € V,. En déduire que :

@n - Vn il Vn

o= eH=r
définit un endomorphisme de V), et que sa matrice B, dans la base (fo, fi, ..., f,) est la matrice :
0 -1 0 - - 0
n 0 -2
g =0 "t 0 7 € M1 (R).
2 0 -n
0 0O 1 0

Pour k € [0,7], on note g; : R — C la fonction définie par : Vx € R, gi(x) = ™,

Q23. Montrer que : Yx € R, g;(x) = (cos x + isin x)*(cos x — i sin x)"*.
Q24. En déduire, a I’aide de la formule du bindme de Newton, que : Yk € [0,n], g; € V,.

Q25. Pour k € [0, n], calculer g En déduire que ¢, est diagonalisable. Donner la liste des valeurs
propres complexes de ¢, et décrire les espaces propres correspondants.

Q26. Pour quelles valeurs de n I’endomorphisme ¢, est-il un automorphisme de V,, ?
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Q27. Ecrire la décomposition de g, dans la base (fp, ..., f,) et en déduire que :

qo0
. q1

Ker(B, —inl,. ) = Vect| . |,
qn

ou pour tout k € [0, n], on note g, = i’l-k(’]:).
Partie III - Les matrices de Kac de taille n + 1

Objectifs

Dans cette partie, on introduit la matrice A,. On utilise les résultats de la Partie II pour étudier les
propriétés spectrales de la matrice A,.

Soit n € N" un entier naturel fixé. On note A, la matrice tridiagonale suivante :

0 1 0 -+ - 0
n 0 2
A, = 0 n-1 0 3 R eM,.(R).
: .2 0 n
O - -+ 0 1 O

Le terme général g, de la matrice A, vérifie donc :
= Qi+l :ksiISkSn,
= Uik-1 =n—-k+2si2<k<n+1,
- ay = 0 pour tous les couples (k, 1) € [1,n + 1]]2 non couverts par les formules précédentes.
On note enfin D, € M,,;;(C) la matrice diagonale dont le k-ieme terme diagonal dy, vérifie dy = 1
Q28. Soient M = (my)i<ki<p € Mp(C) une matrice de taille p et D = (di)i<ki<p € M,(C) une
matrice diagonale de taille p. Exprimer le terme général de la matrice DM en fonction des myy
et des dy,, puis exprimer le terme général de la matrice M D en fonction des my, et des dj;.

Q29. Montrer que D;]A,,D,l = —iB, ou B, est la matrice déterminée dans la Partie II. En déduire
une relation simple entre y 4, (X) et x5, (iX), ou x4, et yg, sont les polyndmes caractéristiques
respectifs de A, et B,,.

Q30. En déduire, a I’aide de la Partie II, que A, est diagonalisable sur R, que les valeurs propres de
A, sont les entiers de la forme 2k — n pour k € [0, n] et que :

Po
P
Ker(A, —nl,) = Vect| . |,

Pn

ou pour tout k € [0, x], on note p; = (Z)
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Partie IV - Un peu de probabilités

Objectifs

Dans cette partie, on donne une application probabiliste de 1’étude de la matrice A,. Seul le résultat
de la question Q30 est utilisé, cette partie peut étre traitée en admettant si besoin ce résultat.

Etant donné un entier n € N*, on dispose de deux urnes U, et U, contenant a elles deux n boules
numérotées de 1 a n. On note N la variable aléatoire égale au nombre de boules initialement contenues
dans I’urne U,.

A chaque instant entier k € N*, on choisit un des n numéros de facon équiprobable puis on change
d’urne la boule portant ce numéro. Les choix successifs sont supposés indépendants.

Pour k € N*, on note Ny la variable aléatoire égale au nombre de boules dans I’urne U, apres 1’échange
effectué a I’instant k.

Exemple : supposons n = 4 et qu’a I'instant 0, 'urne U; contient les boules numérotées 1,3,4 et
I’urne U, la boule 2. On a dans ce cas Ny = 3.

e Si le numéro 3 est choisi a I’instant 1, on retire la boule 3 de U, et on la place dans U,. On a

alors N; = 2.
e Si le numéro 2 est choisi a I’instant 1, on retire la boule 2 de U, et on la place dans U,. On a
alors N; = 4.

Pour / € [0,n], on note E;; I’événement (N = ) et py; = P(E},) sa probabilité.
Pro

Pk.1 . . . .
Onnoteenfin Z, =| . | e R™! le vecteur qui code la loi de la variable aléatoire Nj.

Pin
Q31. Pour k € N, que peut-on dire de la famille (Ey o, Ex 1, .., Ex,)?

Q32. Sil’'urne U, contient j boules a I’instant k, combien peut-elle en contenir a I’instant k + 1?
Q33. Pour k € N et j,/ € [0,n], déterminer :
Pp (Egs1,)).

On traitera séparément les cas j = 0 et j = n.

Q34. Démontrer que pour tout k € NN,

1 1
P(Eis10) = " P(Ey 1) et P(Egy1,) = p P(Ein-1)

etque :
n—j+1

. j+ 1
Vje[lin—1], P(Ex,) = P(Eyj-1) + ]TP(Ek,j+l)~

Q35. En déduire que pour tout k € N,
1
Zi= —AZ,
n

ou A, est la matrice introduite dans la Partie III.
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On suppose jusqu’a la fin du Probleme qu’a I’instant 0, on a disposé de fagon équiprobable et indé-
pendamment les unes des autres les n boules dans 1’'une des urnes U; ou U,.

Q36. Déterminer la loi v de N,.

Q37. Montrer que pour tout k € N, N, a la méme loi que Ny. On pourra utiliser la question Q30 de
la Partie III.

Q38. Démontrer que 7 est 'unique loi de probabilité ayant la propriété suivante : si Ny suit la loi 7,
alors toutes les variables N, suivent la loi 7.

FIN
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