SUITES ET SERIES NUMERIQUES

1 Suites réelles ou complexes

1.1 Généralités sur les suites
Rappels
e Une suite convergente est bornée. Une suite réelle convergente de limite £ > 0 est minorée & partir d’'un certain par
£/2, ou plus généralement par a quel que soit le choix de o < £.
e Si une suite est convergente et majorée par « (au sens strict ou large), sa limite est majorée au sens large par «.
e Une suite monotone est convergente ou de limite égale & +00 ou —oo. On est dans le premier cas si et seulement si
elle est bornée.
® Si (Un)peny (Vn)pen €6 (Wn),cn sont trois suites telles que wu,, < v, < w, pour tout entier n et si u et w convergent
vers £, alors v converge également vers /.
e Rappeler le comportement de (A"),en en fonction de A € R, puis A € C.
~ Remarque 1 <
e On ne parle pas de passage a la limite pour justifier I’existence d’une limite. Le passage ne peut se faire
qu’une fois que 'on a démontré que la limite existe.
e le quatriéme point se généralise pour montrer I'existence de limites infinies.
,—[Exercice 1 (Lemme de Cesaro Q?)} <
Soit (un),,cy une suite convergente de limite £. Montrer que
Up + -+ Up—1 /
n n—-+oo
~ Exemple 1 N\
Pour les familles de suites suivantes, le terme général u,, peut s’exprimer directement en fonction de n : suites
arithmétiques, géométriques et arithmético-géométriques, suites récurrentes linéaires d’ordre 2.
,—[Exercice 2 (CCP)} <
Soit A € R* et (uy), cy définie par up € R, u; € R et pour tout entier n
U2 = Unt1 + An
(a) On suppose que la suite (u, ),y converge. Montrer que la limite est nulle.
(b) On suppose que X € ]—1/4;0[. Montrer que le polynome X2 — X — X admet deux racines réelles. Montrer
que (up), oy converge.
(c) On suppose que A € |—1; —1/4[. Montrer que X2 — X — X\ admet deux racines r et 7. Comparer |r| et 1.
La suite (uy),,cy converge-t-elle ?
(d) On suppose que A = —1/4. Expliciter w,,.
(e) Montrer que la série de terme général u,, converge si et seulement si la suite (uy),, oy converge.
(t) o)
f) Calculer —.
n=1 2n
(g) Etudier le cas A > 2.
1.2 Suites récurrentes d’ordre 1

On s’intéresse aux suites définies sur un intervalle I de R par ug € I et u,y+1 = f(u,) pour tout entier n, ou f est une

application de I dans lui-méme.

Rappels

e Si l'on représente sur un méme graphe la fonction f et la doite d’équation y = z, on peut anticiper graphiquement le

comportement de la suite dans de nombreux cas (voir Pexemple z — (22 +1)/2).

La suite (“n)neN ne peut converger que vers un point fixe de f.
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e Si f(x) — x est de signe constant sur /, alors (uy), .y est monotone.
e Si f est croissante sur I, alors (“n)neN est croissante si ug < uq, décroissante si ug > uq.

e Si f est décroissante sur I, alors les suites extraites (uan)nen €t (U2n+1)nen SOnt monotones et de sens contraires.

~ Remarque 2 N

Si f ne vérifie aucune de ces trois propriétés, il faut rechercher des intervalles J stables par f et essayer de
justifier que la suite a un terme u, qui appartient a I'un de ces intervalle. On peut alors étudier la suite & partir
du rang p et restreindre f a l'intervalle J stable trouvé.

\. J

— Exercice 3 ~

Etudier la suite définie par récurrence par

ug >0 et Vn € N, Upt1 = Up + V Un

Donner un équivalent de u,, lorsque n tend vers +oc.

\. J

1.3 Suites implicites

Il s’agit de suites définies par une relation de la forme f,(u,) = 0 ot la suite (fy), oy est une suite de fonctions définies
sur un intervalle I sur lequel ’équation a une unique solution. Il n’y a guére de méthode générale pour étudier ce type de
suites, mis a part I'idée assez classique suivante (qui fait souvent ’objet d’une premiére question) :

e si la suite (f,),cy €st une suite strictement croissante de fonctions (ie f, < fn41 pour tout entier n) et que f, est
strictement croissante pour tout entier n, alors la suite (u")neN est strictement décroissante.

,—[Exercice 4 (Centrale)} |
n_ Lk
Pour tout entier n non nul, on note fnizr— > T 1
k=1

e Montrer que l'équation f,(x) = 0 posséde une unique solution sur [0; 1] que l'on note .

e Déterminer la limite de (;En)neN.

2 Séries de nombres réels ou complexes

2.1 Séries a termes positifs et absolue convergence
Rappels
Soient (uy), oy une suite a termes quelconques et (vy,),y une suite a termes positifs.

e Si ) u, converge, alors (u,),y est de limite nulle.

e Si u, ~ vy, alors u, est positif & partir d’un certain rang et les séries Y u, et > v, sont de mémes natures.

Si up, = O(vy,) et si la série Y v, est convergente, alors > u, est absolument convergente donc convergente.

e Siw, > v, a partir d’'un certain rang, et si la série Y v,, est divergente, alors > u,, est divergente.
Sommes des termes d’une suite géométrique : O
1 —a\ntt

1—A

~ Remarque 3 <

Le premier réflexe lors de I’étude d’une série est donc de chercher un équivalent, une domination ou une minoration
simple par le terme général d’une série convergente. On compare de préférence aux séries de Riemann de la forme
>>1/n® dont on connait la nature.

Cependant, un équivalent peut étre plus généralement de la forme u, ~ (Inn)*n’4™ ce qui n’admet pas de
simplification ultérieure. Il est donc primordial de savoir traiter les exemples suivants.

vneN, VieC\({1}, SN =
k=0
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,—[Exemple 2 (Séries de Bertrand)} \
Déterminer la nature des séries de termes généraux suivants :
(Inn)? 1 Inn 1
n Vnlnn n2 n3/2y/Inn
,—[Exercice 5 (Mines)j \

Soit (un)nen défini pour tout n > 1 par le nombre de chiffres de 1’écriture de ’entier n en base 10. Nature et
somme (en cas de convergence) de la série de terme général u,,/(n(n + 1)).

\. J

~ Remarque 4 <

Il n’existe aucune technique générale pour calculer la valeur exacte de la somme S d’une série > u,. A ’heure
n>0

actuelle, plus précisément en attendant le cours sur les séries entiéres, on ne peut calculer que les sommes des

séries géométriques et des séries téléscopiques.

On peut cependant utiliser les outils numériques (le terme est a la mode) pour calculer une valeur approchée

n
de la somme en calculant une somme partielle. Pour s’assurer que S, = Y uy est une valeur approchée de S a

k=0
107? pres (c’est-a-dire que S, et S partagent les mémes p premiéres décimales), il faut étre capable de justifier
+oo
que le reste R, = > wuy est majoré par 107P.
k=n-+1
,—[Exemple 3 (Constante d’Euler)] N

Il existe un réel v appelé constante d’Euler tel que
n 1
Yo—=lnn+vy+o0(1)
=1k

Jusqu’a présent, on ne connait pas la valeur de ce réel et on sait seulement qu’il s’agit d’un irrationnel.

,—[Proposition 1 (Formule de Stirling)} N
Lorsque n tend vers +oo, n! ~ +/2mn (2)
e

2.2 Régle de d’Alembert

,—[Proposition 2 (Regle de d’Alembert)] \

Soit 3" u, une série de complexes non nuls. On suppose qu'il existe £ € R, tel que |u, 11|/ [uy] e ¢. Alors
n>0 n—+oo

e Si/ < 1, la série converge.

e Si /> 1, la série diverge.

\. J

~ Remarque 5 <

Si ¢ =1, on ne peut pas conclure sur la nature de la série comme le montre les exemples de Riemann.

—~ Exemple 4 N\
n
e Pour tout complexe z, la série = est convergente.
n>0 n.

. . on\ z2" . .
e Soit € R,. La série ) " converge si et seulement si x < 1/2.
n>0 n n -+ 1
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,—[Exercice 6 (Regle de Raab-Duhamelﬂ

) \
Soit (un),cn une suite & termes réesl et strictement positifs. On suppose qu'’il existe un réel A tel que

Unp n n

Montrer qu’il existe un réel ¢ > 0 tel que u,, ~ C/n* et en déduire la nature de la série > u,,.
n>0

2.3

Critére spécial de convergence des séries alternées

— Définition 1 N

On appelle série alternée une série de la forme ) (=1)"u, ott (un), oy st & termes réels et de signe constant.
n>0

.

Théoréme 1 (Critére de convergence des séries alternées) N

Soit > (—1)"u, une série alternée telle que la suite (|u,|)nen soit décroissante et de limite nulle. Alors,
n>0

e La série Y (—1)"u, converge.
n>0

e Pour tout n € N, R, est du signe de son premier terme (—1)" 1w, 1 et |R,| < |upi1]-

\.

—~ Exemple 5 N\

_1)"
Pour o > 0, la série Y (=1)

—— est une série convergente.
n>1 n

\.

~ Remarque 6 <

Le théoréme s’applique a nouveau si les hypothéses sur la suite (uy,)
rang.

. ) .5 .
nen 1€ sont vraies qu’a partir d’un certain

\.

,—[Exercice 7 (Mines, X)w

J '
Déterminer la nature de la série de terme général u,, dans les cas suivants :

u, =In (1 + (12”> (@ €RY) up, = sin (mv'1+ n?)

n

— Remarque 7 \

e Une série Y u, convergente telle que > |u,| diverge est dite semi-convergente. A titre d’exemple donc,
n>0 n>0

la série Y (—1)"/n® est semi-convergente lorsque « € |0; 1[.
n>1

® Si (un), ey €t (Vn),cy ne sont pas a termes positifs, alors ’hypothése u,, ~ v, n’assure pas nécessairement
que les deux suites sont de méme natures. Par exemple,

—1)»
o La série . ! est convergente d’aprés le CSA.

n>1 \/ﬁ

—1)"
o La série > <( \f) + — | est divergente car c’est la somme d’une série convergente et d’une série
n>1 n n

divergente.

Les deux séries ne sont pas de mémes natures bien que leurs termes généraux soient équivalents.
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2.4 Comparaison série-intégrale

~ Remarque 8 <

Le but d’une comparaison série-intégrale est d’étudier la convergence d’une série & partir d’une intégrale. Il arrive
également que l'on fasse le travail inverse.

\. J

— Définition 2 N

Si f est une fonction continue et positive sur un intervalle [a; +oo[, on dit que f est intégrable sur [a; +o00[ si

Iintégrale
[ rwa
“+oo

a une limite lorsque x tend vers +o0o. On la note alors f() de.

\. J

,—( Proposition 3 N\

Soit f : Ry — R continue, positive et décroissante. Alors, la série Y f(n) converge si et seulement si la fonction
f est intégrable sur R, . n>0

\. J

~ Remarque 9 <

e Le programme officiel mentionne seulement « technique de comparaison série intégrale », il n’y a pas
& proprement parler de résultat de cours et il faut notamment redétailler I’encadrement utilisé dans la
preuve & chaque utilisation.

e Le résultat reste valable pour f seulement continue par morceaux, une fois que ’on aura vu cette définition.

\. J

~ Remarque 10 <

Reprenons 'encadrement valable pour tout entier n,

n+1 n
| rwassm< [ o ()

n+1 n
En sommant, il vient Vn € N, / f®)dt < S, — f(0) < / f(t)de
1 0
et en cas de convergence de la série, en sommant (x) de n + 1 & 400, on a
+o00 +oo
Vn €N, f(t) < Rn < ()
n+1 n

Ces deux encadrements assurent régulierement (mais pas toujours) les équivalents suivants, le premier en cas de
divergence, le second en cas de convergence

“+oo

Snw/nf(t) dt on Ry~ [ f()adt
0 n

\. J

~ Exemple 6 N\

Cas des intégrales de Riemann :

1 1 1
e Sia>1,lasérie Y — converge et R, ~ —— T
n>1n® a—1no—
1 -«
e Sia<1,la série — diverge et S, ~ .
n%:lna & [ Y

1
e La série Y — diverge et on retrouve le fait que S, ~ Inn.
n>1T
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Remarque 11

L’encadrement précédent peut bien entendu étre utilisé lorsque la fonction f est positive et croissante (sachant
que dans ce cas la série et l'intégrale divergent !). Par exemple, pour tout « > 0, on obtient

n 1
Z kS~ na+1
k=0

a+1

Complément : Transformée d’Abel

~ Exemple 7 \

in6

On fixe § € R. On cherche la nature de la série ) —
n>1 N7

e Pour o > 1, la série est absolument convergente donc convergente.
e Pour a <0, le terme général ne tend pas vers 0 donc la série diverge.
e Pour « € ]0;1],

o Si § = 0[27], la série diverge par Riemann.
o Si § = 7w[27], la série converge par CSA.

o Lorsque § € R\{km, k € Z}, on va montrer que la série est semi-convergente grace a une transformation
d’Abel.

\. J

,—[Exercice 8 (Formule de la transformée d’Abel)} N

Soit (un)pen €t (Vn), ey deux éléments de K. On note (V;,),,c la suite des sommes partielles de la série > vy,.
n>0

Démontrer que

n n—1
Vn €N, Supvg = Y (ug — k1) Vie + un Vi
k=0 k=0

En déduire la nature de > e /n® pour § € R et o > 0.

\. J

,—( Remarque 12 N

e Les opérateurs (un),cy = (Un — Uni1)nen €t (Vn), ey > (Va)nen sont les équivalents respectifs de la
dérivation et de I'intégration sur CN. La formule ci-dessus peut alors s’interpréter comme une intégration
par parties dans CN.

e Une transformation d’Abel permet systématiquement de prouver la convergence d’une série de la forme

> upvy, dés lors que
n>0

o (un),cy est réelle, décroissante de limite nulle (et donc positive).

o Les sommes partielles (V,,)nen sont bornées.




