Exercices INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE 1

(+)

Etudier la convergence des intégrales suivantes :

U'n R Leosvi—c R
(a) /0 LY (b)/o mthedt  (c) /()Wdt (d)/ di

1—1¢ oo et +t2€t

(a) L’application f:¢+——Int/(1 —t) est continue sur ]0; 1[. Lorsque ¢ tend vers 0, on a

1
t)~Int=o0( —
1 ()
1/2
Le critére de Riemann assure la convergence de f(t) dt. De plus, lorsque ¢ tend vers 1, on a
0

Int~t—1 d’ont ft) — -1

t—1

1
donc f est prolongeable par continuité en 1. Ainsi, f(t) dt converge et finalement,
/2

1
Int
L’intégrale / 1n—t dt converge.
0 1—

(b) Notons f : ¢+ Intht. La fonction f est définie sur R%. Pour tout ¢ > 0, on a

ot —e—t ]2 , ,
_ — FIREN _ —2t —2t
tht_et+e*t_1+e*2t dou  f(t)=In(l—e?) —In(l+e*)
+oo
On en déduit qu’en 400, f(t) ~ —2e~2* donc f(t) dt converge. En 0, on écrit

1

f(t) =2t +0(t?)) +In(2+ O(t)) =Int +O(1) = o (

)

Sl

1
Alnsi, / f(t) dt converge et
0

+oo
L’intégrale / Intht dt converge.
0

(¢) L’application f : t — (cos v/t — chy/t)/t%/? est continue sur ]0;1]. De plus, lorsque u tend vers 0,
cosu—chu=[1- U—Q +O0@h) ) -1+ u—Q + O(u*) —u? d’ou f(t) _ L
B 2 2 Vi

Le critére de Riemann permet de conclure.

e Lcos V't — chv/t
L’intégrale —pr converge.
0

(d) L’application ¢ — 1/(e~t + t2e!) est continue sur R et équivalente en —oo et +oo respectivement a e’ et e~t/t2, qui
sont les intégrandes d’intégrales convergentes. Par conséquent,

oo dt

———— est convergente.
et + t2et

L’intégrale /

— 00

(%) CCP PC 2013

1
Nature de / IInt|® (1 — ¢)= dt en fonction de (a,b) € R2?
0

L’application f : t — |1nt|b (1 — t)® est définie, positive et continue sur |0; 1[. De plus, elle admet les équivalents en 0 et en 1
suivants :

F) ~ It et f(t) ~ (-t

t—0t t—1—
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Exercices INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE 2

Notons que quel que soit la valeur de b, |1nt|b =o0 (1 / \/f), ce qui justifie que f est intégrable en 0 quel que soient les réels a
et b. Le crittére de Riemann assure par ailleurs que f est intégrable en 1 si et seulement si a + b > —1, d’oit pour conclure,

1
L’intégrale / Int|” (1 — )@ dt converge si et seulement si a+ b+ 1> 0.
0

(+)

+oo
t
(a). A quelle condition sur o € R V'intégrale I(a) = / w dz est-elle convergente 7
0 €T
teo e T
b). Calculer 1(3/2), en admettant (ou en démontrant) que = —.
(v) (3/2) ( yawe [ =
t
(a) Notons fixr— arcane
x(l

La fonction f est continue sur R et admet les équivalents

1 ™

o fl@) ~

~Y
400 2%

f(z)

On en déduit par le critére de Riemann que 'intégrale converge si et seulement si « — 1 < 1 et o > 1 soit

~Y
z—0 xo—1

‘L’intégrale I(a) converge si et seulement si o € ]1;2]. ‘

(b) Pour o = 3/2, on commence par effectuer une intégration par parties en dérivant arctan. Il vient

o0 arctan arctanz ] +oo dz Foo dz
——dr = |2——— +2 IS |
0 a3/ Vo g o (1+2%)Vx o (I+2)Ve

L’intégration par parties est justifiée par Uexistence de limite finies (nulles) pour x — arctan(x)/y/z en 0 et en +oo,
et assure la convergence de la nouvelle intégrale. On peut maintenant effectuer le changement de variable v = /= d’ou
x =u? et dr = 2udu, avec  — /7 de classe C!, bijective et strictement croissante de R dans R7, et alors

T Audu

et grace au résultat admis I1(3/2) = mv/2

Remarque : Le calcul de l'intégrale admise peut par exemple s’effectuer en justifiant la décomposition en éléments simple
suivante, laquelle peut s’obtenir en décomposant dans C avant de repasser dans R en groupant les quantités conjuguées (calcul
un peu lourd mais faisable)

1+ut 4

(+)

/2
Justifier la convergence et calculer la valeur de / coszln (tanx) dx.
0

L i uivE v
wWHuv/2+1 w2 —uv2+1

L’application f : z — cosx In(tanz) est continue sur ]0; 7/2[. Lorsque x tend vers 0, on a

In(tanz) =In (z + O(2®)) =Inz +In (1+ O(z?)) ~Inz

doi fa)~tma=o ()

Cet équivalent assure l'intégrabilité de f au voisinage de 0. Lorsque x tend vers 7/2, on a cette fois avec u = 7/2 — z,

f(z) = —sinuln(tanu) ~ —ulnu — 0
uU—r

La fonction f se prolonge donc par continuité en 7/2 ce qui prouve finalement U'intégrabilité de f sur ]0;7/2[. Ainsi,

/2
L’intégrale / cos x In(tan z) do est convergente.
0
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Exercices INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE 3

Pour calculer l'intégrale, on fixe € € |0; /4] et et on effectue une intégration par parties. Sachant que

1 d 1 1
tan’ (z) = dot - (In(t _ -
an’(z) cos?x ot dx (In(tan z)) cos2ztanx  sinxcosx
T/2—¢€ P T/2—€ 1
il vient / coszIntanz dz = [sinzIntanz]’ " — /
. . cos T
_ [ Intanz + Int (7T x)r/%e
= |sinzIntanz +Intan (- — 3 )|

L’application F': x — sinx Intanx — Intan <% — g) est de limite nulle en 0 (puisque sinzIntanz ~ zlnx). En 7/2, on pose
x=7/2—u et il vient
F(x) = —cosulntanu + Intan(u/2) = —In2 + (1 — cosu) Intanu = —In2 + O(u? Inu)

On en déduit que F' tend vers —In2 en 7/2, et donc en faisant tendre e vers 0 que

/2
/ coszIn(tanz) de = —In2
0

Remarque : On aurait pu intégrer directement sur ]0; 7/2 — €] en remarquand que sinz tanz a une limite finie en 0.

(+)

2
tint
Justifier la convergence et calculer la valeur de / B LI T
L (@)
Notons f: )52l —R

t— (tint)/(t? —1)3/2
L’application f est continue sur ]1;2] et lorsque ¢ tend vers 1, on a I’équivalent
tin(l1+ (t—1)) 1
(+ D= )P T BAVET

Le critére de Riemann assure alors I'intégrabilité de f sur ]1;2] et donc

2
L’intégral / It et t
mtegrale est convergente.
& 1 (12 —1)3/2 &

Pour calculer cette derniére, on effectue une intégration par parties

/2 tint dt:{ —Int ]2+/2 dt
e T e, e
L’intégration par parties se justifie par I’équivalent
Int In(1+ (¢t —1)) Vi—1
VE—1 Jitl/i—1t51 2

qui assure que le terme entre crochets a une limite finie nulle en 1. Dans la nouvelle intégrale, on pose maintenant le changement
de variable u = v/t2 — 1 sachant que ¢t — v/t2 — 1 est un C'-difféomorphisme de |1; +oo[ dans R*. Ainsi, il vient

dt V3 qu

t=+vu?+1 dt udu t /2
e u = — e —_— _—
1 V2 =1 o uf+1

vu2 +1

En reportant cette égalité dans 'intégration par parties, on obtient

2
tint In2 V3
z m dt = —% + [arctan}o

" /2 tint T In?2
SO1 —_— —_
1 (12 =1)3/2 3 V3

6] (+)

! dz
lcul S
Cacuer/o 3T /2]
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Exercices INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE 4

L’application x — 1/(2+ |1/x]) est continue par morceaux sur ]0; 1] (et méme en escalier), et prolongeable par continuité en
0 (elle tend vers 0 en ce point). Ainsi, 'intégrale est bien convergente. Pour la calculer, écrivons que

/1 dz , /1 dz
—_— = hm e —

puis par la relation de Chasles, et pour tout k& > 2,

/1 dx k’z—:l/l/f) de k=1 1 (1 1 >
162+ [1/x] = 1/(17+1)2+p_1’:1p+2 pop+l

Une double décomposition en éléments simples permet maintenant d’obtenir un téléscopage. En effet, pour tout p > 1,

1 1(1 1 ) . 1 ( 1 1 )
—_— = — _—— e = —
pip+2) 2\p p+2 (p+1(p+2) p+1 p+2

Jon k’il 1 1 1 _1 1+1 1 1 1 1
o Zp+2\p pt1) 2 2 k+1 k+2 2 k1

Il ne reste plus qu’a faire tendre k vers +o0o pour obtenir

/1 dz 1
0 24 [1/x] 4

(k)

/2
(a). Discuter suivant la valeur du paramétre o € R la convergence de l'intégrale I(a) = / (tanz) du.
(b). Etablir une relation entre I(a) et I(—a). 0
(¢). A laide du changement de variable u = v/tanz, et de la valeur de I'intégrale donnée en 3.(b), calculer 1(1/2).

n—1
™
(d). Montrer que o kzzo Vtan (k7 /2n) R 1(1/2).

(a) Notons f : x — (tanz)®. L’application f est continue sur ]0;7/2[ et est équivalente en 0 &  — z®. Elle est donc
intégrable au voisinage de 0 si et seulement si « > —1. En +o00, on a en posant t = 7/2 — x,

f(x)=(tanx)“:( ! )‘“Nt_a:< 1

tant /2 —x)”

Alnsi, f est intégrable au voisinage de 7/2 si et seulement si @ < 1. Par conséquent,

‘L’intégrale I(«) est convergente si et seulement si o € |—1; 1]. ‘

(b) Puisque f est a valeurs positive, la convergence de I(«) équivaut a lintégrabilité de f. Cela permet d’effectuer le
changement de variable affine x = 7/2 — ¢ et d’obtenir

/2 0
/ (tanx)® = —/ (tant)~®
0 /2

soit ‘Vae]—l;l[, I(a)z[(—a)‘
T2 dg
Dlaprés 1 tion précédente, 1(1/2) = I(—1/2) =
(¢) D’apres la question précédente (1/2) (—1/2) /0 T

Effectuons le changement de variable u = v/tan x, avec le C!-diffSomorphisme x — v/tanz de ]0; /2] dans R*. Ainsi,

e~ 2wdu . /”/2 v _, /+°° du
Ir = arctanu r = —7 € = -
14 u? 0o Vtanz S

et donc, étant donnée la valeur de cette intégrale par I’énoncé

1(1/2) = /V2
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Exercices INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE 5

otons qu’il n’est pas possible d’appliquer les résultats sur les sommes de Riemann car la fonction z — v/tanz es
d) Not il n’est ible d’appli les résultat 1 de Ri la foncti Vit t
définie sur I'intervalle [0; /2] qui n’est pas un segment. Sa croissance permet en revanche d’affirmer que pour tout n > 1

et tout k € [1;n — 1],
km/(2n) (k:+1)7r/(2n)
/ Vitanz dx < — tan / Vianz dz
(k—1)7/(2n) 27l kr/(2n)

En sommant pour k£ allant de 1 & n — 1, et en rajoutant un terme nul & la somme centrale, il vient

(1-1/n)m/2 n—1
/ Vitanz dz < 2l >4/ tan ( ) / Vtanz dz
0 (2n)

k=0

On en déduit immédiatement par encadrement que

™5 Jian (’;:) L 1(1)2)

2n k=0 n—-+oo

(s5) Mines PC 2013

400
Nature et calcul de / L ?

oo (14 82)V4 +¢2

1
(1+2)V/4+ 2

L’application f est définie et continue sur R et lorsque ¢ tend vers l'infini, on a

f) ~ = et f(t) ~ —=

too 3 —co 3

Notons fit—

Le critére de Riemann assure alors la convergence de l'intégrale. Pour le calcul, on pose ¢t = 2shu. L’application u — shu est
une bijection C' strictement croissante de R dans R, ce qui valide le changement de variable. Ainsi,

/+°°d B /+°° 2chu du
—oo (T+)VA+12 Jooo (1 + 4sh®u)V/4 + 4sh?u

Sachant que ch® —sh? = 1, le deuxiéme terme se simplifie et ainsi

+Oof(t) dt_/Jroo du _/+°° du _/+°° et du
—oo e 144sh?u S X te e —1 o etu—e2u 41
2u

Posons maintenant r = e*" avec u — €* bijection strictement croissante de R vers ]0; +00[. On obtient cette fois

oo 1 [te° dr
t) dt = = L
oo 1® 2/0 r2—r+1

Cette derniére intégrale se calcule aprés mise sous forme canonique du dénominateur. On peut ainsi écrire
/ T dr / R G
o rP—r+1 Jo (r—1/2)%+3/4
/ 2/V/3 dr
R [2/V3(r—1/2)]" +
{ (Gl 1>)T“
arctan r— =
2 0
/+oo . 1
—arctan | ———=
0 “rtl V3

et finalement ft) dt = —=

(9] (s5) X PC 2013

Soit f : RT — R continue, intégrable et dérivable en 0.

(a). Montrer que x — f(x)/x est intégrable sur [1;4o0].
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Exercices INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE 6

130~ flat)

R+* t

(b). Justifier l'existence et donner la valeur en fonction de «, 8 > 0 de t.

t—1

—dt.
Int

1
(c). Calculer /
0

(a) 1l suffit de remarquer que |f(x)/x| < |f(x)| pour tout z > 1. Cette domination assure, f étant intégrable sur R, que

‘L’application x +— f(x)/x est intégrable sur [1; +o0]. ‘

(b) Soit x,y > 0. En séparant les intégrales puis en faisant deux changements de variable affine, on obtient

VRGO~ flat) o [PEO G [V [ G, [
/xfdt:/ Tdt—/a Tdt:/a Tdt_ Tdt

T T Y ax

Lorsque y tend vers 400, on peut écrire grace a I'intégrabilité de x — f(x)/x

[T Ry P

y t y Y y—r+oo

Par ailleurs, f étant dérivable en 0, on peut écrire lorsque ¢ tend vers 0,

t 0
FO=fO +trO oty aon LD IO gy o)
En particulier, I'application ¢t — f(t)/t — f(0)/t est bornée au voisinage de 0. On peut donc trouver M € R, et € >0
tel que
t 0
Vit €]0;¢], ‘f()—f()lgM
t t
d’ott pour z < €/f3, en intégrant entre ax et Sz,
Bz £t Bz £y Bz
ydt— thg Mdt:M(ﬁ—a)x—0>O

Bx
Sachant que / @ dt = f(0)In(8/a), cela signifie que

[e%9)

Bw@ dt — f(0)In(8/a)

axT

On en déduit la convergence de l'intégrale et sa valeur.

/+°° f(Bt) — f(at)
0 t

dt = f(0) In(er/5)

(¢) L’application ¢t — (t — 1)/Int est continue sur ]0; 1[. Elle est prolongeable par continuité en 0 (par 0) et en 1 (par 1, en
vertu d’un développement limité). Elle est donc intégrable sur ]0; 1] ce qui permet d’effectuer le changement de variable
u= —Int (Papplication ¢t — —Int est un C!-difféomorphisme de ]0; 1| dans R*). Ainsi,

1 0 —u +oo —u —2u
t—1 -1 —
[ Gra= [ e eema= [
o Int teo U 0 U

En vertu du résultat du (b) (la fonction ¢ — e~ étant intégrable sur R.), il s’ensuit que

1
/ ! 1dt:h12
o Int

(%)

Soit (un),,cy définie par ug >0 et VneN, Upt1 = 2Up + 2¢/Uun V1 + Uy

+oo
et en déduire lim 47 "wu,.

/+°° de 9 dx
w1tz tnr TV1+ 2 n—+00

Montrer que
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Exercices INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE 7

Notons f : x — 2z + 2/7y/1 + 2. L’application f réalise un C!-difféomorphisme de R* dans lui-méme, ce qui permet de poser
le changement de variable t = 2z + \/zv/1 + z. Alors,

d&t ( Vit ﬁ)d 2yzv1+o+1+ 2z
= xr =

Vi Vive Vivite

dx

Remarquons alors que

t+l=2yzVI+z+1+2z=(Vz+V/1+2)? et t=2/2(Vz+V1+z)=22t+1

et ainsi, pour tout a > 0,

+oo
/ T/ 1 +x /f(a) tv1+t

En particulier, pour n € N et a = u,, il vient

Too 4y oo de

Vn € N, — =2 _—
/14 x wngr TVI+ T

On en déduit par récurrence immédiate que pour tout entier n,
oo dx 1 o da
w, TV14+z 2" /), zvVl+zx

Remarquons maintenant que 1/(xy/T + ) ~ 1/23/2 lorsque z tend vers +oco. On en déduit que

T dg /+°° de 2 )
w, TV1+ 1z noteo x3/2 o
- 2 1 [ da
d’ou _C o~ = "
Vi o 2" ), /14
t d 47"y, —— L T _de -
et donc U, - _—
n—+oo 4 wo /1 +x

Remarque : On peut calculer I'intégrale en posant v = /1 + x. Ainsi, z = v?> — 1, puis dz = 2vdv et
/+°° / 2 dv /+°° ( 1 1 > du—1n<‘/1+“0+1)
v/ 1+ x m?) —1 ViFuo v—1 v+ 1 N V1i+ug—1

La relation (*) se justifie par les transferts des relations de comparaison : si g est intégrable au voisinage de 400, et si f = o(g)
(resp. f ~ g), alors f est également intégrable au voisinage de +oo et

Trwa = o [Tawat) wen [ rwa o [T

x r—+00 Tr——+00

Ce résultat est hors-programme mais se montre trés facilement en passant par la définition des o(---) a l'aide des e. On peut
également utiliser le calcul de 'intégrale pour obtenir I’équivalent (x) mais c’est moins élégant.

()

2
0s“ ¢t
L’application ¢ — cos? ¢ est-elle intégrable sur RT ? Méme question pour ¢ — sur [1; +o0f.
nr+4m/2 nw+m/2 cos (t)
Pour tout entier n, on note I, = / cos?(t) dt et Jp = / dt
nmw—m/2 nw—m/2 t

L’intégrabilité de la fonction ¢ — cos(t)? (resp. t — cos(t)?/t) équivaut alors & la convergence des séries Y I,, (resp. > J,).
n>1 n>1

Par m-périodicité de la fonction cos?, il vient pour tout n > 1

w/2 -
I, = / cos(t)2dt = =
s 2

7\'/2 . 2 1 7\'/2 1
ot Jp = / cos()” 4, > / cos(t)? dt =
—rjput T (n—1/2)m ) 7/ 2n —1

Cette égalité et cette minoration assurent la divergence des deux séries pré-citées. Par conséquent,
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Exercices INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE 8

Les fonctions t — cos(t)? et t — cos(t)?/t ne sont pas intégrables sur [1;+oo. ‘

(+)

Etudier I'intégrabilité de z — 1 — th®z sur ]0; +oo[ en fonction du réel a.

Notons f :  — 1 — (thz)®, définie et continue sur R*. Lorsque x tend vers 0, on a I'équivalent thz ~ z. Par conséquent,
e Sia >0, f est prolongeable par continuité en 0 (par 1 si a > 0, et 2 si &« =0). On a donc intégrabilité de f en 0.
e Sia <0, alors f(z) ~x% et f est intégrable en 0 si et seulement si o < —1.

Lorsque x tend vers 400, on a cette fois

€T —X

e’ —e
thz = =(1— —2x 1 —237—1:1_2—2.'17 O —4dx
R e (I—e=*")(14e =) e %+ 0(e )

et donc (thz)® ~1—20e 2 + O(e™®)  puis  f(z) ~2ae™ %

Ainsi, f est intégrable au voisinage de +o00, quelle que soit la valeur de «. Pour conclure,

‘L’application x +— 1 — (thz)* est intégrable sur RY si et seulement si o < —1.

(%)

—+oo
Montrer que l'intégrale / xsin(2®) dz est convergente mais pas absolument convergente.
0

L’application = — zsin(z®) est continue sur R;. Soit A > 0. Sachant que z — z3 est un C'difféomorphisme de R* dans
lui-méme, on peut écrire avec u = >

A A3 A3 .
1 du 1 sinu
: 3 . 1/3 [ —
/1 xsin(z?) de = 3/1 ut/3 sin(u) 373 3/1 Y du

Dans cette derniére intégrale, on effectue une intégration par parties en intégrant sin, ce qui donne
3 3
Asinu d { cosur‘3 1 [ cosu d
—_— u = _—— —_ = —_— U
L ul/3 ul/3 14 3/, w3
+oo .

A
Sachant que 3 du est absolument convergente donc convergente, ces deux égalités montrent que / xsin(z3) dr a une
1 u 1

limite lorsque A tend vers +oo. Ainsi,

+oo
L’intégrale / rsin(z3) dz est convergente.
0

Notons maintenant pour tout entier n € N,
((n+1)m)t/?
I, :/ ‘xsin(ﬂc3)‘ dz
(nm)1/3

400
La convergence absolue de / rsin(2?®)dx équivaut alors a celle de Y I,,. Or, & nouveau par changement de variable u = z1/3,
0 n>0

pour tout entier n,

1 ("+1)”|sinu| 1 [t |sin u)
eyl ), st

La fonction [sin| est m-périodique donc son intégrale sur une période ne dépend pas du choix de la période, et est égale a 2. Il

s’ensuit la minoration I,, > 2/ [3(nm)'/3] et donc la divergence de la série 3 I,,. Par suite,
n>0

“+o0
L’intégrale / xsin(z3) dz n’est pas absolument convergente.
0

(k%)

Soit f continue et intégrable sur RT et o > 0. On note
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Exercices INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE 9

g: RY" — R
I ()

400 400
Montrer que g est intégrable sur RT" et que / g(t)dt = / f(t)dte.
0 0

Notons p: R — R
t—t—aft
L’application ¢ est C! sur R* avec vVt >0, Ot)y=1+ %

Dés lors que ¢’ est strictement positive, il s’ensuit que ¢ réalise un C'-diffeomorphisme de R* vers son image par ¢. Sachant
que ¢ tend vers —oo en 0 et +00 en +o0o, cette image est égale & R tout entier. Notons pour finir que ¢ s’annule en 1/« ce qui
assure que |p| induit des C!-diffeomorphismes de I; = ]0;/a] et Iy = [\/a; +oo[ vers R,.

Puisque f est intégrable sur R, le théoréme de changement de variable s’applique et prouve que ¢’ - (f o |p|) est intégrable sur

I, et Iy avec
/h Iw-(f0|<p|)=/12|so|-(f0|so)=/R+f

. Ve e oo @ oo
soit /0 g(t) (1 + t—z) dt = /\/E g(t) (1 + ﬁ) dt = ; f(u) du
+oo a +o0
et donc en sommant / g(t) (1 + t—2> dt =2 flw) du
0 0

Reste & justifier I'intégrabilité de g, et a se « débarrasser » du «/t? dans I'égalité ci-dessus. Remarquons déja que |¢'| est
supérieure a 1, donc |g| = |fo|p|| < |¢'- folp|], ce qui assure par domination l'intégrabilité de g sur R*. A l'aide du C!-
diffeomorphisme t — «//t, on obtient ensuite avec u = a/t

[l [Trsho o [Tust [

“+oo +oo
On peut donc conclure : L’application g est intégrable sur R* et / g(t)dt = f(t) dt.
0 0
(k)
) . 4 dx . +oo dx
Déterminer pour tout A > 0 la valeur de — 5 ¢t en déduire que ———5 5 converge.
o 14+ Acos?z 0 14 a3 cos?x

Pour calculer I'intégrale, on commence par remarquer que cos?(m — x) = cos? z pour tout = € [0; 7] d’out

/” dz _2/”/2 dz
o 14+ Xcos2zx "y 14+ Xcos?x

On effectue maintenant le changement de variable u = tanz, sachant que  — tanz est un C'-diffeomorphisme de [0;7/2]
dans R,. Alors,

du ; 9 1 1
= — e cos’x = =
1+ u? 1+tan’z 14?2

r = arctan u dx

doi /“/ ° da /+°° du Lo u e
— = I n
b o 14+ MXcos?z o l4+u?+ )2 VIF A2 VIitaz/l,

t finalement /7r do T
et finalemen =
o 1+ Xcos?2z /14 )2

Notons maintenant f : xz — et pour tout entier n,

(n+1)7
I, = / f(x) dx

Yy

1+ 23cos?x
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Exercices INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE 10

00
La fonction f étant positive, la convergence de I'intégrale / f(x)dz équivaut a celle de la série > I,,. Or, pour tout entier n,
0 n>0

/7T dz <] </7r dx
o T+ ((n+1)m3cos2z ~ "~ Jy 1+ (nm)3cos?x

s m

1+ ((n+Dn)? shes o (nm)3

soit d’aprés ce qui précéde

Il s’ensuit que I,, ~ 7/(nm)3/? et donc que la série 3 I,, converge par Riemann. Par suite,
n>0
C oo dzx
L’intégrale —————— est convergente.
o 1+ a3cos?(x)
(s5%) X PC 2013

Soit f de classe C! de I = [1;+o00o[ dans R. On suppose que (f’)? est intégrable sur I. Montrer que t — f(t)?/t? est intégrable
sur I et déterminer la limite de t — f(t)%/t en +oo.

Soit & > 1. Par intégration par parties, on obtient

-5 ] /f
- F)2 /f

Or, d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a également

/ FS) dt < < f t>1/2 (/1If’(t)2 dt)l/2
- ( 1“']”(:2)2 dt>1/2( 1+ch’(t)2 dt>1/2

en utilisant I'intégrabilité de f’? sur [1; +oo[. Au final, en notant

x +oo 1/2
2 l—>/ F@R/2dt A=f1)2 et B= ( ()2 dt)
1 1

il vient < A+ BVP
Pour en déduire que ® est bornée, on utilise les mises sous forme canonique et inégalités suivantes :
A\? A A A?
d—AVO<B  dou (\F—2) —ZgB puis ‘\F—Q‘g B+I

2
A / A? A / A?
et finalement Vo < ) +1/B+ Ve donc P < (2 +1/B+ 4>

+oo
La fonction ® est donc bornée, ce qui prouve bien que 'intégrale / f(t)?/t? dt converge. En d’autres termes,
1

‘La fonction t — f(¢)?/t? est intégrable sur [1;+o0|. ‘

(%)

™/
Posons flx) = / i (sint)” dt et Ve >0, glx)=zf(z)f(z—1)
0

. Déterminer le domaine de définition de f.

—~ o~
T
— ~—

. Montrer que g est 1-périodique.

—~
o
~

. Montrer que g admet une limite en 4+0o. En déduire la valeur de g(x) pour tout « > 0.
s

d). Etablir 'équivalent oo\ 227
(d) ablir 'équivalent f(x) r—too \| 2z
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Exercices INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE 11

(a) Pour tout x € R, 'application h : t — sin(¢)* est définie et continue sur |0; 7/2]. Lorsque ¢ tend vers 0, on a 1’équivalent
h(t) ~ t*, donc h est intégrable au voisinage de 0 si et seulement si x > —1. Par conséquent,

‘La fonction f est définie sur |—1; +o0]. ‘

(b) Soit > 0. Effectuons une intégration par parties dans 'expression de f(x + 1), en intégrant sint et en dérivant (sin¢)®.
On vérifie immédiatement que cost(sint)® a une limite nulle en 0, et ainsi

/2 /2
/ : (sint)™+! dt = [—(sint)® cos]7/> +/ ! z(sint)* ! cos® t dt
0 €
/2
= [—(sint)” cos t}g/Q + / x(sint)*~1(1 — sin?¢) dt
0

d’on fla+1l)=az(f(z—1)— f(x)) soit (z+1)f(x+1)=xf(z—1)

En multipliant par f(z), on obtient g(z + 1) = g(z), et ainsi

‘La fonction g est 1-périodique. ‘

(c¢) Il est clair que f est une fonction décroissante et positive. Ainsi, pour tout x > 2, en notant |x| sa partie entiére,

wf (L) + DS (l2)) < o) Saf (eI (L) =1 soit = glle] +1) < 9(0) < Trall))

Mais en vertu de la 1-périodicité de g, la quantité g(|z|) est une constante, égale a g(1) soit 7/2. Sachant que |z| ~ x
en 400, 'encadrement prouve donc que

‘ La fonction g converge vers /2. ‘

Une fonction périodique qui admet une limite en +00 est nécessairement constante. Par conséquent, g est constante et
plus précisément,

‘La fonction g est constante égale a /2. ‘

(d) En utilisant a nouveau la décroissance de f, il vient pour tout x > 0,

fla+1) < f(@) < fx—1) puis  flz+1)f(z) < f(@)? < fl@)flz—1)

Sachant que g est constante égale a w/2 d’aprés la question (c¢), encadrement devient

™ ™
< 2 <«
2 +1) — f@) < 2
™
t d ~
et donc f(x) o\ o

(5)

xT
Donner le domaine de définition, puis étudier la continuité et la dérivabilité de f : oz —— / sin(1/t) dt.
0

L’application ¢t —— sin(1/t) est continue sur R* et est un O(1) au voisinage de 0. On en déduit son intégrabilité sur tout
intervalle de la forme ]0;z] avec # > 0 ou de la forme [z;0[ avec & < 0. En revanche, f n’est pas définie en 0 car I'intégrale
définissant f(0) ne peut ni étre définie comme intégrale impropre, ni comme intégrale sur un segment. Ainsi,

‘La fonction f est définie sur R*.

Sur R*, f est une primitive de ¢t — sin(1/¢). Elle est donc de classe C*° sur R*. Etudions I’existence de limite et la dérivabilité
en 0.

x x
e Pour tout z non nul, on a |f(z)] < ‘/ [sin(1/¢)] dt‘ < ’/ 1 dt’ = ||
0 0

On en déduit aussitdot que f est prolongeable par continuité en 0 avec f(0) = 0.
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e Pour étudier la dérivabilité en 0, on effectue une intégration par partie. Pour tout z > 0 et tout € € |0; z],

/wgnaﬁ)w::/w““L”)t2dt=[ﬁamuﬁﬂj—z/zcwu/w
€ € 0

2
x
d’ott en faisant tendre e vers 0, f(x) = 2% cos(1/x) — 2/ tcos(1/t) dt
0

Un travail similaire donne I’égalité pour 2 < 0. Une majoration grossiére montre alors que |f(z)| < 222, ce qui assure
que f(z)/x tend vers 0 en 0. Ainsi, f est dérivable en 0 avec f'(0) = 0.

Pour conclure, La fonction f est définie et C*° sur R*. Elle est de plus prolon-
geable par continuité en 0, et le prolongement est dérivable en 0.

(%)

2 oo 2
Soit f définie par fz) =¢€" / et dt

Justifier que f est définie pour tout réel x, puis donner un développement asymptotique a tout ordre en +oc de f.

L’application ¢t — e~t* est continue sur R et dominée par 1/t? en +oo. Elle est donc intégrable sur tout intervalle de la forme
[; +00[ avec x € R et par conséquent,

‘La fonction f est définie sur R. ‘

Dans toute la suite, on fixe z > 0. Par intégration par parties, sachant que te=t" est de limite nulle en +oo par croissances
comparées,
+oo 2
+oo o0 q 6*f2 00—t
/ e_tzdtzf S te P dt = | — —/ - dt
. - t 2t . - 2t
+o0 —z? +oo —t?
le 1 e
puis / et dt == — f/ —5—dt
" 2 x 2/, t

. . _2 2 o . .
De la méme maniére, en écrivant e~ /t?> = (te~!")/t3, une nouvelle intégration par parties donne

“+o0 —x? —x? +oo —¢2
*tzdtzle ,167 § Ldt
/w ¢ 2 » 48 i) A

+oo —z? —z? —z? +oo —¢?
1 1 3 3-5
puis a nouveau par IPP /w et dt = 3 ¢ p 63:3 + 3 ex5 ~ 5 ’ ete dt
Pour tout entier p € N, on note donc
_1 _ 1-3---(2p—1)  (=1D)"@p)! _ (=1)"(2p)’
@0 = 2 et Vpz1, ap=(-1)7 op+1 S op.pl.optl T 92pFlp)

Au passage, cette derniére expression reste vraie pour p = 0. On généralise maintenant par récurrence immeédiate sur p I’égalité

+oo R p e—:cz +oo e 2
—t —
VPEN, / (& dt = szW +20ép+1/ Wdt
T k=0 T

0< +midt<6712 T dt _ e -0 i
- v t2p+2 — m t2p+2 (2p+1)x2p+1 m2p+1

En réinjectant cette domination dans 1’égalité précédente, puis en multipliant par ezz, on obtient le développement asymptotique

a tout ordre
] =l (—1)k(2k) 1 1
eN, o fl2) = /;::0 o1y gakii 1O <$2p+1>

Remarquons ensuite que

(%)

(154
arccost
Soit ¢ définie par T) = dt
v P #(w) /x arcsint
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(a). Donner le domaine de définition de ¢.

(b). Déterminer un équivalent simple de ¢(z) en 0.

(a) La fonction ¢ — arccos(t)/ arcsin(t) est définie sur D = [~1;0[U]0; 1]. La quantité ¢(z) est définie seulement si |z; 2|
est inclus dans D. Cette condition impose z € [0;1]. Réciproquement, si = € ]0;1], la quantité p(x) est bien définie
comme intégrale d’une fonction continue sur un segment. Pour x = 0, elle n’est définie ni comme intégrale sur un
segment (puisque 0 n’est pas dans D), ni comme intégrale impropre (car ]0; 0[ est vide). Ainsi,

‘La fonction ¢ est définie sur |0; 1]. ‘

(b) Lorsque t tend vers 0, on a =1+ O(t?) d’'ou

1
V1—1t2

- arccost
arccost = g —t+O0(t®) et arcsint=t+ O(t%) puis =2

+0(t)

arcsint 2t
Il existe donc 6 € ]0;1[ et A € R, tels que

arccost ™

vt € 10; 4], < At

arcsint 2t

En intégrant cette inégalité entre et * pour 0 < x < § (ce qui implique 0 < 2* < 4, il vient

4 4 4
* arccost T z 3 In o
| pdt<A4 s0i —~ < A(2? — 2%) = O(22
/z arcsin ¢ dt /I 2t dt| < /ﬂg tdt soit ’80(93) < A(x* — 2%) = O(2?)
3T
Pour conclure, o(2) ~ “Inzx
z—0 2

(%)

Soit f : R — R continue et 1-périodique.

+o0
(a). Montrer que pour tout A > 0, 'intégrale / e My (t) dt converge.
0

A—0t

+oo
(b). Déterminer lim /\/ e Mf(t)dt
0

(a) La fonction f étant continue et 1-périodique, elle est bornée sur R. Par suite, pour tout A > 0 et tout ¢t € R,, on a
le=Mf(t)| < e || f]| - Cette domination suffit pour prouver que

+oo
Pour tout A > 0, I'intégrale / e~ f(t) dt converge.
0

(b) Soit A > 0. Effectuons le changement de variable ¢t = v — 1 dans U'intégrale. Il vient par périodicité de f,

/0+Ooe’\tf(t) dt = /1+Ooe)‘(“1)f(u —1)du= e>‘/1+ooe>‘“f(u) du

doi (1- e‘A)/+OOe_“f(t) dt = /le"\tf(t) i
0 0

Notons que 1 —e~* ~ X lorsque A tend vers +o0. Il ne reste donc qu’a déterminer la limite du terme de droite ci-dessus.
Appliquons pour cela l'intégalité des accroissements finis a la fonction h : u — e~ entre 0 et At, avec A > 0 et t € [0; 1].

Alors,
le™ —1] < |M\t| sup |W(u)] =Xt
uwe[0;At]
Dés lors, ’Mf dtf/ f(t dt‘ / e f@)] dt < AK

avec K = / t|f(t)] dt, indépendant de A. Par conséquent, / “AMF(t) dt —> / f(t)dt et
0
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A—0

o'} 1
lim A/+ e Mf(t)dt = / f(t)dt
0 J0O

Remarque : On aurait aussi pu utiliser la caractérisation séquentielle de la limite et le TCD pour trouver la limite de

la quantité / e M f(t) dt lorsque A tend vers 0.
0
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