Corrections VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES 1

(**) Mines PC 2016

Un centre d’appel cherche a contacter n personnes, chacune ayant une probabilité p € ]0; 1] de répondre. On note X le nombre
de personnes ayant répondu & la premiére vague d’appels. Le centre lance un nouvel appel aux personnes n’ayant pas répondu
la premiére fois. Soit Y le nombre de personnes ayant répondu la deuxiéme fois, mais pas la premiére.

(a).
(b).
().

Donner la loi de X.
Déterminer P(Y = k|X = i) pour (i, k) € [0;n]>.

Soit Z = X + Y. Donner la loi de Z ainsi que son espérance.

. L’énoncé suppose implicitement que les premiers appels sont mutuellement indépendant. L’expérience aléatoire consiste

donc a répéter n expériences de Bernoulli de paramétre p et de faire la somme des résultats. Dés lors,

‘La variable X suit une loi binomiale de parameétres (n, p). ‘

. Lévénement (Y = kN X = i) est vide si k44 > n (il ne peut y avoir plus de n personnes qui répondent aux appels).

Par ailleurs, le nombre de personnes répondant au deuxiéme appel parmi les n — ¢ n’ayant pas répondu au premier suit
la encore une loi binomiale, de paramétres (n — ¢, p) cette fois. Ainsi,

n=1i\ n—i—k ;
1- k<n—
Vike[0;n], P(Y =KX =i) = ( k )p( P) Bh=nT

0 sinon

. La variable Z est & valeurs dans [0;n]. Soit & € [0;n]. En utilisant le systéme complet d’événements ((X = ))icfosn]s

il vient

n

P(Z=k) =Y P(Z=knX =i

1=0
— S PY =k—inX =)
=0
k
S P(Y = k—i[X =i)- P(X =)
1=0

P(Z=k)
On peut utiliser les expressions des deux questions précédentes pour obtenir

P(Z=k) = (Z - E) P =) (?) pi(l—p)ni

=0
_ ¥ (n—1i)! n! o
_ig)(k—i)!(n—k)!i!(n_i)!pk(l—p)2 g
n! k | .
P(Z=k) = m:ﬂk(l - P)z(”*@i;)ﬁg —p)E

On peut alors utiliser la formule du binéme pour simplifier la derniére somme et obtenir
P(Z =Fk) = n k:]__ 2(n7k:)1 1— k _ n /rl_/nfk
(Z=k)={,)r(1-p) A+A=p)" =) @)QA-p)
ou l'on a posé p=2p—p?=1—(1-p)?

On constate donc que Z suit une loi binomiale de paramétres (p’,n), et donc que son espérance est np’. Finalement,

La variable aléatoire Z suit une loi binomiale de paramétres (n,p(2 — p)) et a pour espérance np(2 — p). ‘

Remarque : Le résultat ne doit pas étre une surprise. L’expérience aléatoire équivaut a exécuter n fois et de maniére
indépendante « appeler une personne une premiére fois, puis une deuxiéme fois en cas d’échec » qui suit clairement une
loi de Bernoulli avec probabilité d’échec de (1 — p)? et donc une probabilité de succés de 1 — (1 — p)2.

() X PC 2016

En arrivant dans un restaurant, n personnes déposent leur manteau au vestiaire. En partant du restaurant, chacun prend un
manteau au hasard. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de personnes ayant récupéré leur manteau. Déterminer la loi

de X.
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On modélise l'expérience par l'univers o,, des permutations de [1;n] (ot (i) représente le numéro du manteau récupéré le
i-iéme individu, puis en posant

X: 0o, —N
o +— card {k,o(k) = k}

Déterminer la loi de X consiste alors & calculer le nombre de permutations de [1;n] ayant exactement k points fixes pour tout
entier k. Notons o, ;, I’ensemble des ces permutations. Pour construire un élément de o, 1,

n
k

e Puis on choisit un dérangement, c’est-a-dire une permutation sans points fixes, des n — k éléments restants. Le nombre
de possibilités ne dépend pas des éléments & permuter, seulement du cardinal de I’ensemble des éléments en question,
en 'occurrence n — k. On a donc d,,—j, choix possibles, oil 'on note d,, le nombre de dérangements d'un ensemble a p
éléments pour pour tout entier p.

e On commence par choisir les k points fixes dans [1;n]. On a ( ) possibilités.

Ainsi, pour tout k € [0;n], P(X=k)= m = % (Z) dn—k
n .

Il suffit maintenant de déterminer une expression de d,,_;. Remarquons pour cela que pour tout entier n,

Op = kL,JO Onk d’ou nl=> (Z) dr—t;

En posant le changement d’indice p = n — k et par symétrie des coefficients binomiaux, il vient ainsi
2o(n
Vn € N, nl=> d, (%)
p=0 \P
Un exercice classique permet alors d’en déduire une formule inverse de la forme
" n
Vn € N, dp= Y (=1)"7F A k! (%)
k=0

La preuve de (x) = (¥*) peut se faire de diverses fagons, en particulier par récurrence méme si c¢’est un peu laborieux.
On trouvera une preuve plus élégante dans I’épreuve Centrale 2 PC 2016 (questions I.A.7 et 1.A.8). Aprés simplifications des
factorielles et un nouveau changement d’indices p = n — k, on obtient finalement

2, (—1)F
Vn € N, dp=nlY" '
i k!
. 1n=k(-1)P
et en particulier VEk € [0;n], P(X =k) = = 3 '
k'. p=0 p:
(%) Centrale PC 2016

Une urne contient 2n boules. Parmi ces boules, n portent le numéro 0, les autres sont numérotées de 1 & n. On tire simultanément
n boules de 'urne. Pour i € [1;n], soit X; la variable aléatoire égale a 1 si la boule portant le numéro ¢ a été tirée, 0 sinon.

(a). Déterminer la loi de X;, la covariance cov(X;, X;) si 1 <i < j <n.
(b). Soit S la somme des numéros tirés. Déterminer E(S) et V(S).

(a). La variable aléatoire X; est a valeurs dans {0, 1}. Pour déterminer la loi de X;, il suffit de compter le nombre de tirages
qui contiennent la boule 7. Pour construire un tel tirage, on choisit n — 1 boules parmi les 2n — 1 différentes de 4, puis
on rajoute ¢ au lot. Ainsi,

- (i) _ @Dty e 1

<2n) (n—=D!(2n)!  2n 2

n

Vi e [1;n], P(X; =

Notamment, ’ La variable aléatoire X; suit une loi uniforme sur {0, 1}. ‘

L’énoncé ne le demande pas explicitement mais en particulier,

Vie[Ln], EX)=-
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Soient maintenant ¢ # j. Par définition,
cov(X;, X;) = E(X; - X;) — B(X;)B(X;)

Comme précédemment, X; - X; est & valeurs dans {0,1} et il suffit de déterminer le nombre de tirages pour lesquels
contenant les boules 7 et 7 pour déterminer sa loi. La encore, on construit un tel tirages en sélectionnant n — 2 boules
parmi celles distinctes de i et j, puis on rajoute i et j. Ainsi,

<2n - 2)
) n—2 (2n —2)! (n!)? n(n —1) n—1
vie[lin], P(Xi-X;=1)= - _ _
ielin] i Xj=1) 2n 2l (2n)]  2n(2n—1)  2@2n-1)
n
t d B(X; X;)=1-P(X;- X;)=1——"—1_
e C ST T 22n - 1)
n—1 1 1

t fini X Xj)= o

et pour finir cov( ) Sen—1) 1 201
(b). Par définition de S et des (X;)ie[1;n] S=3X;

i=1
d’ou, par linéarité de 'espérance, ES)=>FEX;) = %
i=1

Par définition de la variance,
n n
V(S)=E(S?) —E(S)? on SP=1X+2-3 XX
i=1 i<j

Toujours par linéarité de I’espérance,

E(S?) = iE(Xﬂ) +2- iE(Xi - Xj)

i=1 i<j

Notons que X;2 = X; puisque X; est a valeurs dans {0,1}. En particulier, X,;? a également une espérance de valeur 1 /2.
L’espérance de X; - X; a été calculée précédemment. Finalement,

L noon-—1
B(S2) =S -+2.5 —— —
(59 = 2572 2o 1)
_ ﬁ+2‘n(n—l)' n—1
2 2 2(2n—1)
~n(2n—1)+n(n—1)?
B 2(2n — 1)
E(S? "
(5%) = 2(2n — 1)
n? n? 9 n 1
v enfin = 3any 7" {mn_nJ
. n2
soit pour conclure V(S) = 4(2n — 1)
() ENS PC 2016

Soit X une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs. On dit que A est une valeur médiane si P(X < \) > 1/2 et
P(X >\ >1/2

(a). Montrer que X admet une valeur médiane. Est-elle forcément unique ?

(b). Trouver ¢ minimisant ¢t — E((X — t)?).

(c). Trouver ¢ minimisant ¢t — E(|X — t]).
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Dans tout l'exercice, puisque X est a valeurs finies, on notera X () = {xg,- - ,x,} avec n € N et on peut sans perdre de
généralité supposer zo < -+ < x,. Pour tout entier 7, on note p; = P((X = x;)). Avec ces notations, on a donc

m
(a). Soit m le plus petit entier de [0;n] tel que > pr > 1/2. Montrons qu’alors x,, est une valeur médiane.

k=0
e D’une part, (X <zp) = U (X =ay)
k=0
m m 1
d’on P(X Szm))= L P(X =2k)) = Xpe 25
k=0 k=0
e D’autre part, (X >apy)= U (X =)
k=m
n n m—1
d’on P(X Zzam)= X P(X=ap)= Xpe=1- 3 px
k=m k=m k=0
m—1 1
Mais par définition de m, on a > pp < 3 ce qui implique notamment que
k=0

P((X >zp)) >

DN |

Ainsi, x,, est bien une valeur médiane, ce qui prouve que

La variable aléatoire X admet au moins une valeur médiane.

Notons que si X suit une loi uniforme sur [0; 1], alors pour tout z € [0; 1],

1
P(ng):P(Xz:E):i
ce qui prouve que Il n’y a pas nécessairement unicité d’une valeur médiane. ‘
(b). Pour tout réel ¢, E(X —t)?) = B(X?) - 2tE(X) + t?

qui est une quantité polynomiale de degré 2 de coeflicient dominant strictement positif (en l'occurrence 1). Elle admet
donc un unique minimum global, qui est atteint en 'unique zéro de sa dérivée. Par conséquent,

‘La fonction t — E((X — t)?) atteint son minimum en t = E(X). ‘

(c). Notons ® : t — E(]X —t|). En vertu du théoréme de transfert, on a pour tout réel ¢

(1) = > pr [t — i
k=0

L’application ® est donc dérivable sur R\ {zq,...,z,} avec
—1 sit <z
(b/ o 7 n
(1) = Sk — D, pr sit€|x;xiqa] avec i € [0;n — 1]
k=0 k=i+1
1 sit>ax,
La fonction @ est donc constante par morceaux et croissante sur R\ {zg,...,2,}. De plus,

i n i i 1
k= 220 = 2 p 120 = Y=g

k=0 k=it1 k=0 k=0
On en déduit notamment que si m est Uentier introduit & la premiére question, alors ®’'(¢) est strictement négative si
t < x,, et positive si t > z,,. En particulier, ® atteint un minimum global en x,,.
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‘ L’application ¢ — FE(]X — t|) atteint un minimum global en la valeur médiane définie a la question (a). ‘

m m

Remarque : Si Y pr > 1/2, alors c’est le seul point en lequel le minimum global est atteint. Si > pr = 1/2, elle atteint
k=0 k=0

ce minimum global sur tout 'intervalle [,,,; X, 11], et plus généralement sur [z,,; 2ar4+1] ot M est plus grand entier tel

M
que > . pr=1/2.
k=0

(%) Centrale PC 2019

Soit une piéce ayant pour probabilité p de tomber sur pile et ¢ = 1 — p de tomber sur face. A lance la piéce et s’arréte de la
lancer lorsqu’il fait pile pour la premiére fois. On note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers effectués par A. B
lance alors la piéce autant de fois que A. On note Y la variable aléatoire égale au nombre de pile effectués par B.

().
(b).
().
(d).

Déterminer ’ensemble image de X et de Y.
Pour tout j € N et pour tout k € N*| calculer P(Y = j|X = k).
Donner la loi de Y.

Y admet-elle une espérance ?

().

A doit faire au moins un lancer avant de s’arréter et peut en faire un nombre arbitrairement grand. B peut alors avoir
un nombre arbitrairement grand de lancers a effectuer qui peuvent aussi bien tous faire pile ou ne faire que des faces.
Par conséquent,

| X(Q) =N et Y(Q)=N]|

. Une variable aléatoire donnant le nombre de piles obtenus lors d’une série de k lancers, k étant fixé, suit une loi binomiale

de paramétres (k,p). Par conséquent,

L k=7 . ..
V(j,k) e NxN*, P =j|X=k)= g (j) sij<k

sinon

. Soit j € N. D’aprés la formule des probabilités totales, avec le systéme complet d’événements (X = k))ken-,

P(Y = j) = :iP(Y —jX=k) P(X = k)

D’aprés la question précédente, les termes d’indices k£ < j de la somme sont nuls. De plus, il est clair que X suit une loi
géométrique de paramétre p. Ainsi, si j > 1,

. g i k—j k k—1
PY=j)=>p -¢"7-|.)pq
k=j J

N Jrioqzr (7" +J>

r=0 .7
: 1 & n+p\ .
Or, pour tout |z| < 1 et tout entier p, m = nZ=:O < » z (%)
) . 1
— =it -1 -
donc PY=j)=p q 1=

Sachant que 1 — ¢?> = (1 — ¢)(1+ ¢q) = p(1 + q), on peut simplifier légérement en

Py =gy =2
AN T
our 3 =Uu, =V)= q -pP-q =p2.9 =P =
k=1 k=1 1-¢* 1+g¢g
ce qui achéve de déterminer la loi.
¢! o
——— sij>1
+1
vieN, Py=j=J 1+
% sinon
q
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(d). La variable aléatoire Y admet une espérance si et seulement si »_ j- P(Y = j) converge. Or, pour tout j > 1,
Jj=0

j.P(YZj):j'(l_q:q)leZj'<1j_q>j'q(1l—|—q) :0<.712>

par croissances comparées dés lors que ¢/(1 4 ¢) < 1. Ainsi, par Riemann, la série Y j - P(Y = j) converge et
Jj>0

‘La variable aléatoire Y admet une espérance. ‘

Remarque : Il est vraisemblable que 1’énoncé soit incomplet et demande ensuite de calculer cette espérance. A 1'aide
de (%), on trouve facilement que celle-ci vaut exactement 1.

(6] (%) CCP PC 2019

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes indépendantes qui suivent toutes deux une loi géométrique de paramétre p.
On note U = max(X,Y) et V =min(X,Y).

(a). Donner la loi de (U, V).
(b). Donner la loi de V et E(V).

(a). Les variables aléatoires X et Y sont a valeurs dans N* donc il en est de méme pour U et V. De plus, U > V par définition
donc (U, V) est a valeurs dans {(a,b) € N* x N*, a > b}. Soient donc a,b € N* avec a > b. Dans un premier temps,

X=aY=b)UX=bY=a) sia>b

(U.V) = (a,b)) = ,
(X=a,Y=qa) sia=b

I'union étant disjointe dans le premier cas. Par indépendance, on a donc

P(X=a)-PY=b)+P(X=0)-PY =a) sia>b

P((U,V) = (a,b)) = ,
P(X=a)-P(Y=a) sia=b

et puisque X et Y suivent une loi géométrique de parameétre p, on en déduit la loi de (U, V)

Pour tous a,b € N* x N* avec a > b, en notant ¢ = 1 — p,

2p%¢*t2 sia>b

P((U, V) = (aab)) = { 2 a+b—2

pq sia=>b

(b). On rappelle que V est a valeurs dans N*. Pour déterminer la loi de V, utilisons la formule des probabilités totales. Soit

k € N*. Alors,

“+o0o

PV =Ek=>PU=rV=k)

r=1

D’apreés la question précédente, les termes d’indices strictement inférieurs a k sont nuls et I’égalité devient
—+o0
P(V — k‘) — p2q2k-—2 +2 E 2qk+r—2
r=k+1

A Tlaide de la formule donnant la somme des termes d’une suite géométrique, il vient finalement

2k—1
_ q _ _ _
P(V = k) — p2q2k 2 + 2p ?q :p2q2k 2 + 2pq2k 1 :p(p+ 2q)q2k 2
et finalement ‘Vk: e N*, P(V =k)=p(1+q)¢*2 ‘

L’espérance de V' est donnée par
+oo too
E(V)= Y kP(V=Fk)=p(l+q) 3 k¢*?
k=1 k=1
Pour calculer cette somme, on peut utiliser la formule

1
1—=2

+oo 1 +oo
=Y a2 qui donne par dérivation T = S kakt
k=0 (I-x) k=1

Vo e ]-1;1],
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too 1 1 1
En particulier avec r = ¢° kq*—2 = = =
k; (I—-¢?)? (1-9?(1+4q)? p*(1l+q)?
Final t os simplificati E(V) ! !
inalement, aprés simplifications = =
p(l+q) 1-¢
(%) Centrale PC 2016

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi de Poisson de paramétre A. Déterminer la loi de
max(X,Y).

Notons Z = max(X,Y) et soit k € N. Alors, on a I'union disjointe
(Z=k)=X=Y=khUX<EY=kKUX=FkKY <k)
d’ou P(Z=k)=P(X=Y=k)+P(X<kY=k)+P(X=kKY<Ek)
Par indépendance des variables et en utilisant la symétrie des roles de X et Y (qui suivent la méme loi), il s’ensuit que
P((Z=k)) = P((X =k))*+2P(X =k)- P(X <k)
=P(X =k) - 2P(X <k)—P(X =k)]
ce qui donne finalement par définition d’une loi de Poisson

VkeN, P(Z=k)= Ak‘]’;m lz (i Ap) - 2’:]

p=0 p!

Remarque : Je ne pense pas qu’il y ait moyen de simplifier cette expression, et notamment de se débarasser du symbole de
somme.

(%) Mines PC 2016

Soit X une variable aléatoire ayant un moment d’ordre n € N*. Montrer que X posséde un moment d’ordre p pour tout p < n.

P(X =ux) si|z| <1

Soit p < mn et z € X(Q). Alors, |[zPP(X =x)| <
|z"P(X = x)| si|z| >1
Dans tous les cas, |e"P(X = 2)| < P(X =) + [z"P(X = z)|

Le terme de droite est la somme de deux termes généraux de séries convergentes puisque par hypothése X admet un moment

d’ordre n et que >, P(X = x) est convergente de somme 1. Par comparaison, Y. xPP(X = z) est absolument convergente,
TeX(Q) zeX(Q)
ce qui signifie que

’ La variable aléatoire X admet un moment d’ordre p pour tout p < n. ‘

@ (%) Mines PC 2016

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi géométrique de paramétre p € ]0;1[. Calculer P(Y > X)
et P(Y = X).

Par définition, Y2X)={Jr=i et X=i) e (Y=X)=[JV=X=9)

i>1 i>1
et donc, par union disjointe puis par indépendance de X et Y,
+o00 +oo
PY>X)=> PY >1i)-P(X =1) et PY=X)=> PY =) -P(X =1)
i=1 i=1

Rappelons que lorsqu’une variable aléatoire Z suit une loi géométrique, alors P(Z > i) = (1 — p)*~! pour tout i € N* (c’est la
probabilité d’avoir ¢ — 1 échecs). Ainsi,
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+o0 +00 ] .
YL P Zi) P(X=i)= Yp(l-p)t-1-p)

i=1

+oo .
=pY (1—p)20D
i=1

P i) P(X =) = P -
i=1 B 1-(1-p32 2-p
+oo +oo ,
et par ailleurs NPY =i)-P(X=i)= > (p(1—p)1)?

i=1 i=1

+o0 .
_ p2 ;(1 _ p)2(1—1)

S i) P(X —i) = ’

7). =) = =

i=1 - 1-(1-p3? 2-p

Finalement PY>X)=— o PY=x)=_"

inalement, Z T2, € T,

(%) Mines PC 2016

Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes suivant une loi géométrique de parameétre p € ]0;1[. On pose U = | X — Y|
et V = min(X,Y). Déterminer la loi du couple (U,V) et en déduire les lois de U et V. Les variables U et V sont-elles
indépendantes 7

Commengons par remarquer que U est a valeurs dans N tandis que V est a valeurs dans N*. Soient donc i € N et j € N*. On
distingue deux cas suivant la valeur de ¢ :

e Sii =0, alors U=i,V=j)=X=Y=))
d’ott par indépendance des variables aléatoires X et Y
P((U =0,V =j)) = P(X =j,Y = j) = P(X = j) - P(Y = j) = p*(1 = p)*V 7"
e Si i est non nul, U=i,V=j)=X=j+i,Y=/))u(X=4Y =i+))
puis P(U=i,V=j)=P(X=i4+j)-P(Y=§)+P(X=j) -P(Y =i+3)

_ 2p2 (1 o p)i+2j*2

Finalement, La loi du couple (U, V) est donnée par
p?(1—p)20-Y sii=0

V(i) e NxN*,  P(U=iV =j) = o
( ) (( )) { 2])2 (1_p)1+2(]—1) Sinon

Pour déterminer la loi de U, utilisons le systéme complet d’événements ((Y = 7)), en+. On distingue encore deux cas suivant la
valeur de ¢ :

e Sii=0, alors P(U:O):4§OP(U:O V:j):pr(l—p)Q(j—l) = P’ __P
7 =1 ’ j=1 1-(1-p3? 2-p

- = : Ny 20— p’(A=p)"  2p(1-p)
e Sii>0,alors P(U=14)= S PU=i,V=35=2%p*1—p)t2-1=2 =
( : ng ( ) ng ( ) 1—-(1-p)? 2-p

Pour celle de V', on utilise le systéme complet d’événement ((X = 14));en. Ainsi, pour tout j € N*|
+oo
PV =j) = ;}P((U =1,V =j))
) +oo ) .
= p*(1—p)20=Y 423 p*(1—p)t20U-Y
i=1
L, WP
— 201 — \2G—1)
=p(1—p +
— I

= (1-p)?U=Y [p* + 2p(1 — p)]

P(V =j)=p2-p)(1—p)?U-D
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Ainsi, Les lois de U et V sont données respectivement par
p/(2=p) sii=0

Vi € N, P(U =1)) = { 2p(1—p)'/(2—p) sinon

et ViEN,  P(V=j)=p@-p)1-p?U

Compte tenu de ces valeurs, on vérifie immédiatement que 1'égalitée P((U =4,V = j)) = P((U = 1)) - P((V = j)) est vérifiée
pour tous (i,7) € N x N*| ce qui signifie que

Les variables aléatoires U et V' sont indépendantes. ‘

(%) Mines PC 2016

Soient a € [0;1] et b € Ry, X et Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans N de loi conjointe donnée par
ble (1 —a)~Ia’
Vi,j € N, P(X=4Y=j)= (i —5)y!

sij <1
0 sij>i

Déterminer les lois de X et de Y. Calculer leur espérance et leur variance si elles existent.

Soient (i, j) € N2. La formule des probabilités totales assure que

P(X:i)::ZjP(X:i,Y:k) et P(Y:j):gp(xzk,yzj)

i be b(1—a)"Fdk toobke=b(1 —a)k—ial

soit P(X =i) = k;o (i — k)Ik! ot P =3 = = (R=54t
_ b;—bkg <;) ak(1— a)i~h = :Zoszﬂe_bp(llﬂ_ e
_ bl:j!b(l L (1-a) = (ab);wg(b(lz;a))p,
P(X =i) = blj;b P(Y =j) = (ab)jj!ﬂeb(”) = (ab);fab

ce qui permet d’affirmer que

La variable aléatoire X (resp. Y') suit une loi de Poisson de paramétre b (resp. ab).
En particulier, elle admet b (resp. ab) pour espérance et pour variance.

(%) Mines PC 2016

Soit X une variable aléatoire réelle discréte suivant une loi de Poisson de paramétre A. Quelle est la probabilité que X soit pair ?

+o00o
Dans un premier temps, (X pair) = U (X =2k) d’ou P((X pair)) = > P((X = 2k))
k=0

keN
+o00 )\Qk
et donc, par définition d’une loi de Poisson, P((X pair)) =e Y 2h)!
k=0 :
soit ‘P((X pair)) = e_>‘ch/\‘
() Centrale PC 2016

Trois clients se présentent & une banque disposant de deux guichets. Les clients Cy et C5 se présentent en premier aux deux
guichets, puis le client C3 se présente ensuite au premier des deux guichets qui se libére. Le temps passé par le client C; suit
une loi géométrique de parameétre p € ]0; 1[. Déterminer la probabilité que C5 termine le dernier.

L’énoncé ne précise pas si on s’intéresse aux cas ot C3 termine le dernier au sens large (c’est-a-dire a égalité avec Cy ou Cb)
ou au sens strict. Le calcul ci-dessous concerne le cas ot C3 termine le dernier au sens large. On rappelle que si X suit une loi
géométrique de paramétre p, alors
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Vn € N¥, P(X >n)=(1—-pn!
Pour tout i € {1,2,3}, notons T; le temps passé par le client C; au guichet, puis E ’événement « C5 termine le dernier ». Alors,

E = ((TQ + 15 > Tl) n (TQ < Tl)) U ((Tl + 15 > TQ) N (Tl < Tg)) U (T1 = TQ) (*)

Fixons i < j € N*. Alors, P(Ty =iNTy=j)=P(Ty =i)-P(Ty =j) =p(1 —p)" ' p(1l —p)i~*

puis P(T 4+ T3 > Ty| (Th, Tz) = (i,§)) = P(Ts > j —i) = (1 —p)’ !
oo 4oo

Maintenant, (Ti+ T3> B) 0 (T < ) = | U (71 +T5 > ) 0 (11, T3) = (0,)))
1=1j5=14+1

et donc, puisque les unions sont disjointes,

+oo “+o00
P(Mi+T3>2To)N (T <T)= > | X P(Th+T3>To)N((Th,T2) = (%J))))
i=1 \ j=it+1
+oo +o0 o o
= 3| 2 PO+ T2 ) [(1, 1) = () - P11 T) = (0,9)
1= J=i+
too [ foo i 1 L
=> | X A=ptpd—p)~t-p(l—p)J~
i=1 \ j=it+1
+oo .
P((Ty+T5 > To) N (T < T)) = 52 5 ( > p)”*)
i=1 \ j=i+1
On peut maintenant utiliser deux fois la formule donnant la somme des termes d’une suite géométrique. Dans un premier temps,
400 , 1 — p)2i—1 1 — p)2i—1
Z (1_p)2]_3 _ ( p) - = ( p) -
j=it1 1-(1-p) 2p—p
puis P(Ti+T > T)N (T <Tp) = S a—ppit=t _1op _ 1°p
PR E T 2—pl—(1-p? (2-p)
De maniére similaire, on a clairement
1-—
P((T+Ts 2 T)N(B < T) = P((Ti+ T 2 T)N(T < T2) = 7;’)2

Il ne reste plus qu’a calculer la probabilité de 'événement (77 = T3). Pour cela, on a

P(Ty = ZP(TI Ty = i)

1=

i=1
—+00
= Xp(l—p)*?
1=1
1—(1-p)?
p
P((Ty=1)) = —
(Ty = T3)) 5 p
X 1—p p _2(1—-p)+p2-—p)
d’ou P(E)=2- +
&) (2-p?* 2-p (2-p)
2—p2
et pour conclure P(FE) =
&) (2-p)?

Remarque : Si on cherche la probabilité que C5 termine dernier au sens strict, il faut remplacer les inégalités larges par des
inégalités strictes dans (x). On rajoute alors un facteur (1 — p) dans le calcul de P ((T1 + T3 > 1) N (11 < T)) par rapport a
celui de P ((T1 + T35 > T») N (T1 < T3)). Au final, la probabilité de I’événement E devient avec g =1 —p

o (1=p)?  p _20-p?+p2-p) _p*=2p+2_ 1+4¢’

eopE T 2op (2-p)? 2-p? (1492

P(E) =

() ENS PC 2024

10
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(a).

(b).
().

Soit A > 0 et X, une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramétre A. Soit € > 0. Montrer que
P(|Xx— ) > eX) —— 0
A——+oo

Soient A > 0 et Ay, By, Cy et Dy quatre variables aléatoires indépendantes qui suivent une loi de Poisson de paramétre A.
Déterminer la limite lorsque A — 400 de la probabilité que le polynéme Ay X2+ By X 4+ C) ait toutes ses racines réelles.

Méme question avec Ay X2 4+ By X2 4+ Cy X + D,

(a).

11 suffit d’appliquer I'inégalité de Bienaimé-Tchebychev. Puisque X, admet A pour espérance et A pour variance, alors

A
Vp>0, P(Xx—Al=p) < —
p
o 1
On prend p = e\ et il vient P(IXx = A[ > e)) < - iy
6 .
et en particulier P(IXx—A>eXd) —— 0
A——+o0
. Notons R I’événement « Le polynéme Ay X2 4+ By X + C, a ses deux racines réelles »

Le polynome A)X? + ByX + C) a ses deux racines réelles si et seulement si (By)? — 4A4,Cy > 0. Considérons donc
I’événement

F = ((B)\)2 < 4A>\C)\)

On a donc R = E. Montrons que la probabilité de E converge vers 1 lorsque A tend vers +o00. A cet effet, fixons € > 0
et posons

Eas=(Ax>(1—-¢€)N) Ec=(Cy>(1-¢)N) et Ep=(Byx<(14¢€)))
Notons que, d’aprés le résultat de la question précédente, les probabilités de E 4, E¢ et Ep tendent vers 1 lorsque A tend
vers 400, puisque
VX € {A,B,C}, Ex C (|Xx— )\ >e))
Puisque les variables aléatoires sont indépendantes, on a ainsi

P(EAQEBQE(/V)ZP(EA)-P(EB)-P(Ec)—>1

A——+o0

Il ne reste donc plus qu’a choisir € pour que E4 N Eg N E¢ soit inclus dans E. Remarquons pour cela que
(Ax>(1—eA) O\x>(1—-eA) et (Bx<(1+e))) = (B\)?2< (14622 et 4A4,Cy > 4(1 —¢)?)\?

11 sufffit donc de prendre € tel que

1
(1+e)?<4(1—-€)? soit 14+e<2(l—¢€) soit €< 3
Avec ce choix, on obtient un événement 4 N Eg N E¢, inclus dans F, et donc la probabilité tend vers 1 lorsque A tend
vers +00. Il s’ensuit que la probabilité de E tend également vers 1 lorsque A tend vers +o00, donc son complémentaire R
a lui une probabilité de limite nulle. On peut donc conclure que

La probabilité que le polynome Ay X2 4+ By X + Oy ait toutes
ses racines réelles tend vers 0 lorsque A tend vers +oo.

(k) X PC 2016

Cinqg compéres sont autour d’une table ronde. Deux voisins ont chacun un ballon. A chaque tour, une personne ayant un ballon
le donne & son voisin de gauche ou & son voisin de droite avec une probabilité égale & 1/2. Déterminer le nombre moyen de
tours nécessaires pour qu’'une personne récupére les deux ballons.

Pour simplifier le probléme, commencgons par remarquer que la distance entre les deux ballons est au maximum de 2 personnes.
On généralise donc le probléme en définissant trois variables aléatoires X, X7 et X5 qui donnent chacune le nombre de
tours nécessaire pour qu’une personne récupére le ballon a partir d’une configuration initiale ot les 2 ballons sont a distances
respectives 0, 1 et 2 (Xg est donc la variable aléatoire nulle). Le probléme consiste alors & déterminer U'espérance de Xj.
Remarquons maintenant que si le ballon est a distance 1 (donc dans les mains de 2 voisins), alors

11
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e avec probabilité 1/2; les deux voisins lancent les 2 balles du méme coté et les ballons restent a distance 1;
e avec probabilité 1/4, ils lancent leur balle dans la direction de Pautre et les ballons restent & nouveau a distance 1;
e avec probabilité 1/4, ils lancent les balles dans la direction opposée a I’autre possesseur de balle et les ballons se retrouvent
a distance 2.
On vérifie facilement de maniére similaire que si les balles sont a distance 2, alors elles restent & distance 2 avec probabilité 1/2,

reviennent a distance 1 avec probabilité 1/4, et atterissent dans les mains de la méme personne avec probabilité 1/4. On en
déduit alors les relations de récurrences suivantes : pour tout k € N*,

P(Xy = k) = SP(Xy =k~ 1) + 1 P(Xs = k—1) (1)
et P(Xy = k) = %P(x2 —k-1)+ iP(Xl —h—1)+ iP(XO — k1) 2)

Admettons pour I'instant que X et X5 admettent une espérance. Multiplions ces deux égalités par k et sommons pour k allant
de 1 & +o0. Il vient pour (1)

+oo 3t 1 oo
SEP(Xi=k)=->kPX1=k—-1)+=->kP(Xo=k—-1)
k=1 4521 45=0
3+oo 1 foo
=2 (k+)PX1=k)+ > (k+1)P(X2=k)
45=0 45=0
En notant que pour tout entier i,
+oco +oo +oo
EX;,)=>kP(X,=k)= > kEP(X;,=k) et PX;=k)=1
k=0 k=1 k=1
. 3 1
on obtient E(Xy) = ZE(Xl) + ZE(XQ) +1 (3)
De maniére totalement similaire, ’égalité (2) donne
1 1
E(Xz) = §E(X2)+1E(X1)+E(X0)+1 (4)
La variable X étant nulle, on obtient le systéme
1 1
ZE(Xl) - ZE(XQ) =1
) d’ou E(X;)=12 et E(X2)=38

1
—7B(X) + S B(Xz) = 1

On en déduit donc que

’ Il faut en moyenne 12 tours pour qu’une personne récupére les 2 ballons. ‘

Il reste cependant & justifier que les espérances des variables aléatoires X et Xo sont bien définies. Pour cela, on peut remarquer
que X, étant nulle, les égalités (1) et (2) s’écrivent

Vk=2,  Zy=A-Zy1 ot A:(3/4 1/4) et Zk:<P(X1—k)>

1/4 1/2 P(Xy=k)
5 5
Alors, XA:X2_1X_E

de sorte que A admet deux valeurs propres réelles

La matrice A est donc diagonalisable et admet deux vecteurs propres Y; et Y5 associé respectivement a A; et Ag. Si I'on
décompose Z5 dans cette base, on obtient deux réels « et [ tels que

Zo=aY, +BY, puis  VE>2, Zy=aM T Y+ BN"TY,

Cette égalité implique en particulier que les suites (P(Xy = k))g>2 et (P(X2 = k))g>2 sont combinaisons linéaires des suites
(Alk)kzg et ()\Qk)kZQ d’ou puisque 0 < Ay < A\ < 1,

. . 1
Vie{1,2}, P(X;=k)=0\" puis EkPX;=k) =0(kMN")=0 (k2>
ce qui assure la convergence des séries définissant E(Xq) et E(X2).
(%) Mines PC 2016

Soient p,n € N*. On considére une suite (Xj,)req1;n] de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes une loi uniforme

)

sur [1;p]. On pose alors M,, = max{Xi,..., X}

12
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(a). Déterminer la loi de M,,.

(b). En déduire l'espérance de M, et déterminer la limite de E(M,,) lorsque n tend vers +o0o0. Commenter.

(a). Il est clair que M, est a valeurs dans [1;p]. Fixons k € [1;p]. On a clairement

M, <k)=[((Xi<k)  don  P((My < k) = ILP((X: <))
i=1 -
et puisque chacun des X; suit une loi uniforme sur [1;p],
k k"

vieln], P(X<K)=_ o PO <k)=

qui reste valable pour & = 0. Cela permet d’obtenir la loi de M,, compte tenu de ’égalité

kn — (k _ l)n

Il vient pour finir Vk € [1;p], P(M, =k)) = pn

(b). On a directement par définition de ’espérance
1 »
E(My) = — 3 k[k" — (k—1)"]
P k=1

On peut simplifier légérement cette expression en séparant et réindexant la somme ce qui donne

P P p—1 n—1
Ek[km,_(k_l)n] — Zk'k”— Z(k’—f—l)km :pn+1 _ an
k=1 k=1 k=0 k=1
pfl k n
et finalement EM,)=p— >, (p)
k=1

La somme est une somme finie de termes de suites géométriques de raison strictement inférieure & 1. Elle est donc de
limite nulle lorsque n tend vers +o00. Ainsi,

E(M,) ——p

n—-+oo

Ce résultat est intuitif dans le sens ou plus le nombre de variables est grand, plus la probabilité d’obtenir la valeur
maximale p avec au moins I'un d’entre elle est importante et, par voie de conséquence, plus I’espérance est proche de
cette valeur.

17] (%)

Une grenouille monte les marches d’un escalier en sautant a chaque étape une marche avec probabilité 1/2 et deux marches d’un
coup avec probabilité 1/2. On note X,, le nombre de marches franchies aprés n sauts, et Y;, le nombre de fois ou la grenouille
n’a sauté qu'une seule marche sur ses n premiers sauts.

(a). Déterminer la loi de Y,,. Exprimer X,, en fonction de Y;, et en déduire la loi de X,,, son espérance et sa variance.

(b). On note N, le nombre de sauts nécessaires pour atteindre ou dépasser la p-iéme marche, c’est-a-dire le plus petit entier
tel que Xy, > p. Exprimer pour p > 2 et k£ > 1 la probabilité P(N, = k) en fonction des probabilités P(N,_1 =k — 1)
et P(N,_2 =k —1). En déduire que

1 1
E(Np) = §E(Np—1) + §E(Np—2) +1

(c). En déduire 'espérance de N, et un équivalent de E(N,) lorsque p tend vers +o0o. Commenter.

(a). Il est clair que Y;, suit une loi binomiale de paramétres (n,1/2). Si la grenouille effectue Y;, sauts de une marche parmi
ses n premiers sauts, elle effectue (n —Y},) sauts de 2 marches. Par conséquent,

La variable aléatoire X, est ainsi a valeurs dans [n; 2n] et

13
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n 1 2n—k 1 n—(2n—k) 1 n
Vk € [n;2n], P(X,=k)=PY,=2n—k) = <2n _ k) (2) (2> ~ yn <2n — k)

puis B(X,)=2m—E(Y,)=2n—3 et V(X))=(-1)V(¥,)=V(Ya) =7
. 3n n
soit BX,) =5 et V(X)=1
2 4
. La famille {(X; = 1), (X1 = 2)} forme un systéme complet d’événements. En utilisant la formule des probabilités totales,
on obtient
P(N, = k) = P((N, = k) 1 (X1 = 1)) + P((N, = k) 1 (X1 = 2))
1
Notons que P((N,=k)N(X1=1)) = §P(Np,1 =k—1) (%)

car la probabilité de ne dépasser la case p qu’au k-iéme saut lorsque ’on saute une marche au premier saut est la méme
que de dépasser la case p — 1 seulement au (k — 1)-iéme saut (une preuve plus rigoureuse est rédigée en fin d’exercice).

1
De la méme maniére P((N,=k)N(X1=2)) = iP(Np,g =k—1)
1
et par conséquent P((N, =k) = 5 (P(Np-1=k—=1)+P(Np_2 =k —1))

Fixons maintenant p > 2. On multiplie par k I’égalité précédente puis on somme pour k allant de 1 & +oco. Notons que
la série converge en réalité puisque N, est & valeurs dans [[p/2]; p] donc la probabilité P(N, = k) est nulle pour k > p.
On obtient alors

+oo 1 foo 1 foo
Sk P((Ny =) =5 3 k- P(Npo1 =k = 1)+ 5 k- P(Nyoz = k= 1))
k=1 k=1 k=1

Le terme de gauche est égal & E(N,) (puisque le terme d’indice 0 de la somme est nulle). Pour les termes de droite, on
effectue un changement d’indice pour aboutir &

:Z::jk -P(Np-1=k—1)) = :Zj)(k +1)- P((N,_1 = k))
— %k‘ . P((Np—l = k;)) + %OP((Np_l _ k))
h=0 k=0

Sk P(Ny 1 =k~ 1)) = B(N, 1) + 1
k=1

On a bien entendu une formule similaire pour la deuxiéme somme du terme de droite, ce qui permet de conclure.

1 1
Vp > 2, E(N,) = 5E(Np_l) + 5E(NP_Q) +1

. Soit o € R. Pour tout entier p, on pose u, = E(N,) — ap de sorte que

1 1
W22 wptap=s(up+alp—1)+ (42 +alp—2)+1

. 1 1 3o
soit Up = 5 Up-1 + 5 Up—2 +1- -5
En prenant o = 2/3, on obtient que (up)pcn satisfait une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 a coefficients constants,

sans second membre cette fois, dont I’équation caractéristique est

1 1
r? = g + 3 de racines ri=1 et ro= —5
. 2p 1\?
Ainsi, Ja, 8 €R, VpeN, up:E(Np)—Eza—i—B —3
. 2 1
et puisque u=ENo)=0 et wm=EN)-3=3
on trouve o = —f = 2/9 et finalement

14
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2p 2 1\? 2p
" EN, E<Np>:3+9<1‘<‘2>)pﬁm3

Le résultat n’est pas surprenant. En moyenne, la grenouille fait des bonds de 3/2 marches par saut. Il lui faut donc
approximativement p/(3/2) sauts pour dépasser la p-iéme marche.

Preuve de (x) : Pour tout entier ¢, notons S; le nombre de marches (dans {1,2}) franchies lors du i-iéme saut, de sorte que
n
Vn €N, Xn=> 5
k=1

Les variables aléatoires (X;);cn sont supposées mutuellement indépendantes. Soient k > 1 et p > 2. Par définition,

(Np:k):(X1+"'+Xk’—1 <pnNnXy+--+Xp>p)

puis (Np=k)nXi=1)=X=DNXe+ -+ Xp1 <p-1NXa+ -+ X >p-—1)

Notons par conséquent Ay, 1 I'ensemble (fini) de toutes les suites finies a = (a;);c[2;x) de k — 1 éléments et & valeurs dans
{1,2} telles que

as+---Fap_1 <p—1 et as+---4+a,>p—1
On a alors la réunion disjointe
(Ny=R)n(X=1)= |J Xi=1X=as...,X=a)
a€A_1,p—1

Par indépendance mutuelle, il vient

P((Np=k)n(X1=1)))= > PXi=1)-P(Xy=az) - P(Xx = ax)

€A 1 p-1
et puisque chaque X; suit une loi uniforme sur {1, 2},
1 card(Ag_1.,—
P((N,=k)n(X; =1))) = > o= w
a€AR—1,p—1 2% 2
Mais un raisonnement similaire montre que
(Np1=k=1)=(X1+ -+ Xpo<p-D)NX1+-+ X1 2p—1)
== U (Xlzag,...,Xk._lzak)

a€AR_1,p-1

1 card(Ak_l,p_l)

puis P((Npo1=k—-1))) = HGAI;W?] oh—1 — ok—1
soit bien P(((Np =kNX;=1))) = %P((Np—l =k—1))) (%)

(%)

Une puce se déplace une une régle graduée infinie en partant de la position 0. A chaque instant, elle effectue un saut de une
unité vers la droite avec probabilité 1/2 ou un saut vers la gauche avec probabilité 1/2. Sa position aprés n sauts est notée X,
avec Xy = 0. Pour tout entier n > 1, on note U,, = X,, — X,,—1, qui suit donc une loi uniforme sur {—1,1}. On suppose que
les sauts sont indépendants, de sorte que (Up,)nen forme une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes. On
va justifier qu’avec une probabilité égale a 1, la marche de la puce est non bornée. On notera B I'ensemble « la suite (X,,)nen
est bornée » et pour tout m € N, on note B,, ’ensemble « la suite (X,,)nen est & valeurs dans [—m;m] ». On note pour finir
pour tous entiers n,m > 1

An,m = {Vk} S [[1; Qm]], U(anl)erk = 1}
oo
(a). Vérifier que B = U B,, et en déduire que B est un événement.
m=0
(b). On fixe un entier m > 1.
(i) Décrire As 3, puis Ag 3. Justifier que les événements (A, )nen+ sont mutuellement indépendants.

(ii) Soit n > 1. Calculer P(A, 1,). En déduire que I’événement « une infinité d’événements parmi (A, )nen se réalise »
est de probabilité 1.

—+o0
(iii) En déduire que P (U An,m> =1
n=1

15
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(iv) Montrer que A,, ,, C By,—1 pour tout entier n > 1, puis que P(B,,—1) = 0.

(c). Conclure.

(a). Soit (uy),n une suite d’entiers relatifs quelconque. On justifie sans difficulté I'équivalence

(Un),ey bornée <= Im e N, (un)nen est a valeurs dans [—m;m]

B,
1

ce qui justifie immédiatement 1’égalité B =

ﬁcg

Justifions maintenant que B,,, est un événement pour tout entier m. En effet, puisque X, est une variable aléatoire pour
tout entier n > 1, alors (X,, = k) est un événement pour tout entier k, puis

m

(X € [-msm]) = U (Xn =k)

k=—m
est une réunion finie d’événement donc un événement. Par suite,
B,, = ﬂ (X, € [-m;m])
neN

est également un événement par intersection dénombrable d’événements. Ceci étant valable pour tout m € N*, B est
une réunion dénombrable d’événements et ainsi

‘L’ensemble B est un événement. ‘

(b). (i) Par définition, Asz = (Ug = U9 = -+~ =Uszz = 1)

et Ags=Uss =Uss =---=Uszg =1)

Dans les deux, une issue réalise cette expérience si et seulement si la puce effectue 6 pas consécutifs vers la droite
(du 28-iéme au 33-iéme dans le premier cas, du 34-iéme au 39-iéme dans le second). On peut ainsi remarquer que

si n1,...,n, sont des entiers 2 & 2 distincts, alors A, ..., Ap, m sont définis par des familles 2 & 2 disjointes de
variables aléatoires indépendantes. En particulier, ces événements sont indépendants. Ceci étant valable quels que
soient nq,...,ny, il s’ensuit que

’ Les événéments (A, )nen+ sont mutuellement indépendants. ‘

(ii) Puisque les variables (U;);en+ sont indépendantes,
2m

2m 1
P(ATL m) = kl;Il P(U(2n71)m+k = 1) = kl;ll 5

)

1
et donc P(Anm) = T

Soit F' I’événement « une infinité d’événements parmi (A, m,)nen- se réalise ». En termes ensemblistes,

F:ﬂ UAk’m d’on F:U ﬂm
neN- kon neN* k>n

Montrons que P(F') = 0. Soit n > 1. Alors,

V0 ()

k>n N>n

d’ou par continuité décroissante et indépendance

N N 1 N—n+1
P kD A | = NLHEOOP ko Apm | = NLHEOO kl;[np [Arm] = NLHEOO (1 B 4”"L> =0
_ +oo I
puis PF)< P | () Aem| =0

n=1 E>n

Finalement, P(F) = 0 donc P(F) = 1 et ainsi,

‘L’événement « une infinité d’événements parmi (A, ,,)nen+ se réalise » est de probabilité 1.
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(iii) Si une infinité d’événements parmi (A, ,,)nen- se réalise, alors en particulier au moins I'un d’entre eux se réalise.

Plus rigoureusement,
M U Ak c U A
neN* k>n k>1

puisque l'intersection est donc comprise dans le premier terme. En passant aux probabilités, il vient

Pl UAem|=1<P | Am

neN* k>n E>1
et puisque la variable k£ est muette, P ( U An,m> =1
neN*
(iv) Soit w € A, 1. Alors par définition,
Vk € [1;2m], Uan-1ym+k(w) =1 d’ou Xnt1ym (W) = Xan-1)m(w) +2m

En particulier, on ne peut pas avoir a la fois X (2,4 1)m(w) et X(2;,—1)m (w) tous deux dans [—(m — 1);m — 1] car sinon,
leur différence serait majorée par 2(m — 1). Ainsi, la suite (X, (w))nen n'est pas a valeurs dans [—(m — 1);m — 1],
ce qui prouve bien que

An,m C Bmfl

Puisque chaque A,, ,,, est inclus dans B,,_1, leur réunion également et donc

“+o00 —+o00
U A4nm cBny  puis P (U An7m> =1< P(Bm_1)

n=1 n=1

Finalement, P(B,,—1) = 1 et donc P(B,,-1) =0

(¢c). On a donc justifié que P(B,,) = 0 pour tout m € N, donc la réunion dénombrable des (B, )men est également nulle. En
d’autres termes, B est de probabilité nulle, c’est-a-dire que

‘ L’événement « la marche de la puce n’est pas bornée » est un événement certain. ‘
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