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II. PROPRIETES DE 4 (n, K)

IT.A.1 | On sait que la trace Tr est une forme linéaire sur .# (n, K). En conséquence,

L’ensemble .#(n,K) = Ker (Tr ) est un sous-espace
vectoriel de .# (n,K), donc un K-espace vectoriel.

De surcroit, Tr est une forme linéaire non nulle sur .# (n,K) car Tr (I,) = n # 0.
De ce fait, rg (Tr) = 1; on déduit alors du théoréme du rang que

dim . (n,K) = n? = dimKer Tr + rg (Tr) = dim .#,(n,K) + 1

si bien que ’dim Mo(n,K) =n? -1 ‘

Soient A et B € .#(n,K). Par définition, [A, B] = AB — BA donc
Tr [A,B] =Tr(AB—-BA) =Tr (AB) — Tr(BA) =0
car Tr (AB) = Tr (BA) d’apreés les propriétés de la trace. Ainsi,

VA, Be.#(n,K)  [AB] € #(nK)]|

Vérifions d’abord que j est bien défini, puis montrer que c’est un morphisme
injectif de K3 dans .#,(2, K).

e Pour tout (z,y,2) € K3,
Tr j(z,y,2) =2+ (—z) =0
donc j(z,y, 2) € #y(2,K), ce qui montre que Papplication j est bien définie.
e Pour tout (z,y,2) € K3,

. - r y+z\y_ (1 0 0 1 0 1
J(x’y’z)_<y—z —x)_“:(o —1)“’(1 0>+Z(—1 0)
:$H0+y(X0+Y0)+ZJO

ce qui montre que j est un application linéaire de K3 dans .4 (2, K).
e Pour tout (z,y,2) € K3,

jlx,y,2) =0 < (yiz ijz> _ <g 8)
<= r=0ANy+2z2=0ANy—2=0AN—-2=0
<= 2=0AN2y=0A22z=0
jlr,y,2)=0<=z=y=2=0
donc j est un morphisme injectif.

e Enfin, d’apres le résultat de la question II.A.1,
dim .#,(2,K) =22 — 1 =3 = dimK3

Ainsi, j est un morphisme injectif entre K-espaces vectoriels de méme dimen-
sion, donc il est bijectif. Ceci montre que

L’application j est un isomorphisme de K3 dans .#,(2, K). ‘
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Soit A une matrice non nulle de .#;(2,K). Montrons que (i)=>(ii), puis
(il)=>(iii) et enfin (iii)==(i).

e Supposons (i), c’est-a-dire que A est nilpotente. Il existe alors r € N* tel que
A" = 0; en particulier, A n’est pas inversible si bien que 0 € sp (A).
Réciproquement, soit A € sp(A) et x € K2 un vecteur propre associé. Il en
découle que Ax = Az d’ou

Az =X"z=0
Comme z # 0, il vient A" = 0 soit A = 0. De ce fait, sp (A) = {0}, soit (ii).

e Supposons (ii), c’est-a-dire que sp (A) = {0}. Notons f I’endomorphisme de K?
canoniquement associé a A ; son polyndéme caractéristique étant de degré 2 et
admettant une racine puisque sp (A) # &, il est scindé sur K. En conséquence,
f est trigonalisable et, dans une base adaptée & = {e1, ez}, il admet pour

matrice
0 x

avec x # 0 car A # 0 implique f # 0. Ainsi,
flxe))=xf(e1) =0 et flex) =zey

donc dans la base Z’' = {x e1, e2}, 'endomorphisme f admet pour matrice

Mat g (f) = (8 é) = Xop

ce qui prouve que la matrice A est semblable & Xg, soit (iii).
e Supposons (iii), c’est-a-dire que A est semblable a Xj: il existe P € GL(2,K)
telle que A = P! X P. Il s’ensuit que
A2=P !X, *P=P1.0-P=0

si bien que A est nilpotente, soit (i).

Soient A et B deux matrices non nulles de . (2, C).
e Si A et B sont semblables, alors il existe P € GL(2,C) telle que B=P 1 AP.
De ce fait, on peut écrire
B-XIL =P 'AP-XP 'LP=P ! (A-XIL)P
d’ott  det (B —X1Iy) = det (P‘1 (A —XIy) P)
= det(P) det (A — XI) det (P™!)
soit  det (B —X1Ip) = det (A — X1y)
si bien que les matrices A et B ont le méme polynéme caractéristique.

e Réciproquement, supposons que A et B ont le méme polynoéme caractéristique
X, qui est de degré 2. Le corps de base étant C, le polynéme y est scindé.
De plus, A et B sont de trace nulle donc la somme des racines de x est nulle.

o Premier cas: x possede deux racines simples A et —\, avec A € C*. Dans
ce cas, les matrices A et B sont diagonalisables et toutes deux semblables
a la matrice A Hg, d’out A et B sont semblables par transitivité.
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o Second cas: x posséde une racine double, qui est nécessairement 0 puisque
la somme de ses racines est nulle. Dans ce cas,

sp(A)=sp(B)={0}) A#£0  B#0
donc, d’apres la question I1.C, les matrices A et B sont toutes deux sem-
blables & Xj, si bien que A et B sont semblables.

Finalement,

Deux matrices non nulles de .#(2, C) sont semblables dans .Z (2, C)
si, et seulement si, elles possedent le méme polynome caractéristique.

I1.D.2 | La tournure de cette question incite a chercher un contre-exemple. Le plus
simple est de prendre des matrices nilpotentes. En I'occurrence, définissons les ma-
trices carrées d’ordre 3

00 1 01 0
As=(0 0 0 et By=[0 0 1
00 0 00 0

et, pour n > 3, considérons les matrices de .#,(n, C) définies par blocs

A= (%3 g) ot B, = (%3 g)
Soit n > 3. Les matrices A, et B, ont bien le méme polyndéme caractéristique
(=1)™X™. Cependant, un calcul rapide montre que A% = 0et B, = A,,. Ainsi,
les matrices A,, et B,, ne peuvent pas représenter le méme endomorphisme de C"

dans des bases différentes car A,, # 0, ce qui prouve que A, et B, ne sont pas
semblables. Par conséquent,

Le résultat précédent devient faux pour deux
matrices non nulles de .#,(n,C) avec n > 3.

Dans C, le polynéme caractéristique de la matrice A

xa = X2+ 72 = (X +ir)(X —ir)
est scindé a racines simples car 7 # 0. A est donc diagonalisable sur C: il existe une
matrice complexe P inversible telle que

A=P (” 0 )P—l :irP(l O)P—1 —irPHy P!

0 —ir 0 —1
soit P1AP=irP'PH,P'P =irH,
Ainsi, ’Il existe une matrice P € GL(2,C) telle que irHy =P 1 AP.

Comme A = ir PHyP~! et Hy? = L, il vient
A?2= —?PH’P ! = —r?PLP 1 = 2L,

d’ou A2 4721, =0

IL.E.1.b | Raisonnons par I'absurde : supposons la famille (1/r f(w),w) liée. Comme
w n’est pas nul, il existe A € R tel que 1/rf(w) = Aw soit f(w) = Arw, d'on

f2(w) = f()\rw) = Arf(w) = \2724
Or, F2w) = f(fw) = A (Aw) = A%w = —r2w
car A2 = —r21, d’apres la question précédente, de sorte que
ANr2y=—r2w soit (/\2+1) r2u=0
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Comme w # 0 et r # 0, il en découle que A% + 1 = 0, ce qui est impossible puisque
A € R. Cette contradiction montre que (1/rf(w),w) est une famille libre de R?;
son cardinal étant égal a la dimension de cet espace, c’est une base de cet espace.

1
La famille %, = <f(w), w) est une base de R2.
r

Pour déterminer la matrice de f dans cette base, déterminons les images par f
des vecteurs de % : on a

F(316) = 1) -

1
r r

raeme s (1)

d’on Mat g, (f) = ( 0 6) =rJp

-

II.E.2 | Soient A et B deux matrices non nulles de .#,(2,R).

e On montre comme dans la question II.D.1 que si A et B sont semblables, elles
ont le méme polynéme caractéristique.

e Réciproquement, supposons que A et B ont le méme polyndéme caractéris-
tique x, qui est de degré 2. On a alors

X=X?-Tr(A)X +det A =X2+det A = X2 + det B

car Tr (A) = Tr (B) = 0. Trois cas se présentent.
o Premier cas: det A = detB = —r2 avec r € R*; alors x possede deux
racines simples r et —r. Comme dans la question II.D.1, les matrices A et

B sont toutes deux semblables a la matrice r Hg, donc elles sont semblables.

o Deuxiéme cas: det A = det B = 0. On a encore
sp(A)=sp(B)={0}  A#£0  B#0
donc d’apres la question II.C, les matrices A et B sont toutes deux sem-

blables & X donc elles sont sont semblables.

o Troisitme cas: detA = detB = r2 avec r € R*. D’aprés la question
II.E.1.b, A et B sont toutes deux semblables & r Jy donc elles sont sem-
blables.

Finalement,

Deux matrices non nulles de .#,(2, R) sont semblables dans .# (2, R)
si, et seulement si, elles possedent le méme polynéme caractéristique.

Notons que le résultat de la question II.E.1.a ne peut pas étre utilisé ici, car il
prouve seulement que des matrices sont semblables dans .# (2, C). Enfin, rap-
pelons que de maniére générale, deux matrices sont semblables dans .# (n, K)
si elles représentent le méme endomorphisme de K™ dans des bases différentes.

—a

II.F.1 | Comme M € .#;(2,K) est de trace nulle, elle est de la forme M = (Z b )

avec a, b et ¢ € R. Alors
det M = ’Z b ‘ = —a® —bc = —(a® + be)
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o_f(a b\ fa b _ a? +be 0
et M _<c a) (c a>_< 0 a? + be

si bien que Tr (M?) =2 (a® 4 bc) = —2detM

I1.F.2 | Envisageons deux cas pour M € .#,(2,K).

e Si M =0, alors M est nilpotente et Tr (M2) =0.

e Si M # 0, on déduit de la question II1.C que M est nilpotente si et seulement
si M et X sont semblables. D’apres les questions I1.D.1 et I1.E.2, ces matrices
sont semblables dans .# (2, K) si, et seulement si, elles ont le méme polyndme
caractéristique yx, = X2. Or

XM = XX, &= X2 —Tr (M) X + det M = X?
e detM=0ATrM =0

< detM =0 puisque M € .#,(2,K)
= —2detM =0
XM = Xx, &= Tr (MQ) =0 d’apres la question précédente

On en déduit ainsi que M est nilpotente si et seulement si Tr (Mz) =0.

On a démontré que, dans tous les cas de figure,

La matrice M est nilpotente si et seulement si Tr (MQ) = 0.

I1.F.3 | On sait que les matrices A et [A, B] = AB — BA commutent, c’est-a-dire que

A(AB—BA) = (AB—BA)A (1)
Comme [A,B]> = (AB — BA) (AB — BA)

= AB(AB — BA) — BA (AB — BA)

= AB(AB-BA)-B(AB-BA)A d’aprés (1)
soit [A,B]* = ABAB — AB2A — BABA + B2A2

d'otn Tr ([A,B]?) = Tr (ABAB) — Tr (BABA) +Tr (B2A?) — Tr (AB?A) =0
(a8 (ABAB) - Tr (BABA)

=0 -0

par propriété de la trace. On déduit alors de la question précédente que [A,B] est
nilpotente. Ainsi,

’ Si A et [A,B] = AB — BA commutent, alors [A, B] est nilpotente. ‘

(0 -0
. o= (0 0 (D)= (59

donc MXg=XoM <= (¢=0 et a=4d)

I1.G.1 | Pour toute matrice M = (CCL b> € #(2,K), ona

L’ensemble des matrices de .#(2,K) commutant avec

la matrice Xg est Comm(Xy) = { ) a,b € K}.
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Si l'on se restreint aux matrices M = (CCL ba) € #,(2,K), on obtient
MX, = (Y ¢ et XM= (o ¢
°=\o ¢ 77\ o
d’ou MXyg=XgM <= a=c=0

L’ensemble des matrices de .#,(2,K) commutant avec la

matrice Xy est Commg(Xg) = {(8 8) ‘ be K} = KXp.

On arrive bien évidemment au méme résultat en notant que Commg(Xg) est
I’ensemble des matrices de Comm(Xy) de trace nulle.

Notons d’abord que pour tous A, B € .Z(2,K) et P € GL(2,K), on a
[PAP-!,PBP~!| =PAP'PBP! —PBP-'PAP"!
=PABP!'—-PBAP!
= P(AB - BA)P-!
doit [PAP-!,PBP~!| = P[A,B]P~! (2)
Utilisons ceci pour montrer que (P Xo P~ PHoP~!,PY,P™!) est un triplet admis-
sible pour tout P € GL(2,K). Fixons donc P € GL(2,K): tout d’abord, les matrices
Xo, Hy et Y étant non nulles, il en va de méme pour les matrices P Xo P~!, PHy P!
et PYoP~!. De plus,
[Ho, Xo] = Ho Xo — Xo Ho
(1 0N[o 1\ (0 1\(1 0
—\0 —-1/\0 0 0 0/\0 -1
_ (0 1) [0 -1
~\0 0 0 0
(0 2
~\0 0
soit [Ho, Xo] = 2X
si bien que [P HoP~ L PX, P_l} =P [Hp, Xo] P! =2PX P! d’apreés (2)
De méme, D(()7 Yo} = XO YO — YO XO
(0 1 0 0y (0O 0 1
—\o 0o/\1 0 1 0/\0 0
_ (1 0\ (0 0
~\0 0 0 1
/10
—\0 -1
soit [Xo,YO] = Ho

d’ott [PXoP~1,PYo P~ = P[Xg, Y] P~ = PHo P! d’aprés (2)
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Enfin, [Ho, Yo] = Hy Yo — Yo Hy
-6 DG 9-G 06 5
= (_01 8) a <(1) 8)
-(%0)

soit [Ho,Yo] = 72Y0
puis [P Hy Pil, PY, Pil] =P [I‘I()7 Y(]] Pl=-2 PY, p-! d’aprés (2)

On a ainsi vérifié que

Le triplet (P XoP L, PH,P L PY, P_l) est
un triplet admissible pour tout P € GL(2, K).

I1.G.3 | Le triplet (X,H,Y) étant admissible, [H,X] = 2X. De ce fait, la matrice
[X,H] = —2X commute avec X. On déduit alors de la question IL.F.3 que [X,H],
donc X, est nilpotente. D’apres la question II.C, X est alors semblable a Xy d’ou

]11 existe Q € GL(2,K) tel que X = QX Q.

I1.G.4.a| Le triplet (X, H,Y) étant admissible, on a

[H,X] = HX — XH = 2X

donc XH =HX - 2X

d’ou XHu =HXu—2Xu=0

car Xu=QXoQ 'u=QXq (é>:Q<8):0
de sorte que Hu € Ker X

Or, X est de rang 1 car semblable a la matrice Xg de rang 1. On déduit du théoréme
du rang que Ker X est de dimension 1. Comme cet espace vectoriel contient le vecteur
non nul wu,

Ker X = Ku est la droite vectorielle engendrée par wu.

Par conséquent, Hu € Ku, ce qui signifie que

u est un vecteur propre de H.

I1.G.4.b | Puisque u est un vecteur propre de H,

dAeK Hu=M\u

On a vu précédemment que XH = HX — 2X d’ou
XHv=HXv—-2Xv=Hu—-2u=(A—2)u

car Xo=QXeQ lv=0QX, (?)zQ(é)zu

Par définition, les vecteurs u et v sont les images par Q € GL(2,K) des vecteurs de
la base canonique de K?: de ce fait, la famille (u,v) est une base de K2, donc

J(a, B) € K2 Hv=au+pv
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Il en découle que XHv =aXu+ Xv
soit A=2)u=04+8u
et B=X—2 comme u # (

On a ainsi prouvé 'existence de A et o € K tels que

Hu=Au et Huo=au+(A—2)v

soit HQ(é)zAQ(é) et HQ(?>=@Q((1)>+(/\—2)Q<(1))
o Q—lHQ((1)>:)\<(1)) et Q‘1HQ<$):a<é)+(A—2) (?)

Connaissant ainsi les images des vecteurs de la base canonique de K? par la matrice
Q'HQ, on en déduit que celle-ci s’écrit

QHQ= <3 AgQ)

Or Tr (Q_lHQ):TrH:O

1 «

d’ot 2X\ —2 =0, soit A = 1. De ce fait, ona Q 'HQ = (0 1

) . Par conséquent,

1l existe t € K tel que H=Q ((1) t1> QL.

I1.G.4.c| Soit T € GL(2,K) commutant avec Xg: d’apres la question I1.G.1, elle
est de la forme (a Z) avec a € K* et b € K. De plus,

0
H=QTH,(QT) ! < Q (é —t1> Q'=QTH, T 'Q!
1t o
= (0 _1> =THyT
— 1 t\ _ (a b 1 0\ 1 fa b
0 -1/ \0 a/\O0O —-1)a2\0 a
— 1 t\ (1 —2b/a
0 —-1) \0O -1
. 2b
H=QTHy(QT) ' <= t= -
11 suffit par exemple de prendre a = 2 et b = —t pour satisfaire cette relation. Ainsi,
L . 2 —t
La matrice inversible T = 0 2) commute
avec X et vérifie la relation H = QT Hy (QT) .

Soit M € (2, ).
Tr (Q_lMQ) =TrM=0
donec Q7'M Q € .#,(2,K) et
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MX =XM <= MQX,Q '=QXqgQ M (cf. question II.G.3)
— (Q71 MQ) Xo =Xo (Qf1 MQ)
— I eK, Q'MQ =X, (cf. question I1.G.1)
MX=XM<+=3INecK M=2QX;Q ' =X

Par conséquent,

’Les matrices de #(2,K) qui commutent avec X sont les multiples de X. ‘

I1.G.5.b | Les triplets (X, H,Y) et (X, H,Y’) étant admissibles, on a

Ix(Y-Y)=[X,Y-Y]|=[X,Y]-[X,Y]=H-H

soit ’@X(YfY’) :0\
et du(Y - Y') =[HY -Y]=[HY]—[HY]=—-2Y +2Y
soit ] DY -Y') =—-2(Y-Y)

I1.G.5.c| Utilisons les résultats de deux questions qui précédent, en notant que,
comme Y et Y’ appartiennent a l’espace vectoriel .#,(2,K), il en va de méme pour

Y-Y'.

e On sait que x(Y—Y’) = 0, ce qui signifie que Y —Y’ commute avec X. D’apres
la question I1.G.5.a, ceci implique que Y — Y’ est un multiple de X : ainsi,

JreK Y-Y =)X
e On déduit alors de la question II.G.5.b que
(Y -Y)=-2(Y-Y') <= [H,XX] =-2\X
— MN[H,X]=22X=-2)\X
Pp(Y-Y)=-2(Y-Y') < A=0 car X #0

Par conséquent, Y — Y’ = 0, soit

Comme P = QT € GL(2,K), on a d’apres la question I1.G.4.c
PHoP ' =QTH,(QT)" ' =H
Par ailleurs, T commute avec Xg et 'on déduit de la question II.G.3 que
PXoP'=QTX,T'Q '=QX,Q ' =X

Ainsi, le triplet (X, H,PY, P’l) = (P XoP™L,PHy P71, PY, P’l) est admissible
d’aprés la question I1.G.2. De plus, Yo € #(2,K) donc PYoP~! € #,(2,K).
Or, le triplet (X, H,Y) est admissible: il découle alors de la question précédente que
Y =PY,P~!. Au final, on a montré que

JPeGL(2,K)  (PXoP L, PHyP~L,PY,P!) = (X,H,Y)

On vient ainsi d’obtenir une description compléete de tous les triplets admis-
sibles de .#,(2,K).



