REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

1 Eléments propres

Dans tout ce paragraphe, F est un K-espace vectoriel quelconque (et donc pas nécessairement de dimension finie.)

— Définition 1 N\

On dit que A € K est valeur propre de u s'il existe x € E'\ {0} tel que u(x) = Az. On appelle alors :

e vecteur propre associé a la valeur propre A tout vecteur non nul tel que u(x) = Az

e espace propre associé & A ’ensemble
Ex(u) ={x € E, u(x) = Az} = Ker (u — \)

Enfin, on appelle équation aux éléments propres ’équation u(z) = Az d’inconnues A et  # 0.

\. J

— Remarque 1 \

e En d’autres termes, un scalaire A\ est valeur propre de u si et seulement si u — A\ I; a un noyau non réduit
a {0}, c’est-a-dire si et seulement u — A Iy n’est pas injectif.

e Attention, le vecteur nul n’est jamais vecteur propre par définition bien que u(0) = A0 pour tout \. En
revanche, il appartient & tous les espaces propres.

\. J

— Exemple 1 \

e Si u est ’homothétie de rapport A, alors pour tout x # 0, x est vecteur propre associé a A.

Réciproquement, si u admet tout vecteur non nul pour valeur propre, on peut montrer (exercice classique)
que u est une homothétie.

e Notons E = C*°(R) et D 'endomorphisme f +—— f’ de E. Alors, tout scalaire A est valeur propre de D
avec pour sous espace propre associé

E\(D) = Vect {t — exp(\t)}

e Notons E = K[X] et u 'endomorphisme P — X P de E. Alors P n’admet aucune valeurs propres.

e Les seules valeurs propres possibles d’un projecteur (resp. d’une symétrie) sont {0,1} (resp. {—1,1}).

\. J

— Proposition 1 \

Soit E un espace vectoriel, u € L(E) et D une droite vectorielle. Alors, D est stable par w si et seulement si elle
est engendrée par un vecteur propre de wu.

\ J

— Définition 2 N

Soit A € M,,(K). Les éléments propres de A sont ceux de I’endomorphisme canoniquement associé a A.

e Un scalaire A est valeur propre de A s'il existe X € M, 1(K) \ {0} tel que AX = AX.
e Un vecteur X € M,, 1(K) non nul est vecteur propre de A pour la valeur propre A si AX = AX.

e Si X est une valeur propre de A, le sous-espace propre de A est Uensemble des X € M,, 1(K) tels que
AX = AX. On le note Ey(A). On remarquera a nouveau que

E\(A)=Ker(A—-\I,)

\. J

— Remarque 2 \

e 0 est valeur propre si et seulement il existe un vecteur 2 non nul tel que u(z) = 0, c’est-a-dire si Ker u #
{0}, soit encore u non injectif. Dans ce cas, Ey(u) = Ker .

e Si x est un vecteur propre associé & une valeur propre non nulle, alors x € Im . Par suite,
P
VA1,...,Ap valeurs propres non nulles, S Ey,(u) CImu
i=1
e On s’autorise a utiliser la notation Ej(u) = Ker (u— Al3) (resp. Ex(A) = Ker (A — A I,)) pour n’importe

quel scalaire A. Dans ce cas, A est valeur propre de u (resp. A) si et seulement si Ey(u) (resp. Ex(4))
n’est pas réduit a 0.
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~ Proposition 2 <

Si u et v sont deux endomorphismes qui commutent, les sous-espaces propres de I'un sont stables par I'autre.

\ J

— Proposition 3 \

Soit u € L(E).

e Si Ap,..., A, sont des valeurs propres deux & deux distinctes de u, alors les sous-espaces propres associés
Ex (u),...,Ex, (u) sont en somme directe.

e Toute famille de p vecteurs propres de u associés a des valeurs propres deux a deux distinctes est libre.

\. J

~ Remarque 3 <

En particulier, on en déduit que la famille (t — e**) ¢k est libre dans C*°(R, K), de méme que ((A"),en)ack
dans K.

\. J

~ Proposition 4 <

Soit u € L(E) et P € K[X].
e Pour toute valeur propre A de u, P(\) est valeur propre de P(u).

e Si x est valeur propre de u pour la valeur propre A, alors il est vecteur propre de P(u) pour P()).

\ J

— Proposition 5 \

Soit u € L(E) et P € K[X] annulateur de u. Alors toute valeur propre de u est racine de P.

\. J

~ Remarque 4 N

Toutes les racines d’un polynéme annulateur P ne sont pas nécessairement valeurs propres de u. Toufefois, si A
est racine de P et n’est pas valeur propre de u, on peut écrire

P=(X-XNFQ(u) d’ou P(u) =0 = (u— Ay)k oQ(u)

ou k est la multiplicité de A comme racine de P et donc A non racine de ). Mais puisque A\ n’est pas valeur
propre, (u — AI;) est bijectif, d’ott Q(u) = 0. En réitérant I'opération, on assure l'existence d’un polynéme
annulateur dont les racines sont exactement les valeurs propres de u. Ce résultat est également une conséquence
du théoréme de Cayley-Hamilton (& venir).

\. J

— Définition 3 N\
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(FE). On appelle spectre de u ’ensemble des valeurs propres
de u et on le note Sp w.

On définit de méme le spectre de A € M,,(K) que 1'on note Sp A.

\. J

~ Remarque 5 <

En dimension infinie, il faut distinguer la notion de valeur propre et de valeur spectrale. Une valeur spectrale
est définie pour un endomorphisme u continu comme un scalaire A tel que u — A I; n’ait pas d’inverse continu.
Dans tous les cas, le spectre d’'un endomorphisme continu est I’ensemble de ses valeurs spectrales.

En dimension finie, tous les endomorphismes sont continus, et on a I’équivalence « u injectif » et « u bijectif ».
Par conséquent, les deux notions conincident.
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2 Polynoéme caractéristique

2.1

Définitions, exemples

Dans toute la suite, F/ est un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et © un endomorphisme de F.

\.

~ Proposition 6

Soit A € K. On a équivalence de
(i) A est une valeur propre de u.
(ii) Ker (u— AIy) # {0}.
(iii) det(u — Alz) = 0.

\.

— Lemme 1

Soient A, B € M,,(K). L’application  — det(A — 2B) est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal
au rang de B.

~

\.

~ Proposition 7

Soit A € M,,(K). L’application  — det(A — x1,,) est polynomiale de degré n et si 'on note ag, . . ., a, tels que

Vo € K, det(A — zI,) = Y apz®
k=0

alors ap = (—=1)" an_1=(-1)""1Tr A et ap =det A

~

\.

— Définition 4

On appelle polyndme caractéristique de A 'unique élément y 4 de K[X] tel que

Ve €K,  xa(z) = (=1)"det(A — zI,)

~ Exemple 2

e Matrice triangulaire supérieure/inférieure, diagonale.

\.

est par conséquent surjective (clairement non injective, et surtout pas linéaire) avec U, (K) l'ensemble des poly-
noéme de degré n et unitaires de K[X].

0 1 0 0
e Matrice circulante J=|": PR
0 O 1
1 0 0
0 —ap
. 1
e Matrice compagnon C=
0
1 —0an-1
L’application x: Mp(K) — U,(K)
Av— xa
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~ Proposition 8 N\

Les valeurs propres de A sont les racines de son polynoéme caractéristique. En particulier, il y en a au plus n
distinctes.

\. J

~ Exemple 3 N\

e Matrice triangulaire supérieure/inférieure, diagonale.

e Matrice circulante.

e Rotation d’angle 7//2 de R? (cas complexe et réel).

\. J

—~ Remarque 7 <

L’ensemble des matrices inversibles est dense dans M, (K).

\. J

~ Proposition 9 \

Deux matrices semblables ont méme polyndéme caractéristique et donc méme spectre. Il en est de méme de toute
matrice et de sa transposée.

\. J

— Définition 5 N

On définit le polynéme caractéristique de u par celui de sa matrice dans une base arbitraire de F.

\. J

~ Proposition 10 \

Comme pour les matrices, les valeurs propres de u sont les racines de son polynéme caractéristique.

\. J

~ Remarque 8 <

Pour déterminer les éléments propres d’une matrice ou d’'un endomorphisme :

e Pour une matrice, on privilégie le calcul du polynéme caractéristique. Méme dans les cas les plus simples,
on essayera dans la mesure du possible d’en conserver une expression factorisée (4 1’aide d’opérations
élémentaires mettant en apparence un facteur commun dans toute une ligne/colonne).

e Pour les endomorphismes, on peut calculer le polynéme caractéristique d’une de ses matrices dans une
base bien choisie. Mais on peut aussi (et assez souvent) se contenter de résoudre I’équation aux éléments
propres u(x) = A+ x ol A est un scalaire et  un vecteur non nul (on fait alors naturellement apparaitre
des conditions sur A pour l'existence d’'un tel z non nul).

~ Exemple 4 N\
2 1 1
A= |1
1
1 2

— Proposition 11 \

Pour tout scalaire A\, on peut écrire

XuA) = A" = A" 1 Tru+ -+ (=1)"detu

Théoréme 1 (Théoréme de Cayley-Hamilton) N

Soit u € L(E) (resp. A € M,,(K)). Le polynéme caractéristique y,, annule u (resp. x4 annule A).

\. J
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ot

2.2 Valeurs propres et multiplicités

~ Proposition 12

Si K = C, le polynoéme caractéristique de tout élément u de L£(E) (resp. de tout A € M,,(K)) est scindé. En
particulier, u (resp. A) a au moins une valeur propre.

\.

~

—~ Exemple 5

Si A est un élément de M,,(C) nilpotent, alors x4 = X™.

\.

— Définition 6
On appelle ordre de multiplicité d’une valeur propre A € Sp u son ordre de multiplicité en tant que racine de y,,.
On définit de méme la multiplicité d’une valeur propre d’une matrice.

\.

— Proposition 13

Si E est de dimension finie n (resp. A € M,,(K)), alors u € L(E) (resp. A) a au plus n valeurs propres distinctes
et la somme des ordres des multiplicités des racines est inférieure ou égale a n, avec égalité si K = C.

\

~ Remarque 9

Lorsque K = C, on utilise principalement deux notations pour le spectre d’une matrice A ou d’un endomor-
phisme u :

o Sp(A/u) = {1, A2,...,Ap} avec p < n ot les (\;) sont supposées deux & deux distinctes, de multiplicités
alors notées p1,...,Up;

o Sp(A/u) = {1, Aa,..., A\, } avec répétition éventuelle des valeurs propres de multiplicité supérieure a 1.

\.

~

~ Proposition 14

Soit u € L(E) (resp. A) de polynéme caractéristique y,, (resp. xa) scindé sur K. Si x,, = [T\, (X — z;), alors

n
n
Tru= >z et detqumi
=1 i=1

(2

\

~ Proposition 15

Soit A € M, (R) possédant une valeur propre A € C\ R. Alors X est valeur propre de méme ordre. De plus, si
X est vecteur propre de A pour A, alors X ’est pour \. En particulier, les sous-espaces propres associés & ces
deux valeurs propres ont méme dimension.

\.

~ Proposition 16

Soit u € L(E) et F un sous-espace vectoriel de E stable par u et non réduit & {0}. Si on note u; I’endomorphisme
de F' induit par u, alors x,, divise x.

\.

~

— Corollaire 1

Soit u € L(E). La dimension d’un sous-espace propre de u est au plus égale a 'ordre de la valeur propre
correspondante.

\.

~

— Corollaire 2

Un sous-espace propre associé a une valeur propre simple du polynéme caractéristique est de dimension 1.

\.

~ Exemple 6

e Quelques matrices triangulaires supérieures, dont la matrice nilpotente d’ordre n.

e Matrice circulante.
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3 Diagonalisation en dimension finie

3.1 Endomorphismes et matrices diagonalisables

— Définition 7 )

Un endomorphisme w est dit diagonalisable si E est la somme directe des sous-espaces propres de .
Une matrice A est diagonalisable si ’endomorphisme de K™ qui lui est canoniquement associé 1’est.

\. J

— Exemple 7 \

e Matrice circulante

o ( 0 1) en tant qu’élément de My (R) (resp. Mo (C)).

-1 0

e Matrice n’ayant qu’une seule valeur propre, notamment le cas particulier triangulaire supérieure.

\. J

~ Proposition 17 N\

Pour u € L(E), on a équivalence de

(i) w est diagonalisable.
(ii) Il existe une base de E constituée de vecteurs propres de u, c’est-a-dire que matg(u) est diagonale.
(iif) Si Aq,..., A, sont les valeurs propres distinctes de u, alors
n
dim FE = ) dim Ej, (u)

=1

\ J

~— Corollaire 3 <

Une matrice A € M,,(K) est diagonalisable si et seulement si elle est semblable & une matrice diagonale.

\. J

—~ Exemple 8 N\

Veérifier que la matrice suivante est diagonalisable est déterminer une matrice P inversible telle que P~' AP soit

diagonale.
-7 0 —6
A=|-4 1 -3
8 2 8

— Corollaire 4 <

Soit w € L(F) ayant n valeurs propres distinctes, c’est-a-dire dont le polyndome caractéristique est scindé a
racines simples. Alors chaque sous-espace propre est de dimension 1 et u est diagonalisable.

\. J

w h

Pour que u € L(E) soit diagonalisable, il faut et il suffit qu’il vérifie les deux conditions suivantes :

1. x, est scindé sur K.

2. Y\ € Sp u, la dimension de E)(u) est égale a I'ordre de cette valeur propre.

. J

— Exercice 1 ~

Déterminer une CNS sur a, b, ¢, d, e, f € K pour que la matrice suivante soit diagonalisable :

1 a b c
01 d e
A= 0 0 -1 f
00 0 -1




REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

3.2 Application aux calculs de puissances

,—[Proposition 18 (Méthode de calcul de A”)j <

On suppose A € M,,(K) diagonalisable et on cherche & calculer A™ pour tout entier n.
e On cherche P € Gl,(R) telle que P~*AP = D avec D diagonale.

e Alors, A" = PD"P~! pour tout entier n, ott D™ est triviale & calculer.

\. J

~ Remarque 10 <

e Si A € My(C) n’est pas diagonalisable, on verra (exemple 12) qu’il existe A € K et P € G/, (K),

Al
-1 —
prar=(y 1)

On vérifie facilement que pour tout entier n € N*,
A1\ /A opant .. AP op AP
(O A) —(0 )\n) d’ou A_P<O \n )P
e Si A € M3(C) n’est pas diagonalisable, elle admet soit une valeur propre A de multiplicité 2 et une autre

w1 de multiplicité 1, soit une valeur propre A de multiplicité 3. Suivant les cas de figure, on peut justifier
que A est semblable & 'une des matrices suivantes :

p 0 0 A1 0 A 10
0 X 1 0 X 1 0 A O
0 0 A 00 A 00 A

Les puissances se calculent alors immédiatement par récurrence.

Applications aux suites récurrentes

— Exemple 9 \

Soit (un),en €t (Vn),cy deux éléments de CN tels quil existe quatre complexes a, b, ¢, d tels que

Vn € N Upt1 = QUL + bvn
’ Upt1 = Cup + doy,
. . ¢ a b\ .. .
On cherche une expression de u,, et v, pour tout entier n. En notant X,, = *(u,,v,) et A = e d) il vient

pour tout entier n,
Xnt1 = AX, d’ou X, =A"X,

On est donc ramené a calculer A™. Le probléme se généralise & un nombre quelconque de suites.

\. J

— Exemple 10 N\

On considére une suite (uy,),, oy satisfaisant une récurrence linéaire d’ordre p de la forme

Vn € N, Uptp = AUy + ++* + Ap—1Untp—1
En posant X,, = *(un, Unt1,-- -, Untp—1), O0 & cette fois
0 1
VneN,  Xppi= S X,
0 1
aO DY DY ap—l

Le calcul de u,, se raméne donc & nouveau & un calcul de puissance de matrice.

\. J
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\.

—~ Remarque 11

Il est inutile de calculer A™ quand A est diagonalisable. En effet, il suffit de

o déterminer les valeurs propres Ai,...,A, de la matrice, et une base (U,...,U,) de vecteurs propres
associés.
o déterminer les coordonnées (ayq, ..., o) de Xo dans la base (Uy,...,U,).

o On en déduit aussitot que pour tout entier p,

X, =A"Xy = \" Uy +--- + Oép)\anp

\.

— Exercice 2

On considére un dé classique a 6 faces. Un déplacement élémentaire consiste a se déplacer d’un sommet du dé
a un autre en suivant l'une des arétes. Pour tous couples (A4, B) de sommets du dé, déterminer le nombre de
fagons de se déplacer de A vers B en n déplacements élémentaires.

~

4 Diagonalisabilité et polynéomes annulateurs

.

Un endomorphisme u de E de dimension finie est diagonalisable si et seulement il est annulé par un polynoéme
scindé & racines simples.

~

\

— Corollaire 5

Soit u un endomorphisme de E de dimension finie dont les valeurs propres sont A,...,\,. Alors u est diagona-
P
lisable si et seulement si il est annulé par H (X — X\p).
k=1

~

\.

— Exercice 3

Soit u € L(E) et pu: L(E) — L(E)
VH——vou

Montrer que ¢, est diagonalisable si et seulement si u est diagonalisable.

\.

— Corollaire 6

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E) diagonalisable. Alors quel que soit le sous-espace
vectoriel F' stable par u, I’endomorphisme induit par u sur F' est diagonalisable.

~

\.

— Corollaire 7

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(F). On suppose que E s’écrit comme une somme directe
@4 _, Ey, ou chaque E; est un sous-espace vectoriel stable par u. Alors u est diagonalisable si et seulement si
chacun des endomorphismes induits par u sur les (E;)1<;<, est diagonalisable.

~

\.

~ Remarque 12

Soit u € L(FE) diagonalisable. Alors un sous-espace vectoriel F' est stable par u si et seulement si il est engendré
par une famille de vecteurs propres de u.

~
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5 Trigonalisation

\.

— Définition 8

Un endomorphisme u € L(F) est dit trigonalisable s’il existe une base B de E telle que matg(u) est triangulaire
supérieure.

Un élément A de M,,(K) est dit trigonalisable si ’endomorphisme canoniquement associé a A ’est, ce qui revient
a dire qu’elle est semblable & une matrice triangulaire supérieure.

~

\.

—~ Remarque 13

On peut remplacer triangulaire supérieure par inférieure dans la définition sans changer la notion.

.

Un endomorphisme est trigonalisable si et seulement si son polynéme caractéristique est scindé sur K. En
particulier, tout élément de M,,(C) est trigonalisable.

\.

~ Exemple 11

Réduction des éléments de My (C) et des éléments de M3(C).

\

— Corollaire 8

Si A est un élément de M, (K), en notant A1, ..., \, ses valeurs propres complexes pas nécessairement distinctes,
on a

VEeN, TrAF=3Y\F
=1

\.

— Remarque 14

Ces égalités permettent de déterminer les valeurs propres manquantes lorsqu’on en connait n — 2 ou n — 1
(typiquement les matrices de rang 1 ou 2 pour lesquelles on sait déja que 0 est valeur propre de multiplicité au
moins n — 2).

\.

— Exercice 4

La matrice suivante est-elle diagonalisable ?

0 1 1

10 0
A= :

1 0 0

\.

— Exercice 5

Justifier que ensemble des matrices diagonalisables est dense dans M., (C). Montrer que le résultat est faux

dans M, (R).

6 Complément : diagonalisation simultanée, commutant

Exercice 6
Soit u € L(E) diagonalisable et v € L(E). Montrer que :

e v et u commutent si et seulement si les sous-espaces propres de u sont stables par v.

e Si v commute avec u et si v est diagonalisable, alors il existe une base commune de vecteurs propres pour
u et v.
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10

Remarque 15

De la méme maniére, si v et v sont deux endomorphismes trigonalisables et qui commutent, il existe une base B
de E telle que les matrices matg(u) et matp(v) soient toutes deux triangulaires supérieures.




