COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE 1

1 Produit d’espaces vectoriels, sommes de sous-espaces vectoriels

Rappels sur les bases

Dans tous ces rappels, E est un espace vectoriel de dimension finie n. Par ailleurs, la lettre K désigne soit R, soit C (les
résultats sont valables dans les deux cas).
e Toute famille libre (resp. génératrice) de n vecteurs de E est une base de E.
e Toute famille de cardinal supérieur ou égal a n + 1 est liée.

e Si(e1,...,ep) est une famille libre de E et F une famille génératrice quelconque, il existe des vecteurs epy1,..., e,
dans F tels que (eq,...,e,) soit une base de E.

e Pour tous sevs F et G de E, on a la formule de Grassman :

dim(F + G) +dim(FNG) =dim F +dim G

1.1 Produit d’espaces vectoriels

— Définition 1 N\
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. On note E X F l’ensemble des couples d’éléments de E et F. Cet
ensemble est naturellement muni d’une structure de K-espace vectoriel en posant

Vo, xp € E, Vyi,y2 € F, (x1,y1) + (22, y2) = (1 + @2, Y1 + Y2)

et Vee E, YyeF, VAek, Mz,y) = Az, Ay)

\. J

,—{ Proposition 1 \

Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie, alors E X F' est de dimension finie également et

dim(E x F) = dim FE + dim F'

\ J

~ Remarque 1 <

La définition et la proposition précédente se généralisent immeédiatement au produit d’un nombre fini d’espaces
vectoriels et notamment, si Fy,..., E, sont des K-espaces vectoriels de dimension finie, alors

p
d1m(E1 X e X Ep) = Z dlmEl
1=1

\. J

~ Exemple 1 N\

Soit E un sous-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Considérons 'application

¢: FxG—FE
(z,y) — z+y

Alors ¢ est linéaire, Im ¢ = F' + G et Ker ¢ est isomorphe & F'N G ce qui permet de retrouver la formule de
Grassman lorsque F' et GG sont de dimension finie.

\. J

1.2 Sommes de sous-espaces vectoriels
Rappels sur les supplémentaires

Deux sous-espaces vectoriels F, G sont dits supplémentaires dans F s’ils vérifient au choix :

(i) E=F+G e FNG={0}

(ii) Tout élément de E s’écrit de maniére unique comme somme d’un élément de F et d’un élément de G.
(iii) Lorsque E est de dimension finie, dim £ = dim F' + dim G puis au choix, F = F + G ou FNG = {0}
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—~ Exemple 2 <

Les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires :
e L’ensembles des fonctions paires et 'ensembles des fonctions impaires dans RE.
e L’ensemble des matrices symétriques et celui des matrices antisymétriques dans M, (K).

e Un hyperplan H et Vect {a} ol a n’est pas un élément de H.
Par exemple, ’ensemble des matrices de trace nulle et Vect {I,,} dans M, (K).

e Soit P un élément de K[X] de degré n+ 1. En notant P - K[X] 'ensemble des polynomes multiples de P,
et comme de coutume K, [X] les polynomes de degré au plus n, alors

K[X] =Ko [X] P P - K[X]

\. J

,—[Exercice 1 (Mines 2014)] N

Soit F un espace vectoriel de dimension finie et p, ¢ deux endomorphismes de E vérifiant

p+q=14 et rgp+rgqg<dmkF

Montrer que p et ¢ sont deux projecteurs.

— Définition 2 N
Soient Ei,..., E, des sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de Ej, ..., E, 'ensemble

F={x1+ - +zp,(21,...,2p) € E1 x--- X E}

P
L’ensemble F' est un sous-espace vectoriel de E noté Eq + --- + E, ou encore Y Ej.

k=1
La somme F est dite directe si ’écriture de tout élément x de F' comme somme de p éléments de respectivement

P
E, ..., E, est unique. On note alors F' = @Ek.
k=1

\. J

— Proposition 2 \

Si Ey,...,E, sont des sous-espaces vectoriels de E de somme F, on a équivalence des trois propriétés suivantes :

P
(i) F =P Ex

k=1
(ii) V(z1,...,2p) € By X -+ X B, @ Apeoodra, =0 = @ =coo=a,=0

(iii) Vie [Lip], E;N §EJ = {0}

\. J

—~ Exemple 3 N\

Dans F de dimension n, on note (eq,...,e,) une base quelconque puis F; = Vect {e;} pour tout entier ¢ € [1;n].
Tout élément x de E peut s’écrire de maniére unique

T =MNei+--+ Aéen
~—~— ~——

€Fy er,
n
Par suite, £ = @Fk.
k=1
— Proposition 3 \
Soit B une base de £ qui est la réunion de p familles B, ..., B,. Si l'on note E; le sous-espace engendré par 5;,

alors E=E, @ --- P E,.

\. J
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\.

— Exercice 2 N\

On conserve les notations de I'exemple précédent et on note :

G; = Vect(ex)p£i et H;,={feL(E), G; CKer f}

n
Mountrer que la somme > H; est directe.
i=1

\.

~ Remarque 2 <

Attention "!! Pour montrer que F' = E1 @ - -- P E,, il ne suffit pas de montrer
e F=FE +---+E,
o Vi £ j, ElﬁEJZ{O}

Par exemple, dans R?, on pose

ova{()) meve{(®)) awnm mowaf()

Alors R? = Fy + F» + F3 mais la somme n’est pas directe bien que les intersections deux a deux soient systéma-
tiquement réduites a 0.

\.

~ Proposition 4 <

Soit E un espace vectoriel tel que E = E1 @ --- @ E,. Si pour tout 1 <14 < p, on dispose d'une base B; de E;,
alors la réunion (B, ..., B,) de ces bases est une base de E, dite adaptée & la somme directe.

\.

~ Proposition 5 N\

Si E est de dimension finie et si Ey, ..., E, sont p sevs de E alors
P P
dim (ZE) < 3 dim By
i=1 k=1

avec égalité si et seulement si la somme est directe.

2 Trace

Rappels sur les changements de bases

Si E et F sont deux espaces vectoriels de dimension finies n et p, munis de deux bases Bg = (e1,...,6,) et Bp =
(fis.--, fp), et sl u est une application linéaire de E dans F, la matrice de u respective aux bases Bg et Bp est
I'élément de M, ,, dont les colonnes contiennent les coordonnées des vecteurs (u(eq), ..., ue,) dans B’ :
a171 e . e a17n
D : . ‘ z
Matg,, g, (u) = ou Vie[lin], wule)= > ar;fr
: - : k=1
ap,l e e a,p‘,n/

La matrice de passage Pg ' entre deux bases B et B’ d’un méme espace vectoriel est par définition Matg g/ (14).

« Réciproquement » pour tout élément A de M, (K), il existe un unique endomophisme u de K" dont la matrice
respectivement & la base canonique est A.

Si G est un troisiéme espace vectoriel de dimension finie muni d’une base B3, alors pour toute application linéaire
v:F— G,

MatBE,BG (U o ’LL) = MatBF,BG (U) : MatBE,BF (u)

En particulier, la matrice Py 5/ a pour inverse la matrice Pg: g.

Si By, et B'p sont deux nouvelles bases de E et F, alors

MatB’Eﬁ'F(U) = PB/F7BF . MatBEﬁF (u) : PBEﬁ’E

Deux matrices sont semblables si ce sont les matrices dans deux bases différentes d’'un méme endomorphisme de K".



COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE 4

—~ Exemple 4 <

e Endomorphisme nilpotent d’ordre n : construire la matrice réduite habituelle.

e Matrice circulante : calcul des puissances.

\. J

,—[Exercice 3 (Matrices équivalentes © Q @)} |
Soit A € M,,(K) de rang r € [0; n]. Justifier qu’il existe deux matrices P et @ inversibles telles que

I. 0
A=PJ.Q ou J, = (0 0)

\. J

,—[Exercice 4 (Mines, Centrale)} \

e Déterminer le cardinal maximal d’une partie de M, (R) contenant uniquement des matrices de carré nul
et ne contenant aucune matrices semblables et distinctes.

o A quelle condition sur %, j, k, [ les matrices E; ; et Ej; sont elles semblables ?

Rappels sur le déterminant

Le déterminant sur M,,(K) est 'unique application de M,,(K) dans K qui soit
e linéaire par rapport a chacun des vecteurs colonnes de la matrice;
e alterné et antisymétrique par rapport aux colonnes;
e qui envoie [,, sur 1.

De cette définition, il découle les propriétés suivantes du déterminant :

e formule de développement par rapport a une ligne ou par rapport & une colonne (en particulier, le déterminant est
une somme de produits de coefficients de la matrice) ;

e le déterminant est invariant par transposition ;
e le déterminant d’un produit est égal au produit des déterminants.

e le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure ou inférieure est égal au produit de ses coefficients diagonaux.

— Exemple 5 N\

Les exemples suivants de calculs de déterminants sont classiques et & connaitre absolument :

e Matrice de Jacobi

e Déterminants tri-diagonaux

,—[Exercice 5 (Mines 2014)} N
Soient z1,..., 2, les racines complexes du polynéme X™ — X — 1 comptées avec multiplicités. Calculer le dé-
terminant de la matrice dont les coefficients diagonaux valent 1 4 z1, 1 + 22, ..., 1 + 2, et tous les autres
valent 1.

~ Exercice 6 (X 2014) \

Soient A et B dans M3(R). On suppose que
det A=det B=det(A+ B) =det(A—B)=0
Mountrer que pour tous réels x,y, on a det(zA + yB) = 0.

\. J
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,—[Exercice 7 (Matrice pgcd)w

)

\.

o T}
o A;;j =pged(i,j);
o Enfin, H; ; = ¢(i) si i = j et H; ; = 0 sinon.

Pour tout entier n € N*, on note ¢(n) le nombre d’entiers k dans [1;7n] tels que pged(k,n) = 1.

e Montrer que n = > ¢(d).

d|n

e Notons H, T et A les matrices dont les coefficients sont donnés pour tout (i, ;) par

;=1 si 4 divise j et 0 sinon;

Calculer *THT et en déduire le déterminant de A.

\.

— Définition 3

Soit A € M,,(K). On appelle trace de A et on note Tr A le scalaire défini par

TrA= Y A
k=1

\

~ Proposition 6

La trace est une application linéaire de M,,(K) dans K satisfaisant pour toutes matrices A et B

Tr (A7) =Tr A et Tr (AB) = Tr (BA)

\.

— Corollaire 1

Deux matrices semblables ont mémes traces (et mémes déterminants).

\.

— Définition 4
Soit F un espace vectoriel et v un endomorphisme de E. On appelle trace de f la trace de sa matrice dans une
base quelconque de E.

\.

— Proposition 7

La trace d’un projecteur est égale a son rang.

— Exercice 8

\.

Soient pq,...
p1+ -+ pr = I4. Montrer que E = @le Im p; et que p; est le projecteur sur Im p; parrallélement a la somme
des images des (p;)jzi-

,pr une famille de projecteurs sur un espace vectoriel £ de dimension finie. On suppose que
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3 Matrices par blocs et sous-espaces stables

Matrices par blocs

~ Proposition 8 3
Soient A, B deux éléments de M,,(K) et p € [1;n — 1]. On décompose A et B sous la forme
(A1 As _(B1 B
A= <A3 A4> et b= (33 By
avec Ay, By € M, (K). Alors, pour tout scalaire A,

M+ B MMy + By r (AT AT
et A == T T
Az + By MAy + By Ay Ay

a5 =

Enfin, la matrice AB se décompose sous la forme
e A1By +A3Bs A1By + AyBy
A3By + AyBs  A3By + AyBy

\ J

— Corollaire 2 <

On suppose que A; = A3 = 0 et que A; et A4 sont inversibles. Alors, A est inversible d’inverse

S A7h 0
0 At

A1_131A1 * )

et de plus, avec les notations précédentes

* A471 B4A4

\. J

~ Remarque 3 <

Les résultats se généralisent avec une décomposition en un nombre quelconque de blocs, du moment que les
tailles des matrices sont compatibles avec le produit matriciel.

AT1BA = (

,—[Exercice 9 (Centrale 2014)} \
e Soit D une matrice diagonale de taille n dont les éléments diagonaux dy, . .., d,, sont deux a deux distincts.

On pose ¢ : M — M D — DM. Déterminer le noyau et 'image de ¢.
e Montrer qu'une matrice A € M,,(K) de trace nulle est semblable & une matrice de diagonale nulle.
e Soit A € M,,(K) de trace nulle. Montrer qu’il existe X et Y dans M,,(K) telles que A = XY — Y X.

\. J

,—[Proposition 9 (Déterminant d’une matrice triangulaire supérieure par bloc)} \

Soit A € M,,(K). On suppose que A admet une décomposition par blocs de la forme
(A A,
a=(7 %)

Alors, det A = det A; - det A4

\. J

Sous-espaces stables

Définition 5

Un sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel E est dit stable par v € L(E) si u(F) C F. Dans ce cas, on
appelle endomorphisme induit par u sur F' 'application

up - F— F
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\.

~ Remarque 4 <

Attention & ne pas confondre ’endomorphisme induit, élément de £(F'), et une restriction, élément de L(F, E)
(qui peut étre définie méme si F' n’est pas stable).

\.

~ Exemple 6 N

e {0} et F sont des sous-espaces vectoriels stables de E (quel que soit u).

o R, [X] est un sous-espace vectoriel stable par 'endomorphisme D : P — P’ de R[X].

\.

— Proposition 10 N\

Si u et v sont deux endomorphismes qui commutent, alors Ker u et Im u sont stables par v.

\.

~ Proposition 11 N\

Soit F un espace vectoriel de dimension finie n et F' un sous-espace vectoriel de F de dimension finie p. Soit
B = (e1,...,e,) une base de E adaptée & F (c-est-a-dire telle que B’ = (eq, ..., e,) est une base de F'). Alors, F
est stable par u € L(F) si et seulement si sa matrice dans la base B est de la forme

<61 g) avec A e M,(K)

Dans ce cas, A est la matrice de ’endomorphisme u; induit par v sur F respectivement a la base B’.

\.

~ Remarque 5 <

Avec les mémes notations, le sous-espace vectoriel Vect(epi1,...,e,) est stable par u si et seulement si B = 0.

\.

~ Proposition 12 <

Si E est de dimension finie et (E4, ..., E,) une famille de sous-espaces vectoriels tels que £ = @, ., < o Ei- Alors
u laisse stable chaque F; si et seulement si sa matrice dans une base adaptée & cette somme est diagonale par
blocs de la forme

Ay

Ap

avec pour tout 1 < i < p, A; € M,,,(K) ou n; est la dimension de E;. Dans ce cas, la matrice A; est celle de
I’endomorphisme induit par u sur F;.

Exercice 10 (Mines)]

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Déterminer les endomorphismes u de E nilpotents et tels que
tout sous-espace vectoriel stable par © admette un supplémentaire stable par w.

4 Polynémes d’endomorphismes et de matrices carrées

4.1

\.

— Définition 6 N

Généralités

+oo
Soit u € L(E) et P = Y ap X" un élément de K[X]. On note P(u) 'endomorphisme défini par
k=0

“+oo
P(u)= Y apu® = apla+aru+asu® + -+ apub + - -
k=0

la suite (ay,), oy étant nulle & partir d'un certain rang. On définit de méme P(A) pour tout A € M,,(K).
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\.

~ Remarque 6 <

Si A € M, (K) est une matrice diagonale (resp. triangulaire sup/inf), d’éléments diagonaux ay 1,...,an n, alors
P(A) est également diagonale (resp. triangulaire sup/inf), d’éléments diagonaux P(a11),...,P(ann).

\

,—( Proposition 13 N\

Soit u € L(E).
e L’application P — P(u) est linéaire et I'image du polynéme 1 est I;.
e Pour tous P, @ € K[X], P(u) o Q(u) = (P x Q)(u)

Pour tout A € M,,(K), 'application P — P(A) vérifie les mémes propriéteés.

\.

— Corollaire 3 <

Pour tous P, Q € K[X] et tout v € L(E), les endomorphismes P(u) et Q(u) commutent. Il en est de méme pour
P(A) et Q(A) pour toute matrice A.

\.

— Remarque 7 \

Les propriétés précédentes signifie que 'application

0y K[X] — L(E)
P+— P(u)

est ce qu’on appelle un morphisme d’algébre.

\.

~ Proposition 14 <

Soit S € G4, (K). Alors pour tout P € K[X] et tout A € M,,(K), on a
P(S~'AS) = $~'P(A)S

\.

~ Remarque 8 N\

On rappelle au passage que 'application

vs: Mp(K) — M, (K)
A S7LAS

est un automorphisme d’inverse ¢ g-1 et qui vérifie pg(A) - ps(B) = ps(AB) pour tous éléments A, B.

\.

~ Proposition 15 \

Pour tout P € K[X], les sous-espaces Ker P(u) et Im P(u) sont stables par u.

4.2

\.

Polynémes annulateurs

— Définition 7 N

Soit u € L(E) et P € K[X]. On dit que P est un polynome annulateur de u si P(u) = 0.
On a une définition similaire pour A € M,,(K).

\.

~ Exemple 7 N\

Projecteurs, symétries, homothetie, endomorphismes nilpotent.

\

~ Proposition 16 \

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Tout endomorphisme de E admet au moins un polynéme annulateur
non nul.
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Remarque 9

La preuve précédente assure 'existence d’un polynéme annulateur pour tout v € L(E) (resp A € M, (K)) de
degré au plus (dim E)? (resp. n?). Le théoréme de Cayley Hamilton permettra de ramener ce majorant a dim E
(resp. n).

4.3 Applications aux calcul de l’inverse et des puissances

— Exercice 11 N

2 3 3
On pose A=| 3 2 3
-3 -3 —4

Calculer A2 et en déduire un polynéme annulateur P de A de degré 2.

En déduire sans calculs la matrice A~1.

Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par P.

e En déduire I'expression de A™ pour tout entier n.

\. J

~ Remarque 10 <

d
La méthode se généralise de la maniére suivante. Soit A € M,,(K) qui est annulée par le polynome P = 3" a; X*.
k=0

1 d
e Siap # 0, alors A est inversible et Al =——% ap A1
ao =1

e Pour tout entier n, si 'on note R, le reste de la division euclidienne de X™ par P, alors A” = R, (A).

5 Interpolation de Lagrange

Rappels
e Toute famille de polynémes échelonnée en degré est libre dans K[X].
e Soit n € N. Les familles suivantes forment des bases de K, [X] :
o {1, X —a,...,(X —a)"} ou a est un scalaire quelconque ;

o {P, PP ... ,P("’)} ol P est un polynéme quelconque de degré n;

,—[Déﬁnition 8 (Base de polyndmes interpolateurs de Lagrange)} N\
Soient {aq,...,an} des scalaires deux a deux distincts. Pour tout & € [1;n], on pose

X -
P, =11 i
i#k O, — O

Alors, la famille {P, ..., P,} est une base de K,,_1[X] appelée base des polynomes interpolateurs de Lagrange
en {ai,...,a,}. De plus, pour tout P € K,,_1[X],

P= Zi:lp(ak) Pk

K2

\. J

~ Remarque 11 <

Avec les notations de la définition précédente, on a

S P=1
i=1
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10

,—[Exercice 12 (Application a la décomposition en éléments simple)w

J
Soit a, . . ., oy des complexes deux a deux distincts et P un polynome de degré inférieur ou égal & n— 1. Justifier
lexistence et 1'unicité de complexes /31, ..., B, tels que pour tout z € C\ {ay,...,a,},
P(z
(z—ay) - (z—an) z—m z— ay,

En déduire une primitive de  — z/(2® — 1) sur |1; +ool.

\.

~

,—[Déﬁnition 9 (Matrice de Vandermonde)]

Soit n € N*. On appelle matrice de Vandermonde une matrice de la forme

u: Kp1[X] — R”
P+— (P(ay),...,P(an))

respectivement aux bases canoniques de ces espaces.

d—1
e Si P est un polynome de degré d scindé a racines simples oy, ..., aq et que 'on note R, = > 7y & X* le
k=0
reste de la division euclidienne du polynéme X" par P, alors
1 ap Ofldil Tn,0 O41n
1 az -+ apdt Tn,1 g™
d—1
1 ag -+ ag Tn,d—1 ag—1"

\.

1 o .. aln—l
1 a2 “en a2n71
V= .
1 ay, o,
ol ag,...,q, sont des scalaires quelconques.
\ v
—~ Remarque 12 <
e Pour tous scalaires aq, ..., a,, la matrice V précédente est la matrice de ’application linéaire

,—[Proposition 17 (Déterminant de Vaundermonde)w

des coeflicients du polynéme P; de la famille des polynémes interpolateurs de Lagrange aux points {1, ..., a,}.

\.

J \
Avec les notations précédentes, detV = 1II (0 — )
1<i<j<n
En particulier, V' est inversible si et seulement si les scalaires aq, ..., a, sont deux a deux distincts.
—~ Remarque 13 <
Lorsque a7, . . ., a, sont deux & deux distincts, pour tout i € [1;n], le i-iéme vecteur colonne de V=1 est composé




