I Etude d’une suite récurrente

On considére une fonction f de classe €2 sur [0, 1] & valeurs dans [0,1] telles que f’ et f” soient & valeurs
positives. On suppose f(1) =1, f(0) <1et /(1) > 0.

On consideére de plus la suite récurrente (u,,),cy définie par ug = 0 et, pour tout n € N, u, . = f(u,).

On pose m = f/(1).

LA -

I.A.1) Montrer que la suite (u,,),cy €st croissante, puis qu’elle est convergente. On note [ sa limite.

1.A.2) Montrer que Péquation f(x) = = admet une plus petite solution. Dans toute la suite, on la notera .
1.A.3) Montrer que | = z;.

I.B -  On suppose m > 1. Montrer que z; € [0, 1[.
I.C - On suppose maintenant m < 1. Montrer que z; = 1 et que pour tout n € N, u,, +1.
I.D — Dans cette question, on suppose m = 1.
1 il (1
I.D.1) On pose, pour n € N, £, =1 — u,,. Montrer que lim (— - —) = F( )
n=too \ Epty Ep 2
2

1.D.2) En déduire que, quand n tend vers linfini, 1 —u,, ~ W
n
On pourra utiliser le lemme de Cesaro admis en préambule.
I.LE —  On suppose maintenant m < 1 et on pose encore, pour n € N, ¢, =1 —u,,.
L.E.1) Montrer que la série de terme général ,, est absolument convergente et en déduire la convergence de

—(n+1)
celle de terme général In <M> .
m~"e,

L.E.2) En déduire qu'il existe ¢ > 0 tel que, quand n tend vers l'infini, 1 —u,, ~ cm™.
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