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I. PRELIMINAIRES

L’ensemble {z € R| f(z) < f(0)} est 'image réciproque par f de lintervalle
fermé ] -o00; f(0)]. La fonction f étant continue, on en déduit que I’ensemble

{r eR[[f(z) < f(0)}

est un fermé de R. Il contient 0 et est donc également non vide.
Puisque la fonction f tend vers +oco en * oo, il existe deux réels Ry et Ry tels que

Vo €]-00;Ry[U]Rg;+00] f(z) > f(0)

Ainsi, 'ensemble {z € R| f(z) < f(0)} est inclus dans U'intervalle [Ry ;Rz2]. Il est en
particulier borné. En résumé,

| Lensemble {z € R| f(z) < f(0)} est un fermé borné non vide de R. |

Le théoreme des bornes atteintes appliqué a la fonction continue f et & 'en-
semble fermé borné non vide {x € R| f(z) < f(0)} affirme que f y atteint ses bornes.
Il existe par conséquent un réel z, tel que

f(zs) = min {f(z) [z € Ret f(z) < f(0)}

En remarquant que inf {f(z) |z € R} < f(0), on trouve que

inf {f(z) |z € R} = inf {f(z) [z € Ret f(z) < f(0)} = f(xs)

Ainsi, f(z4) est un minimum global de f sur R et par conséquent

| f(x.) = min {f(z) | = € R} |

Une fonction f qui tend vers +0o en + oo est dite coercive. Cette hypothese
permet de se ramener a minimiser la fonction sur un ensemble fermé et borné
sur lequel il est possible d’appliquer le seul théoreme général d’existence de
minimiseur, le bien nommé théoreme des bornes atteintes.

Soient z,y € R. Puisque f’ est L-lipschitzienne

[f'(@) = f' WP = f'(@) = F WIS @) = F )] <Lz = yllf (@) - £ ()]

La fonction f est de classe €' et convexe sur R et sa dérivée f’ est donc croissante.
Cela implique que f'(x) — f'(y) est du méme signe que x — y et par suite que

(z —y)(f'(x) = f'(y)) 2 0

On en déduit que

2= yllf @) = P W = @ = ) (F @) = F'W)| = @ = (@) - F'W)

Finalement, |Vz,y € R If'(z) — f'(y)]? < L(z — y)(f’(x) - f/(y)) ‘
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On trouve en développant le carré que

FiP = (r—y—r(r@) - )
= (& —y)2+72(f'(x) — f'(y)" —27(x —y)(f'(x) — f'(¥))

L’inégalité de la question précédente donne alors
T - 91> < (@ —y)? + Lz — ) (f'(2) = ['() — 27(z —v)(f'(2) — ['())

dott |[F-71? < (z—y)® - 72— 7L)(= —y)(f'(2) - f'(¥)

La fonction f étant de classe €' sur I'ouvert R et le point z, étant un mini-
miseur de f, ce dernier est également un point critique de f, c¢’est-a-dire f'(x,) = 0.
Soit n € N. Posons z = z,, et y = x,, on a alors

T=uy —7f(20) = Tpy1 et UJ=x —7f () =20 =y
La question précédente donne
[Tt = 222 < o — 22 = 7(2 = 7L) (@0 — 2) (F/(20) — F/(22))
L’hypothése sur 7 donne 7(2 — 7L) > 0 et, d’apres la question 2.a,
Ve,yeR  (z—y)(f'(z)— f'(y) =0
On en déduit que

7(2 - TL)(xn - x*)(f/<xn) - f/(w*)) >0

ce qui implique |2, 11 — 24|? < |7, — 4|2, 'O |2y 41 — 24| < |2, — 24| par croissance

de la racine carrée sur les réels positifs. Autrement dit,

La suite (|z, — x*\)neN est décroissante.

II. CONVERGENCE RAPIDE, SOUS DES HYPOTHESES FORTES

Soit # € R. La fonction f est de classe ¢! et sa dérivée en = est f/(z) = Lu.
La formule de récurrence déterminant (a?n)neN donne ainsi, pour tout entier naturel n,
Tp4l = Tp — Tf/(xn) =x, — 7Lz, = (]. — ’TL)xn
En reconnaissant une suite géométrique de raison (1 —7L), il vient z,, = (1 — 7L)™xq

pour tout entier naturel n. Par conséquent,

Vn eN Tpe1 = (1 —7L)z, et x,=(1—7L)"z ‘

Il est également possible de démontrer ’expression de x, pour tout n € N
par récurrence, mais il est plus élégant et efficace de reconnaitre une suite
géométrique.
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Une suite géométrique dont le premier terme est non nul converge vers 0 si et
seulement si sa raison est strictement inférieure & 1 en valeur absolue. La suite (7)., oy
étant géométrique de raison (1 — 7L) et o étant non nul, cette derniére tend vers 0
si et seulement si |1 —7L| < 1. Or

1-7L|<1 <= -1<1—-7L<1

— —-2<—71L<0

2
|1—TL|<1<:>0<7<E car L >0

Ainsi, ’La suite (z,,),cy converge vers 0 si et seulement si 0 < 7 < 2/L. ‘

La fonction g est de classe ¢! sur R car f et © — awx?/2 le sont. Puisque g
est convexe par hypothese de I’énoncé, la dérivée de g est par conséquent croissante,
autrement dit

La fonction x — f/(z) — ax est croissante sur R. ‘

Le caractére lipschitzien de f’ appliqué aux points 1 et 0 donne |f'(1)— f/(0)| < L
et la croissance de ¢’ conduit &

0< g(1)=g(0) = F(1) —a—f(0)
donc a < 1) - 10 <|fQ) - o)l <L

Finalement, a<L

Soient 0 < y < . La croissance de & — f’(x) — axr implique f/(0) < f'(y) — ay.
En intégrant cette relation entre 0 et x, on obtient par croissance de 'intégrale
x x . 1
[rova< [(Fw-aay  don of(©) < 1) - £0) - jaa?
0 0
Soient x < y < 0. La croissance de x — f'(z) —ax implique ici que f/(0) > f'(y) —ay.
En intégrant cette relation entre x et 0, on obtient
0 0
N 1
[rods [(Fw-a)ay  don  ~af(0) > 0) - fla) + s’

En réorganisant les inégalités, il vient

Vr e R f(z) = f(0)+ f(0)x + %an

Une fonction convexe dérivable est au-dessus de toutes ses tangentes comme
on le verra a la question 12.a. Le caractére a-convexe de f nous dit que celle-
ci est en plus au-dessus d’une parabole dont la partie linéaire est la tangente

de f en 0.
Puisque a > 0, I'inégalité précédente implique que
JJll}qloof(gc) =+00 et ‘L1—1>111(X) f(z) = +0

La fonction f étant continue, la question 1 permet alors de conclure que

’ La fonction f admet un minimiseur sur R. ‘
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@ Soient y < z deux réels. Par croissance de = — f/(z) — ax, démontrée a la
question 4, on a

f'y) —ay < f(z) —az
donc alr —y) < f'(z) - f'(y)
puis a(z —y)* < (f'(x) = f'(y) (= —y) car z —y >0
d’out alz —y* < (f'(2) = f'(v) (x —y)
)

En remarquant que (f'(z) — f'(y))(z —y) = (f'(y) — f'(z))(y — ), on constate que
les roles de = et y sont symétriques et on en déduit le résultat pour x < y.

Vo,ye R alz—y? < (f'(2) = F'¥)(x —y)

Le parametre a étant strictement positif, la fonction x — ax est croissante et la
fonction f’ Iest également en tant que somme des fonctions croissantes x — f/(x)—ax
et x — ax. En particulier, la fonction f étant de classe € elle est de plus convexe et
on peut lui appliquer les résultats de la question 2. Soient x,y € R. La question 2.b
et la question précédente conduisent &

=P < |z -yl -2 -7L)(@ —y)(f'(2) - ()
<z -yl —7(2—7L)alr — y|? car 0 < 7 < 2/L

Ve,y € R Z— 9> < |z—yl*(1 —ar(2—71L))

Soit n € N. Puisque z,+; = T, par définition et que z, = T, car f'(z.) = 0,
la question précédente permet d’obtenir I'inégalité

|Zni1 — 2|? < |z — 2]? (1 — a7(2 — L7))

Vérifions que 0 < 1 — a7(2 — L7) < 1. L’inégalité 0 < o < L obtenue a la question 4
et ’hypothese 0 < 7 < 2/L impliquent

0<2—-7L<2 et O0<ar <Lt

donc 0<ar(2—7L) < 7L(2-7L)

d’ou 1-7L(2—-7L)<1—-ar(2—7L) <1

or 1-7L(2—-7L)=1-27L+ (tL)?=(1-7L)?>0

ce qui permet de conclure que p = /1 — a7(2 — L) est bien défini et est dans [0;1 [

par stricte croissance de la racine carrée sur RT. On a alors
[Tnt1 — | < plan — 2]

Une récurrence immédiate donne ainsi

’VneN |Tn — @] < p"To — 4] avec pE[O;l[‘

11 est également possible d’étudier la fonction 7 — 7(2 — 7L) pour obtenir un
encadrement de (1 — a7(2 — L7)) et donc de p.
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III. CONVERGENCE LENTE, SOUS DES HYPOTHESES FAIBLES

@ La fonction f est €°° sur R\ {0} car constante sur les réels strictement négatifs
et polynomiale sur les réels strictement positifs. Elle est continue en 0 et elle est par
conséquent également continue sur R. Sa dérivée définie sur R \ {0} vérifie

) 0 siz<O
xTr) =
22 siz>0

La dérivée vérifie que les limites & gauche et & droite en 0 existent et valent toutes
deux 0. Le théoreme de la limite de la dérivée permet de déduire que f est dérivable
en 0, de dérivée nulle et que f est continue en 0. Ainsi,

’La fonction f est de classe € sur R. ‘

Il est clair que f est positive sur R et qu’elle ne s’annule que sur |-oc0;0].
En conclusion,

’L’ensemble des minimiseurs de f est | -0c0;0]. ‘

Montrons par récurrence que la propriété
1
Pm): xpr1=z,(1—71x,) et 0<z, <—
-

est vraie pour tout n = 0.

e Z(0): Linégalité 0 < xg < 1/7 est vraie par hypothese. L’expression pour la
dérivée de f pour les réels strictement positifs donne

T, = X — TTH2 soit 1 = x0(1 — T20)
o Z(n) = P(n+1): Supposons que la propriété est vraie au rang n et mon-
trons qu’elle est vraie au rang n + 1. L’hypothese de récurrence x, > 0 et
Pexpression pour la dérivée de f pour les réels strictement positifs donnent

Tpi1 = Ty — TTp2 d’ou Tnt1 = Tn(1 — T2y)
L’inégalité 0 < x,, < 1/7 de 'hypothese de récurrence implique alors que
0<1l—72,<1 et donc que 0<xpy1 <1/7
On conclut que & (n + 1) est vraie.
e Conclusion: Vn > 0 Tpnt1 =Tn(l—72y) et O0<uz, <1/7

On trouve ainsi pour tout entier naturel k que g1 < xp car 0 < z < 1/7
et xp+1 = x,(1 — 7). En conclusion,

La suite (x,),, oy est décroissante, strictement positive et
satisfait €41 = @, (1 — 72, ) pour tout entier naturel n.

La suite (2y,),,cy est décroissante et minorée par 0 d’apres la question précé-
dente. Elle converge donc vers un réel £ > 0. En passant a la limite dans la formule de
récurrence, il vient £ = £ (1 — 7¢), soit —7£2 = 0, puis £ = 0 car 7 > 0. Ainsi,

T, — 0
n—+00
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Soit n € N. En ramenant au méme dénominateur, on trouve

1 T _177'1:n+7':1:n_ 1

T, 1—7x, 2,(1—71,)  2,(1—71,)

et la formule de récurrence x, 11 = x,(1—7x,) de la question 10.a implique ainsi que

1 1
VneN —4+— =
z, 1—71x, Tnt1

Montrons par récurrence que la propriété

T
P(n): x, < m
est vraie pour tout n > 0.
e #(0): L'inégalité est vraie car
o
To < To = m

o P(n) = Z(n+1): Supposons que la propriété est vraie au rang n et mon-
trons qu’elle est vraie au rang n+1. L’inégalité 0 < x,, < 1/7 de la question 10.a
implique que 1 — 7z, < 1 et donc que 7/(1 —72,) > 7. L’expression de 1/2,41
et I’hypothése de récurrence z,, < x0/(1 4+ nrzy) donnent

1 T >1+n7'x0+7_>1+(n+1)7x0
Tpt1 z, 1—71x, To o
N Zo
d’ou x <
nHs (1 + (n+ 1)71‘0)

donc Z(n + 1) est vraie.

. Zo
Concl : Yn >0 < —
e Conclusion n > T, < (1 T m'xo)

On a utilisé ici notre connaissance de 1'égalité 1/x, + 7/(1 — To1) = 1 /841
pour la démontrer. Une autre maniere de procéder aurait été de décomposer
en éléments simples la fraction rationnelle 1/(X(1 — 7X)). Celle-ci a deux
poles simples 0 et 1/7 et on cherche donc deux réels « et S tel que

1 _o. B _aX=1/n)+pX (et pB)X—a/T
X(1-7X) X X-1/r XX-1/7) | X(1-7X)
On constate que a = 1 et § = —a = —1 conviennent et la formule de

I’énoncé s’obtient en remplagant X par x,. On insiste sur le fait qu’il faut
bien maitriser la décomposition en éléments simples, car si le sujet a fourni
ici la formule attendue, ce n’est pas toujours le cas et il faut donc pouvoir
rapidement trouver une décomposition.

Soit zg € R. Le cas xo € |0;1/7[ a déja été traité puisque d’apres la ques-
tion 10.b, la suite (x,,), oy tend alors vers 0 qui est un minimiseur de f comme vu a
la question 9.
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Supposons que g < 0. On trouve alors que z; = zg car f/'(xg) = 0 au vu
de D’expression de f’ pour les réels négatifs. Une récurrence immédiate permet de
déduire que la suite (xn)neN est stationnaire égale a xg. Elle converge donc vers xg
et ce dernier appartient & 1’ensemble | -00;0] des minimiseurs de f déterminé & la
question 9.

Supposons finalement que zo > 1/7. Le terme z; vaut alors zp — 7202 qui est
négatif. En effet,

1
To — 0%T < To — To (7’) =0
T

On est donc dans le cas du paragraphe précédent et la suite (z,,),, .y stationne des son
deuxieme terme x;. Elle converge par conséquent vers celui-ci, qui est un minimiseur
de f car x; est négatif. En résumé,

’La suite (z,,),cy converge vers un minimiseur de f pour tout xg réel.

Soient z,y € Ret ¢t €]0;1]. La convexité de f conduit &
S =tz +ty) < (1-t)f(2) +tf(y)
c’est-a-dire flz+tly — =) < flx) +t(f(y) - f(x))

Un développement limité de f en z, licite car f est de classe €', donne
f@) +tf @)y —x) + o (¢) < f(a) + t(fly) - f(x))
d’ou tf (@) (y — ) < t(f(y) —f(x)+tgo(1))
En divisant par ¢ > 0 et en passant & la limite ¢t — 07, il vient
@)y —2) < fy) - f(z)
done Yy R f(y) > f@)+ @)y —2)]

On vient de démontrer le résultat classique qu’une fonction convexe dérivable
est au-dessus de toutes ses tangentes.

Soient x,y € R. On trouve en intégrant la dérivée de f que

1)~ @) - P - = [ (0 - ) a

T

donc [f(y) = flx) = f(@)(y —z)| <

Yy
J - ey
Or, si x > y, on a grace a la L-lipschitzianité de f’' que
Y x x
) — f dt’g ) — fi2)|dt <L [ |t —ax|dt
[ rw-reyal< [ro- o< -

or,sit € [y;x], alors |t — x| =2 —t et donc

[eta= [(eopas [[ESV) TG0, o)

d’ou
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Si x < y, on obtient de maniére similaire que

/:,f,(t) — f'(x) dt‘ < /jf’(t) — ['(x)] < L/xy“ —aldt < L%

La disjonction de cas entre x < y et y < x est nécessaire car 'inégalité

/a " ft) di

n’est valide que si les bornes sont dans le bon ordre, autrement dit si a < b.
Dans le cas contraire, il faut inverser les bornes dans le membre de droite de
I'inégalité.

b
g/ |f(t)] dt ol fe€(a;d])

On a ainsi dans tous les cas

fly) = f@) = fl(@)(y —2) <[f(y) — flz) = f(2)(y — o) <

2

%(y—x)

dot VryeR () < f@)+ @y - a) + oy o)

Soit n € N. En appliquant le résultat de la question précédente a y = x,41
et x = x,, il vient

L

f(xn+1) < f(xn) + f/(zn)(wil - xn) + 5(15"—&-1 - zn)z

d’ott 'on tire, via la formule de récurrence pour z,11, que

Fnin) < Flaa) + )~ 7 ) + 2 (0 @)’

< flon) + F(2n)? (#5 - T)

| 2

J@air) < J(@) = 52 = D) (@)

Puisque 0 < 7 < 2/L, il est clair que 7/2- (2 —TL)}f’(gcn)‘2 > 0 et par conséquent
que f(znt1) < f(zn). Ainsi,

La suite (f(xn))neN est décroissante.

Soit & € R. L’inégalité de la question 12.a appliqué a y = z, donne
f) 2 f@) + f1@) (@ —x)  don  fz) = fz.) < f'(@) (2 — 2.)

Puisque f(z.) est le minimum de f,
0< fz) = flze) < (2 —z) f(2) < [(& — @) f' ()]

et par suite vz e R 0< flz) = fzs) <o — x| f'(2)]

Soit n € N et supposons que xg # . La question 12.c donne

F(@n1) < () — (2= 7L)| /()

> ]
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Remarquons maintenant que f est convexe, de classe €, f’ est L-lipschitzienne,
admet un minimiseur z, et que 0 < 7 < 2/L. On peut donc appliquer la question 2.c
qui donne que la suite (|z,, — z.|)nen est décroissante. La question 13 appliquée a x,
conduit ainsi a

[f(@n) = f(@)] < |z — 2| [f/ ()] < |wo — 24| f/(20)]

La condition sur 7 donne comme précédemment que 7/2-(2—7L) > 0. En combinant
le tout et en remarquant que |xg — .| # 0 car xg # x., on obtient

|f (@n) — f@)?

|z0 — 4|2

VneN Vao £z,  flans1) < fzn) — g(z —rL)

Montrons par récurrence que la propriété

<2
"1+ neag

Pn): a

est vraie pour tout n > 0.
o Z(0): L'inégalité est vraie car

ag

Cap=—2
40 X907 6

e Z(n) = Z(n+1): Supposons que la propriété est vraie au rang n et mon-
trons qu’elle est vraie au rang n + 1. Si a,, = 0 ou ca,, = 1 alors a,+; =0 et
Iinégalité

ao
Opt1 S m

est trivialement vérifiée. Supposons maintenant que a, # 0 et ca, # 1, il vient

alors que a,41 # 0 ce qui nous garantit que les fractions qui suivent sont bien
définies. On a

1 c 1 —cay +cap 1

an + 1—can,  an(l—ca,)  an(l—cay)

Remarquons que la positivité de a,, donne

c
1—ca, <1 d’ou —_—
1-—ca,

Utilisons maintenant '’hypothese de récurrence

1 > 1 _ 1 c >1+nca0+c:1+(n+1)cao
ant1 ap(l—cay) ap 1—ca, ao ao
d’ou Ant1 < 4o

14+ (n+ 1)cag

Ainsi, Z(n+ 1) est vraie.

e Conclusion : Vn >0 an <
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Evacuons dans un premier temps le cas zg = .. Si tel est le cas, la suite (zn)

est stationnaire, égale & xg, et la suite ( I (xn))

a f(z.), elle converge donc vers f(x,).
Supposons a présent que zy # .. Soit n € N. Il a été montré a la question 14 que

|f (@n) — f(2:)]?

|zo — |2

neN

nen €St également stationnaire égale

J(@we) < fa) = 5(2 = 70)

T

Notons c (2—7L)

- 2|zg — x4 |?

On obtient alors avec les notations de ’énoncé

~
d’ou Gn+1 < ap — Ca;

On a ¢ > 0 par hypothese sur 7. La suite (a,),y est positive car f(x.) est un
minimum de f et on peut donc utiliser la question 15. Par suite, on a pour tout
entier naturel k

)

0<ar <
= TR 1+ ckag k—+oo

Le théoréme d’encadrement permet de conclure que (ay,), cy converge vers 0. Ainsi,

f(zn) . f(xs)

Soit n € N*. Rappelons que 'inégalité de la question 12.c donne pour tout ¢ € N
T 2

F@ivn) < flzi) = 52 - L) | f/ ()|
|2

< f(xi) = f(@ig1)

En sommant ces inégalités pour ¢ variant entre 0 et n — 1, il vient

doit 2(2 —7L)| £ (x2)

|
—

n

n—1
@ - 7L)| (@) < 3 (fl@i) — Flain))
1=0

Il
o
N

i

En reconnaissant une suite télescopique, on a alors

n—1

Vn € N* g(Q —7L)> [ f/(2:)]? < flao) — fln)

=0

On a de plus que f(z.) < f(x,) par définition du minimum. Par conséquent

S P € s (7 — )

Les sommes partielles de la série a termes positifs Y | f/(zx)|? sont ainsi majorées par
une constante indépendante de n, si bien que la série converge. Son terme général
converge donc vers 0, autrement dit
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On réutilise la question 2.c qui stipule que la suite (|z,, — «|)nen est décrois-
sante. Soit n € N. On a alors que

et la suite (z,,),cy est par conséquent bornée. Le théoreme de Bolzano-Weierstrass
permet de conclure que

’La suite (), ¢y admet une sous-suite convergente. ‘

Il a été vu aux deux questions précédentes que f'(z,) tend vers 0 et z,)

tend vers x... La suite (f/(IW(")))neN est donc une suite extraite de (f’(xn))neN de

sorte qu’elle converge également vers 0. La continuité de f’ implique quant & elle que

cette suite converge vers f'(x..) puisque ,(,) tend vers z,.,. Par unicité de la limite,

f'(2e) =0

Appliquons la question 13 & z... Comme on vient de montrer que f'(z..) =0,
0 < (@) = fl2) < |an — 2| f'(20)] = 0

par conséquent f(z..) = f(x.) est un minimum de f et

’Le réel z,, est un minimiseur de f. ‘

D’apres la question 2.c appliquée a la suite (z,,),y et au minimiseur z,., on
obtient que la suite (|2, — Zxx|)nen est décroissante et positive. Elle admet donc une
limite £ positive. Or la sous-suite (|Zy(,) — Txx|)nen converge vers 0 puisque ()
tend vers z,, et la limite £ est par conséquent nulle. Ainsi,

|Zy — Zus| —— 0
n—+oo

IV. DESCENTE DE GRADIENT PROXIMALE
La fonction F,, vérifie pour tout z réel que

1
Fuo(z) 2 §|x - xO‘Z +7f(7s)

et tend ainsi vers +0o en —co et +00. Elle est de plus continue comme somme de deux
fonctions continues. La question 1.b nous garantit donc 'existence d’un minimiseur
pour F,, sur R.

Montrons la remarque de 1’énoncé. Soient z1 et xo deux réels distincts et no-
tons a =x1 —xg et b=2x9 —29. On a
2
1 1 1 1 1
—(z1+x2) —x0| = ~(a+b)?==a>+-b>+ —ab
2( 1 2) 0 4( +b) 1 1 5
On a 0 < (a—b)? = a2 + b? — 2ab car a et b sont distincts. On trouve ainsi
que 2ab < a? + b2, d’olt

2

1 1
— 42 7b2
<2a +2

1
‘2({171 +l‘2) — Xo
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2

1 1 1
Autrement dif) ‘Q(xl +x2) —x0| < §|x1 —zo|2+ §|x2 — 2

Soient z; € R et 9 € R deux minimiseurs de F,,. Supposons que 1 # 2.
La convexité de f et la remarque de ’énoncé conduisent a
1
Faop ( Sla1+a2) ) =

2
(x1 4+ x2) — 20

N = N =

+Tf<1(:c1 +m2)>
2

5 (F@n) + f(2))

N

N = N = N =

(1 + 22) — 20

2 (@) + f(aa))

1
|21 — ol + Z|5171 —xzo* + 5

< (Fwo<xl) +Fa:o(x2))

| (;(ml +x2)> < Fyo(z1)

ce qui est absurde car x; est un minimiseur de F,,. On en conclut que z; = z2 et
finalement que

’La fonction F,, admet un unique minimiseur sur R. ‘

La propriété garantissant I'unicité du minimiseur est la stricte convexité de
la fonction convexe z + |z — x|?/2 . Soit g € ¥ (R) une fonction continue.
Cette fonction est strictement convexe si elle est convexe et que

Ve#yeR Vie]0;1] g((1 =tz +ty) < (1 —t)g(z) + tg(y)

La fonction f n’est pas nécessairement strictement convexe mais la fonc-
tion F, 'est car la somme d’une fonction convexe et d’une fonction stricte-
ment convexe est strictement convexe.

Supposons que xg est un minimiseur de f. On a pour tout = € R que

Fey(#) = gl — aol? +7£(2) > 77(2) > 7f(z0)

or Fy (z9) = 7f(x0) et zp est par conséquent un minimiseur de F,,. L’unicité
du minimiseur de F,,, démontrée a la question précédente, permet de conclure
que zo = p¢(xo).

Supposons que g = py(zo). Soit t € | 0;1]. Puisque x¢ est un minimiseur de F,
on obtient

7f(w0) = Fay(20)
< Fao (1= t)zo + ta)

(o) < 2(1~ t)zg + t, a0l 4 7F (1~ Do + )

La convexité de f et Pégalité (1 — t)zg + tz, — 29 = t(xsx — o) impliquent alors que
2

Tf(@0) < Gl = wof? +7((1 = )] (w0) + 1 (z2))

t
Par suite 0<tr (f(x*) — f(zo) + 2—\x* — x0|2>
T
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en réorganisant les termes. On divise par 7t > 0 pour obtenir

t
0 < flax) — f(wo) + Ekﬂ* — xo[?
t
c’est-a-dire f(zo) < fzs) + 2—|x* — |2
T
d’olt f(zo) < f(zs) en prenant ¢t — 0

On en déduit que f(zo) = f(z.) car f(x,) est un minimum de f. Par conséquent, xg
est un minimiseur de f. En résumé,

’Le réel xp est un minimiseur de f si et seulement si py(xg) = 0. ‘

La fonction F,, est de classe € car f lest et 2 +— |x —20|?/2 est de classe €
sur R. Puisque z; est un minimiseur de F,, d’apres la question 19, il vérifie

Fa,/(z1) =0 c’est-a-dire 0= (z1—z0) +7f'(x1)

Par conséquent, ’331 =x0 — 7f'(71) ‘

Soient g,z € R. On a

1 1
Fopo(—2) = 5 =2+ @ol? + 7] 2] = o — 2ol + 7lal = Fay (2)

don F_uy (— pr(0) = Fuy (ps(20)) < Fup(—2) = F_y, ()

Par unicité du minimiseur py(—=zo) démontrée a la question 19, on obtient que

Vg € R pr(—z0) = —py(z0)

11 suffit donc de traiter le cas 2y > 0. La fonction F,, est décroissante sur | -00;0]
comme somme de deux fonctions décroissantes x — |z —x0|?/2 et z +— 7|z|. Puisque
ces deux fonctions sont croissantes sur [zg;+oc [, la fonction F,, est croissante sur
cet intervalle. On en déduit que son minimiseur ps(zo) est compris entre 0 et zo.
Cela implique en particulier que p;(0) = 0.

Supposons par conséquent que o > 0. La fonction valeur absolue est dérivable
sur 'ouvert | 0;+00 [ et la fonction F,, I'est donc également et on trouve

Ve €]0;+00] Fo,/(!) =2z —20+7=2—(z0—7)
Distinguons maintenant deux cas:

1. Sizg < 7, alors F,,)'(x) est positif pour tout z € ]0;+00 [. La fonction F,, est
donc croissante sur ]0;+00[. En résumé, F, est décroissante sur | -0c0;0] et
croissante sur [0;+oo [ et son minimiseur est donc 0. On obtient py(xg) = 0.

T —00 0 400
F.,'(2) - I+
“+00 —+00
Fay () hY 7
Faz, (0)
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2. Sixzg > 7, alors F/, (z) est négatif pour tout = € ]0;z9 — 7 [, s’annule en 29 — 7
et est positif pour tout & € [2g — 7;+00[. On en déduit que F,, est décrois-
sante sur | -0o;x9 — 7] et croissante sur [zo — 7;+00 [ et son minimiseur est
donc g — 7. On obtient donc ps(xg) = zo — 7.

T —00 0 To—T 400
Fay'(2) - I - 0 -
“+o00 +o0o
Fo, (2) > A
Faoo(zo —7)

Il n’y a pas de saut en 0 pour la fonction F,, car celle-ci est continue en tant
que somme de deux fonctions continues. Par imparité de py, on a si g € [—7;7]
que pr(zo) =0 et si x < —7 que

pf(wo) = —ps(—x0) = —(—20 —T) =20 + T

r—T Ssiz>T
<

En résumé, vz eR prlx) =< c+7 six

0 sinon

Soit 7 > 0. Montrons par récurrence que la propriété
Pn): sizg€[—(n+1)7;—n7|U[nT;(n+1)7] alors £,41 =0
est vraie pour tout n > 0.

e Z(0):0Ona[—(0+1)7;-0-7]U[0-7;(04+1)7] =[—7;7]. On déduit alors
de la question précédente que z1 = ps(xg) = 0.

o P(n) = F(n+1): Supposons que la propriété est vraie au rang n et mon-
trons qu’elle est vraie au rang n + 1. Si g € [—(n+2)7;—(n+ 1)7], alors
on a zg < —7 et donc py(xo) = zo + 7. Ainsi py(zg) € [—(n+1)7;—n7] et
I'hypothese de récurrence appliquée & py(zo) permet de conclure qu’apres n+1
itérations la suite partant de py(zg) atteint 0. Puisque py(z9) = 1, la suite
partant de z¢ atteint 0 apres n + 2 itérations, autrement dit x,42 = 0. Le cas
ouzg € [(n+1)7;(n+2)7], pour lequel on a o > 7 et donc ps(xg) = xo — 7,
se traite de maniere similaire. Ainsi, &(n + 1) est vraie.

e Conclusion} Vn>0 zo€[—(n+1)7;—nr]U[nT;(n+1)7] = 2p41 =0

Supposons que zp > 0. Notons k = |zo/7] de sorte que z¢ € [k7;(k+ 1)7].
La propriété montrée précédemment implique que zp4+; = 0 et donc que z, = 0
pour tout n > k + 1 puisque py(0) = 0. La suite (2,), oy stationne donc a partir
d’un certain rang en 0 et converge ainsi vers 0. Le cas z¢p < 0 se traite de maniere
analogue. En conclusion,

Vg e R Vr >0 T, —— 0

n—+oo

Soit n € N. Puisque z,4+1 = py(x,) est 'unique minimiseur de F,,, on a
Fz, (In—&-l) < Fg, (zn)
1

c’est-a-dire §|:17n+1 — 22 + 7f(2ny1) < 7F(20)
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En particulier, pour n = 0, on trouve que

%\m —zo|? + 7f(21) < 7f (o)

Soient N > M > 0 deux entiers. L’inégalité ci-dessus se réécrit
1

§|xn - xn—1|2 < T(f(mn—l) - f(xn))

En sommant ces inégalités pour n variant entre M 4 1 et N, il vient
N N

> Sl < Y T(f@n) - o)

n=M+1 n=M+1

En reconnaissant une somme télescopique, on obtient

1 N
5 O e =2l <7 (f(on) - Flaw)

Fixons M = 0 dans l'inégalité ci-dessus pour obtenir

1 < (1) — o)
n=1

N-1
puis ;;Mn-ﬂ - $n|2 < T(f($0) - f(”f*))

via un changement d’indice et car —f(xn) < —f(z4) pour tout N € N. Les sommes
partielles de la série a termes positifs > |2,41 — 2, |? sont donc majorées uniformé-
ment, si bien que la série converge et son terme général tend par conséquent vers 0.
Par conséquent,

|Tpt1 — x| ——— 0
n—-+oo

Soient N > M > 0 deux entiers. L’inégalité triangulaire et I'inégalité de Cauchy-
Schwarz donnent

N-1
> (g — k)

[N — am| =
k=M
N-1
< |Zh1 — x| - 1
k=M
N-1 N-1
< Z |Tgps1 — zi|? Z 12 (Cauchy-Schwarz)
k=M k=M
N
lzn — am| < Z |z — zk—1]2VN — M
k=M+1

L’inégalité de la question précédente implique que

lan — M| < \/ZT(f(xm) — f(zn))VN =M = /27N = M|\/| f(zm) — f(2n)]
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L’inégalité ainsi écrite est symétrique en N et M. On en déduit qu’elle est encore
valable si M > N > 0. Le cas N = M est évidemment vrai. En conclusion,

YNMEeN  |an —aum| < V27N =M[/[f(zm) — flan)]

Soient z,v,t € R. Puisque T = py(x) est I'unique minimiseur de F, on ob-
tient F,(Z) < F (T + tv), c’est-a-dire

1 - - 1.
Vo, v,t € R §|a:—3:|2—|—rf(1:)<Tf(1:+tv)—|—§|ar+tv—z|2

Soit y € R. L’inégalité ci-dessus appliquée a y, v et —t donne
ST+ 7I@) < TG~ )+ Sl -t~ yf?
Sommons les deux inégalités pour obtenir
S a2 4TI @) + Gl ol 4TI @) < TIE + 1)+ o[ o af?
(= 1)+ 57—t — P
En multipliant par 2 et en réorganisant les termes, on obtient

27(f(@) + f(@) = F@ +tv) = f(T— tv)) < [T+ to— a2 + [ — tv -y

|7 -z =y -yl

Notons I(z,y, t,v) le membre de droite de I'inégalité précédente. Il est égal a
I(z,y,t,0) = [T +tv—af + |[§—tv—y]* = [T — 2 — [§ — yI?
= (@-2)+00)° + (F-y) —t) — @ —2)* = G- v)°
= (7 —2)% + 2tv(7 — ) + t?20?
HG—y)? =20y —y) +20° — (T -2)? — (T —y)?
= 2tv(T — x) — 2tv(y — y) + 2t%0?

Ainsi, I(z,y,t,v) =2tv(Z —z+y—7y) + . oo(t)
—

Le terme de droite de l'inégalité (6) admet pour développe-
ment limité 2tv(z —z +y —y) + . oo(t) quand ¢ tend vers 0.
—

Soit t € [0;1]. Si l'on fixe v = § — &, le membre de gauche de l'inégalité (6),
que l'on note J, devient

3=20(f@ + F@) - FE+ UG- )~ [ (G- G- D))
27’((1 @) + A=t @) — (=0T +17) — F(1 - BT+ t:”E))
J= 2T((1 —OF@) @) — £ — t)f—ktﬂ))

+27 (L= D) +LF(@) ~ F((1 - O + 7))

On constate que J > 0 par convexité de f. Ainsi,

’Le membre de gauche de (6) est positif pour tout ¢ € [0;1]. ‘
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On a alors pour t € ]0;1] d’aprés la question précédente que
< 7— W7 — _
0<2t(y—2)(T—2+y—7) +t30(t)
En divisant par t > 0 et en faisant tendre ¢ vers 0, on trouve que
0S@W-2)(@—z+y—y)
0<@-2)(@-y)+H—-2)(y—2)

d'oi 3P < (@ -y)@E-9)]

Soient z,y € R. L'inégalité est évidemment vraie si ps(x) = ps(y). Supposons
donc maintenant que py¢(z) # ps(y). D’apres la question précédente,

ps(x) —prW)I° < (2= y) (ps(2) — s (v))
pr(@) = @)1 < |z —yllps(z) — pr(y)]

Yoy €R Ipp(@) — ps(w)] < Jo |

Soit n € N. Le point z, est un minimiseur de f, donc ps(z,) = z. d’apres la
question 20. Cette remarque et le caractere 1-lipschitzien de py démontré ci-dessus
conduisent a

[Trg1 — 2| = |pf(xn) —pf(l‘*)\ < on — 24

Autrement dit, ’ La suite (|@, — @«|)nen est décroissante. ‘

D’apres la question 23, |z,41 — x,| tend vers 0 quand n tend vers linfini.
En particulier,

o)1 = Tas| S [Tpmy1 = Tom)| + [Tpn) = Tax| ——=0
AiHSi, Isa(n)-‘rl :~>—+o.o—> Ty

Puisque py est lipschitzienne, elle est également continue. Il vient alors que
T+t = Pr(Tom) S50 Pr (@)
et 'unicité de la limite permet de déduire que

Sachant que py(x..) = x.. d’apres la question précédente, la question 20 permet
de déduire que

’Le réel x.,. est un minimiseur de f. ‘

La suite (|2, —Zs«|)nen est par conséquent décroissante par le méme raisonnement
qu’a la question 28, ce dernier nécessitant juste que z,, soit un minimiseur de f.
Comme cette suite est également positive, elle admet une limite ¢ > 0 en tant que
suite décroissante minorée. Or [T, (,) — 4| tend vers 0, par conséquent £ = 0 par
unicité de la limite. En conclusion,

Ty ———F T
n—r+oo
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V. OPTIMISATION SUR LA BOULE UNITE

La boule unité fermée est une partie fermée et bornée de R?. D’aprés le théoréeme
des bornes atteintes, la fonction continue f y atteint ses bornes. Autrement dit,

La fonction f admet un minimiseur sur C. ‘

La boule ouverte C = {z € R?|||z|| < 1} de rayon 1 est un ouvert. Par hypothése,
la fonction f de classe €' y atteint son minimum f (x4) en x,. Le point z, est ainsi
un point critique de f. Par conséquent,

Vf(z:)=0

Soient = # y € R? deux vecteurs distincts de norme 1. Notons v = = — ¥.
On a alors
(@, v)=(z,2) —(z,y) = 2> = (@, y) = [2lllly] — (=, y) >0

d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Supposons par I'absurde qu’on est dans le cas
d’égalité de Cauchy-Schwarz. Cela implique que x et y sont colinéaires, autrement
dit qu’il existe v € R tel que z = yy. On aurait alors

0< [lzllllyll = (=, v) =y, y) =~ly|?

d’ott vy =1 car ||z|| = ||y|]| = 1. Cela signifie que x = y, ce qui est absurde. On a donc
montré que (z, v) > 0. Le cas de (y, v) se traite de maniére similaire. En conclusion,

’(x,v>>0 et (y,v><0‘

Supposons par 'absurde que pour tout réel A > 0, on a Vf(x.) # —Azs.
Ceci implique que

Vi)
Vi(ze) #0 et g,
) ZLCa]
On peut donc appliquer la question précédente & © = V f(z.)/||Vf(z.)| et y = —x.

ce qui donne un vecteur

_ V() Vf(z.)
VSV @ T tel que <||Vf(x*)||’v>>0 et (—zy,v) <0
d'ott (WER! (0, Vf(@.)>0 et (v, x.)>0]

Soit t > 0 un réel positif. On a d’un c6té

s = to]]2 = [l 2 = 2z, to) + [[o]
=1—2(z,, v)t +t?||v|?
=1—2(z,, V)t + te1(t) ou e1(t) — 0

|2 — ]| =1 —t(2(zs, v) — £1(2))

D’un autre coté, un développement limité en z, de la fonction f de classe €' donne
flre —tv) = f(ze) + (Vf(zs), —tv) + tea(t) ou ex(t) = 0
— f) — t(Tf(2), 0) + £a(t))
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On peut donc trouver ¢ > 0 tel que
(T4, v) —e1(t) >0 et (Vf(z,), v)+ea(t) >0

car (@, v) > 0 et (Vf(zs),v) >0. On a alors
2o — 02 =1 —(2(zs, v) —e1(F)) < 1
et flas —t) = fla.) —t((Vf(@e), v) +e2(D))

si bien que x, — tv appartient & C et que f(z, — tv) <
car f(z.) est le minimum de f sur C. Par conséquent,

]3A >0 Vf(z.) = -z,

< f(@s)
flz

) Ceci est absurde

Un minimiseur x, n’est plus en général un point critique car on ne minimise
plus sur un ouvert mais sous la contrainte fermée ||z| < 1. Quand on sature
cette contrainte, c’est-a-dire si ||z.|| = 1, on ne peut plus se déplacer infi-
nitésimalement dans toutes les directions autour de z, et cela empéche de
conclure que Vf(x,) = 0.

Soient x, h € R?. Grace & la bilinéarité du produit scalaire,

flx+h) = 71<x+h, M(z + h))

2
1 1 1 1
= —— Mz) — = Mzx) — = Mh) — = M
La symétrie de M donne alors
1 1 1
fl@+h) = f(z) = 5{h, M) — Mz, h) — 5 (h, Mh)

Fla) — (Ma, by~ £ (h, M)

(M
fla+h) = f(z) = Mz, h)+ o ([|hl])
car [(h, Mh)| < ||h]|||MR]|| par Cauchy—Schwarz et |[MA|| tend vers 0 quand h tend

vers 0 par continuité des applications linéaires en dimension finie. L’application
h+— —(Mz, h)
étant linéaire, on en déduit que f est différentiable en x, de différentielle
df () : h— (=Mz, h)
On en déduit, en identifiant le gradient de f en x, que

Vf(z) =—-Mz

L’application x — —Mz est linéaire en dimension finie donc continue. Par suite,
la fonction f est de classe %! sur R?. Elle admet ainsi au moins un minimiseur z,
sur C d’apres la question 31. On va montrer que le minimum de f est strictement
négatif, puis que ses minimiseurs sont des vecteurs propres de M associés a sa valeur
propre maximale et inclus dans la sphere unité.

La matrice M étant symétrique réelle, elle est donc diagonalisable en base ortho-
normée d’apres le théoréme spectral. Notons (e;);e[1;4] une telle base de vecteurs
propres et (\;)ic[1;q4] les valeurs propres associées. Soit i € [1;d]. La condition

Vz € R? (x, Mz) >0
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donne, lorsqu’elle est appliquée en e;, que
0 < (eq, Meg) = (i, Aei) = Nifeq, eq) = Ailes]|* = N

Les valeurs propres de M sont donc toutes positives. La matrice M étant non nulle
et diagonalisable, elle possede par conséquent une valeur propre non nulle. Quitte &
renuméroter, supposons que A; > 0. On a alors

1 A1 A1
e1) =—=(e1, Mey) = ——|le1||? =—-= <0
fler) = —g{er, Mey) 5 lleal 5
et le minimum de f sur C est donc strictement négatif.
Soit . un minimiseur de f sur C. Supposons que ||z.|| < 1. La question 32

implique alors que
1
0=Vf(xzs) =—Muz, d’ou flzy) = 5(9:*, 0)=0

Ceci est en contradiction avec le fait que le minimum de f sur C est strictement né-
gatif. Les minimiseurs de f sont donc tous de norme 1. On tire alors de la question 33
qu’il existe A > 0 tel que

Vi(z.) = —Ax. d’ou —Mz, = — Az, donc Mz, = Az,
Autrement dit, z, est un vecteur propre de M associé a la valeur \ et donc
1 A A
B o e T
Flae) = =5, Ma) = =5 Jaal? = =3

Il est alors clair que A doit étre la plus grande valeur propre de M. En effet, g’il
existait A’ > A\ une valeur propre de M avec z un vecteur propre de norme 1 associé,
on aurait

N A

<=5 = flzs)

f&) =-5 <=5

ce qui serait absurde. En résumé,

L’ensemble des minimiseurs de f est I’ensemble des vecteurs propres
de M de norme 1 associés a la plus grande valeur propre de M.

Soit z € R? tel que ||z|| > 1. Montrons qu’alors ||z — 7V f(x)| = 1. On a
o =7V (@) = z]* + 72|V (@)]? - 27(x, V()
= ||2lI* + 72|l = Ma|]* — 27(z, —Mz)
l = 7V f(@)? = ||=]* + 72| Mz||* + 27(z, Mxz)
Or (x, Mx) > 0 par hypothese sur M et on en déduit que ||z —7V f(z)||* > ||z||*> > 1.
En résumé,
VeeR! i 21 = [e—rV@)>1 (+)
Montrons par récurrence que la propriété
(Id + TM)"IO
Pn): Tp=—"TF—
= ]
est vraie pour tout n > 1.
e Z(0): Puisque ||zo| > 1, 'inégalité ci-dessus implique que ||zo—7V f(z0)|| > 1

et par suite que

o — TVf(.%‘Q) zo + TMzg (Id + TM){,CO
x1 =Pclxg —7Vf(20)) = = -
1 =Po(e0 = 7VI(0) = 0 T o)~ Two + Maoll ~ [La + Mzl
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e P(n) = Z(n+1): Supposons que la propriété est vraie au rang n et mon-
trons qu’elle est vraie au rang n + 1. D’apreés I’hypothése de récurrence,

Id—i—TM || Id-i-TM)”CL‘()H

a+ ™) "QJOH C||(Ig 4 M) ||

=1

lall = H
I = 7a

et le fait (%) démontré ci-dessus conduit a ||z, —7V f(z,,)|| > 1. Par conséquent,

n=TV M Lo
tos = Po(y — 7V () = =TI ) e b 7Mey - (La D

lzn — 7V (@) Nlzn + Mz, | ||Tg + 7M)z,||
(Ig + M)z
Iy +7M)—~4 "/ 70
dott 2,11 = e )H(Id M)l (Lo M)
n+ H(Id-i-TM)WH |‘(Id+TM)n+1$0|‘
[[(Tq + 7M)"ao]|

Ainsi, Z(n + 1) est vraie.

(Id + TM)nl‘o

e Conclusion : Vn>1 Ty = o
[[(Ta + M) 20|

Suivons les indications de I’énoncé et écrivons

d
To = Z ;€5
i=1

ol (€)ie[1;4] est une base orthonormée de vecteurs propres de M dont les valeurs
propres associées sont (\;)ie1;q] de M. L’existence d’une telle base est garantie par
le théoreme spectral appliqué a la matrice réelle symétrique M. Rappelons qu’il a été
vu a la question 35 que les valeurs propres (A;)ie[1;4] de M sont toutes positives.
Introduisons I’ensemble I et la valeur propre A définies par

I={ie[1;d]|a; #0} et A=max{\;|i eI}
ainsi que 'ensemble I’ et le vecteur z(, définis par
:{i€I|>\fL‘=)\} et 1‘/02 Zoz,-ei
il

Remarquons dans un premier temps que I est non vide. Le vecteur xg est non nul et
il existe par conséquent au moins un i € [1;d] tel que a; # 0 car (e;);e[1;4] est une
base. Puisque les (\;)ie[1;4] sont des valeurs propres de M, la formule de la question
précédente donne

d
I+ 7M™ aue; 14+ 7)) "q5e;
(Ly+ My P ) 2 )

I+ TM)» N

(L + M) | H( + TM)" Eazez S(1 4 7A) e
i€l

2

= S+ Aol
i€l

xn = ||

Or ST+ 7)) e

i€l

car la base (e;);e[1;4] est orthonormée. Ainsi

(T+7X)"

14+ 7X)"0e; — e
I A (e
S(1 4+ 7)oy (1+7X)%"

iel 2T

12
P TES e
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Par définition, A > \; pour tout 7 € I\ T, si bien que

vier GFTANT_ o giepor R 0
(I+7M)" (I4+7A)" no+oo
oaie; > e
. i€l i€l
ainsi Tn =
n +00
- Z |Oli|2 Z o;e;
\ i€l i€l
./,C/
En conclusion, Tn ?
n—+oo ||zg|

Reprenons les notations de la question précédente et séparons deux cas selon
que x( appartient a Ker M ou non. Si xg € Ker M, alors

21 =x0 — 7V f(20) = 0 + TM29 = 290

et la suite (z,,), oy est par conséquent constante égale a xo.

Supposons maintenant que zo ¢ Ker M. En particulier, le vecteur z est non nul
et il existe donc un indice i € [1;d] tel que a; # 0 et Pensemble I est non vide. La
valeur propre A est également non nulle car sinon xgy appartiendrait & Ker M. Notons

m=1inf{n € N||z,| =1}

Supposons que m = +00, ce qui implique que ||x,| < 1 pour tout entier naturel n
car x,, € C. Il vient alors que

Tn+1 = PC (xn - TVf(In)) = PC ((Id + TM)IH)

Supposons que ||(Iz + 7M)z,| > 1, on aurait alors

|zn+1]l = [Pc((Iqg + M)y, || = H ||EId +7™M)z,

S A U | ey
La+ 7M)zy|| H

ce qui est absurde. Ainsi, ||(Ig+7M)z,| < 1 et 2,41 = (Ig+7M)z,. Une récurrence
immédiate conduit alors a

d d
Vn € N Tp = (Ig +7M)"z0 = (I + TM)"Zaiei = Z(l + 7)) age;
i=1 i=1
2 _ 2n|. |2 _ 2n 2 (L+72)*"
et ||an|? = Z(l +70) 22 = (14 7)) <Z|ai| + .Z mm
i€l i€l IS
1 >\1 2n
or (14 7A)* ——— 400 et VieINT (L+7A) 0
n—+00 (1 + T>\)2” n—+00
par conséquent |2n]]* ——— +o0

n—+oo

ce qui est en contradiction avec ||z,| < 1 pour tout entier n. En conclusion,

L'entier m = inf {n € N | |lz,[| = 1} est fini. |




26 X/ENS Maths PSI 2025 — Corrigé

Le fait () démontré au début de la question 36.a implique que s’il existe un
entier N € N tel que ||ax|| = 1 alors ||a,|| = 1 pour tout entier n > N. Par suite,
il vient que

Yn <m [2n]l <1 et Vn = m ] =1

Remarquons également que le raisonnement ci-dessus donne aussi que

(Id + TM)ma?()

Vn <m Ty = (Ig+7M)"x et Ty = ————————
n = oA " a7V

(Id + TM)mIO

La question 36.a appliquée a 7y = donne pour tout n > m que

[[(Tq + TM)™ a0 ||
_ (Id + TM)m{EO
e Igy+7M)*» "™ —— n
- (Id—l—TM)n ) _ ( d ) H(Id—i-TM)mx()H _ (Id+TM) )
[[(Iq + TM)"=maq | (Iy + 7M)n—m (Ig + 7M)™ o [[(Ta + 7M)™ 20|
‘ 1(Ta + 7)™ g |

(Ig+M)"zg sin<m
En résumé, T, = (I + 7™™M)"zq

————— sin>m
[[(Tq + 7M)™ ol

Le méme raisonnement qu’a la question 36.b conduit alors a

)
Ty ——— T
n—+oo[|zgl
To si zg € Ker M
En conclusion Ty — 2
n—-+oo 0 sinon
ol

Notons Apax la plus grande valeur propre de M. On sait qu’elle est stric-
tement positive. Quitte & renuméroter les vecteurs (ei)ie[[l;d]], on peut supposer
que e; est un vecteur propre de valeur propre Anyax. Notons H le supplémentaire
orthogonal de Vect (e1). D’apres la formule de Grassmann, H est un hyperplan
de R%. Puisque (€;);e[1;4) est une base orthonormée de R, on trouve que I'hy-

perplan H = Vect (e, . .., eq). Soit zg = Zle a,e; un vecteur de R < H. On trouve

que a1 # 0, car sinon z( serait dans Vect (ea,...,eq), c’est-a-dire H. En particu-
lier, ¢ ¢ Ker M et les deux questions précédentes impliquent que

/!

xz N .

0 ol =Y, ae; et Inax={i€[1;d]| N = Amax}

1€Imax

T, ;
oo ||zg|
car A\pax est la plus grande valeur propre dont un vecteur propre est présent dans la
décomposition de zg, via le vecteur aje;. Le vecteur xf est en particulier un vecteur
BINRPIR - P .
propre de M associé & la valeur propre Amax. La limite 2j/[|zg]| de la suite (2,),,cy
est par conséquent un vecteur propre de norme 1 associé a la plus grande valeur
propre de M et donc un minimiseur de f sur C d’apres la question 35. Par continuité
de f, la suite (f(xn))neN converge vers f(zg/||zpll) qui est ainsi égal au minimum
de f sur C. En conclusion,

Il existe un hyperplan H tel que, pour tout z € R4~ H

f(n) —— min {(z) |z € C}
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Notons H la somme des espaces propres associés aux valeurs propres diffé-
rentes de Apax, ¢’est-a-dire

H= @ Ker(M—\ly)
AiZ Amax
On peut démontrer de maniere similaire que la convergence vers un minimum
de f alieu dés lors que zy ¢ H. Ce résultat est plus fort que celui de I’énoncé
si 'espace propre Ker (M — A\axla) est de dimension au moins 2, autrement
dit si la valeur propre maximale de M n’est pas simple.



