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I. Préliminaires

1.a L’ensemble {x œ R | f(x) 6 f(0)} est l’image réciproque par f de l’intervalle
fermé ] ≠Œ ; f(0) ]. La fonction f étant continue, on en déduit que l’ensemble

{x œ R | f(x) 6 f(0)}

est un fermé de R. Il contient 0 et est donc également non vide.
Puisque la fonction f tend vers +Œ en +≠ Œ, il existe deux réels R1 et R2 tels que

’x œ ] ≠Œ ; R1 [ fi ] R2 ; +Œ [ f(x) > f(0)

Ainsi, l’ensemble {x œ R | f(x) 6 f(0)} est inclus dans l’intervalle [ R1 ; R2 ]. Il est en
particulier borné. En résumé,

L’ensemble {x œ R | f(x) 6 f(0)} est un fermé borné non vide de R.

1.b Le théorème des bornes atteintes appliqué à la fonction continue f et à l’en-
semble fermé borné non vide {x œ R |f(x) 6 f(0)} a�rme que f y atteint ses bornes.
Il existe par conséquent un réel xú tel que

f(xú) = min {f(x) | x œ R et f(x) 6 f(0)}

En remarquant que inf {f(x) | x œ R} 6 f(0), on trouve que

inf {f(x) | x œ R} = inf {f(x) | x œ R et f(x) 6 f(0)} = f(xú)

Ainsi, f(xú) est un minimum global de f sur R et par conséquent

f(xú) = min {f(x) | x œ R}

Une fonction f qui tend vers +Œ en +≠ Œ est dite coercive. Cette hypothèse
permet de se ramener à minimiser la fonction sur un ensemble fermé et borné
sur lequel il est possible d’appliquer le seul théorème général d’existence de
minimiseur, le bien nommé théorème des bornes atteintes.

2.a Soient x, y œ R. Puisque f Õ est L-lipschitzienne

|f Õ(x) ≠ f Õ(y)|2 = |f Õ(x) ≠ f Õ(y)||f Õ(x) ≠ f Õ(y)| 6 L|x ≠ y||f Õ(x) ≠ f Õ(y)|

La fonction f est de classe C 1 et convexe sur R et sa dérivée f Õ est donc croissante.
Cela implique que f Õ(x) ≠ f Õ(y) est du même signe que x ≠ y et par suite que

(x ≠ y)(f Õ(x) ≠ f Õ(y)) > 0

On en déduit que

|x ≠ y||f Õ(x) ≠ f Õ(y)| =
---(x ≠ y)

!
f Õ(x) ≠ f Õ(y)

"--- = (x ≠ y)
!
f Õ(x) ≠ f Õ(y)

"

Finalement, ’x, y œ R |f Õ(x) ≠ f Õ(y)|2 6 L(x ≠ y)
!
f Õ(x) ≠ f Õ(y)

"
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2.b On trouve en développant le carré que

|Âx ≠ Ây|2 =
1

x ≠ y ≠ ·
!
f Õ(x) ≠ f Õ(y)

"22

= (x ≠ y)2 + ·2!
f Õ(x) ≠ f Õ(y)

"2 ≠ 2·(x ≠ y)
!
f Õ(x) ≠ f Õ(y)

"

L’inégalité de la question précédente donne alors

|Âx ≠ Ây|2 6 (x ≠ y)2 + ·2L(x ≠ y)
!
f Õ(x) ≠ f Õ(y)

"
≠ 2·(x ≠ y)

!
f Õ(x) ≠ f Õ(y)

"

d’où |Âx ≠ Ây|2 6 (x ≠ y)2 ≠ ·(2 ≠ ·L)(x ≠ y)
!
f Õ(x) ≠ f Õ(y)

"

2.c La fonction f étant de classe C 1 sur l’ouvert R et le point xú étant un mini-
miseur de f , ce dernier est également un point critique de f , c’est-à-dire f Õ(xú) = 0.
Soit n œ N. Posons x = xn et y = xú, on a alors

Âx = xn ≠ ·f Õ(xn) = xn+1 et Ây = xú ≠ ·f Õ(xú) = xú = y

La question précédente donne

|xn+1 ≠ xú|2 6 |xn ≠ xú|2 ≠ ·(2 ≠ ·L)(xn ≠ xú)
!
f Õ(xn) ≠ f Õ(xú)

"

L’hypothèse sur · donne ·(2 ≠ ·L) > 0 et, d’après la question 2.a,

’x, y œ R (x ≠ y)
!
f Õ(x) ≠ f Õ(y)

"
> 0

On en déduit que

·(2 ≠ ·L)(xn ≠ xú)
!
f Õ(xn) ≠ f Õ(xú)

"
> 0

ce qui implique |xn+1 ≠ xú|2 6 |xn ≠ xú|2, d’où |xn+1 ≠ xú| 6 |xn ≠ xú| par croissance
de la racine carrée sur les réels positifs. Autrement dit,

La suite
!
|xn ≠ xú|

"
nœN est décroissante.

II. Convergence rapide, sous des hypothèses fortes

3.a Soit x œ R. La fonction f est de classe C 1 et sa dérivée en x est f Õ(x) = Lx.
La formule de récurrence déterminant (xn)nœN donne ainsi, pour tout entier naturel n,

xn+1 = xn ≠ ·f Õ(xn) = xn ≠ ·Lxn = (1 ≠ ·L)xn

En reconnaissant une suite géométrique de raison (1 ≠ ·L), il vient xn = (1 ≠ ·L)nx0
pour tout entier naturel n. Par conséquent,

’n œ N xn+1 = (1 ≠ ·L)xn et xn = (1 ≠ ·L)nx0

Il est également possible de démontrer l’expression de xn pour tout n œ N
par récurrence, mais il est plus élégant et e�cace de reconnaître une suite
géométrique.
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3.b Une suite géométrique dont le premier terme est non nul converge vers 0 si et
seulement si sa raison est strictement inférieure à 1 en valeur absolue. La suite (xn)nœN
étant géométrique de raison (1 ≠ ·L) et x0 étant non nul, cette dernière tend vers 0
si et seulement si |1 ≠ ·L| < 1. Or

|1 ≠ ·L| < 1 ≈∆ ≠1 < 1 ≠ ·L < 1

≈∆ ≠2 < ≠·L < 0

|1 ≠ ·L| < 1 ≈∆ 0 < · <
2
L car L > 0

Ainsi, La suite (xn)nœN converge vers 0 si et seulement si 0 < · < 2/L.

4 La fonction g est de classe C 1 sur R car f et x ‘æ –x2/2 le sont. Puisque g
est convexe par hypothèse de l’énoncé, la dérivée de g est par conséquent croissante,
autrement dit

La fonction x ‘æ f Õ(x) ≠ –x est croissante sur R.

Le caractère lipschitzien de f Õ appliqué aux points 1 et 0 donne |f Õ(1)≠f Õ(0)| 6 L
et la croissance de gÕ conduit à

0 6 gÕ(1) ≠ gÕ(0) = f Õ(1) ≠ – ≠ f Õ(0)

donc – 6 f Õ(1) ≠ f Õ(0) 6 |f Õ(1) ≠ f Õ(0)| 6 L

Finalement, – 6 L

5 Soient 0 6 y 6 x. La croissance de x ‘æ f Õ(x) ≠ –x implique f Õ(0) 6 f Õ(y) ≠ –y.
En intégrant cette relation entre 0 et x, on obtient par croissance de l’intégrale

⁄ x

0
f Õ(0) dy 6

⁄ x

0

!
f Õ(y) ≠ –y

"
dy d’où xf Õ(0) 6 f(x) ≠ f(0) ≠ 1

2–x2

Soient x 6 y 6 0. La croissance de x ‘æ f Õ(x)≠–x implique ici que f Õ(0) > f Õ(y)≠–y.
En intégrant cette relation entre x et 0, on obtient

⁄ 0

x
f Õ(0) dy >

⁄ 0

x

!
f Õ(y) ≠ –y

"
dy d’où ≠ xf Õ(0) > f(0) ≠ f(x) + 1

2–x2

En réorganisant les inégalités, il vient

’x œ R f(x) > f(0) + f Õ(0)x + 1
2–x2

Une fonction convexe dérivable est au-dessus de toutes ses tangentes comme
on le verra à la question 12.a. Le caractère –-convexe de f nous dit que celle-
ci est en plus au-dessus d’une parabole dont la partie linéaire est la tangente
de f en 0.

Puisque – > 0, l’inégalité précédente implique que

lim
xæ≠Œ

f(x) = +Œ et lim
xæ+Œ

f(x) = +Œ

La fonction f étant continue, la question 1 permet alors de conclure que

La fonction f admet un minimiseur sur R.
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6 Soient y 6 x deux réels. Par croissance de x ‘æ f Õ(x) ≠ –x, démontrée à la
question 4, on a

f Õ(y) ≠ –y 6 f Õ(x) ≠ –x

donc –(x ≠ y) 6 f Õ(x) ≠ f Õ(y)

puis –(x ≠ y)2 6
!
f Õ(x) ≠ f Õ(y)

"
(x ≠ y) car x ≠ y > 0

d’où –|x ≠ y|2 6
!
f Õ(x) ≠ f Õ(y)

"
(x ≠ y)

En remarquant que
!
f Õ(x) ≠ f Õ(y)

"
(x ≠ y) =

!
f Õ(y) ≠ f Õ(x)

"
(y ≠ x), on constate que

les rôles de x et y sont symétriques et on en déduit le résultat pour x 6 y.

’x, y œ R –|x ≠ y|2 6
!
f Õ(x) ≠ f Õ(y)

"
(x ≠ y)

7 Le paramètre – étant strictement positif, la fonction x ‘æ –x est croissante et la
fonction f Õ l’est également en tant que somme des fonctions croissantes x ‘æ f Õ(x)≠–x
et x ‘æ –x. En particulier, la fonction f étant de classe C 1 elle est de plus convexe et
on peut lui appliquer les résultats de la question 2. Soient x, y œ R. La question 2.b
et la question précédente conduisent à

|Âx ≠ Ây|2 6 |x ≠ y|2 ≠ ·(2 ≠ ·L)(x ≠ y)
!
f Õ(x) ≠ f Õ(y)

"

6 |x ≠ y|2 ≠ ·(2 ≠ ·L)–|x ≠ y|2 car 0 < · 6 2/L

’x, y œ R |Âx ≠ Ây|2 6 |x ≠ y|2
!
1 ≠ –·(2 ≠ ·L)

"

8 Soit n œ N. Puisque xn+1 = Âxn par définition et que xú = Âxú car f Õ(xú) = 0,
la question précédente permet d’obtenir l’inégalité

|xn+1 ≠ xú|2 6 |xn ≠ xú|2
!
1 ≠ –·(2 ≠ L·)

"

Vérifions que 0 6 1 ≠ –·(2 ≠ L·) < 1. L’inégalité 0 < – 6 L obtenue à la question 4
et l’hypothèse 0 < · < 2/L impliquent

0 < 2 ≠ ·L < 2 et 0 < –· 6 L·

donc 0 < –·(2 ≠ ·L) 6 ·L(2 ≠ ·L)
d’où 1 ≠ ·L(2 ≠ ·L) 6 1 ≠ –·(2 ≠ ·L) < 1
or 1 ≠ ·L(2 ≠ ·L) = 1 ≠ 2·L + (·L)2 = (1 ≠ ·L)2 > 0
ce qui permet de conclure que fl =


1 ≠ –·(2 ≠ L·) est bien défini et est dans [ 0 ; 1 [

par stricte croissance de la racine carrée sur R+. On a alors
|xn+1 ≠ xú| 6 fl|xn ≠ xú|

Une récurrence immédiate donne ainsi
’n œ N |xn ≠ xú| 6 fln|x0 ≠ xú| avec fl œ [ 0 ; 1 [

Il est également possible d’étudier la fonction · ‘æ ·(2 ≠ ·L) pour obtenir un
encadrement de

!
1 ≠ –·(2 ≠ L·)

"
et donc de fl.
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III. Convergence lente, sous des hypothèses faibles

9 La fonction f est C Œ sur Rr {0} car constante sur les réels strictement négatifs
et polynomiale sur les réels strictement positifs. Elle est continue en 0 et elle est par
conséquent également continue sur R. Sa dérivée définie sur Rr {0} vérifie

f Õ(x) =
I

0 si x < 0

x2 si x > 0

La dérivée vérifie que les limites à gauche et à droite en 0 existent et valent toutes
deux 0. Le théorème de la limite de la dérivée permet de déduire que f est dérivable
en 0, de dérivée nulle et que f Õ est continue en 0. Ainsi,

La fonction f est de classe C 1 sur R.

Il est clair que f est positive sur R et qu’elle ne s’annule que sur ] ≠Œ ; 0 ].
En conclusion,

L’ensemble des minimiseurs de f est ] ≠Œ ; 0 ].

10.a Montrons par récurrence que la propriété

P(n) : xn+1 = xn(1 ≠ ·xn) et 0 < xn <
1
·

est vraie pour tout n > 0.
• P(0) : L’inégalité 0 < x0 < 1/· est vraie par hypothèse. L’expression pour la

dérivée de f pour les réels strictement positifs donne

x1 = x0 ≠ ·x02 soit x1 = x0(1 ≠ ·x0)

• P(n) =∆ P(n + 1) : Supposons que la propriété est vraie au rang n et mon-
trons qu’elle est vraie au rang n + 1. L’hypothèse de récurrence xn > 0 et
l’expression pour la dérivée de f pour les réels strictement positifs donnent

xn+1 = xn ≠ ·xn
2 d’où xn+1 = xn(1 ≠ ·xn)

L’inégalité 0 < xn < 1/· de l’hypothèse de récurrence implique alors que

0 < 1 ≠ ·xn < 1 et donc que 0 < xn+1 < 1/·

On conclut que P(n + 1) est vraie.

• Conclusion : ’n > 0 xn+1 = xn(1 ≠ ·xn) et 0 < xn < 1/·

On trouve ainsi pour tout entier naturel k que xk+1 6 xk car 0 < xk < 1/·
et xk+1 = xk(1 ≠ ·xk). En conclusion,

La suite (xn)nœN est décroissante, strictement positive et
satisfait xn+1 = xn(1 ≠ ·xn) pour tout entier naturel n.

10.b La suite (xn)nœN est décroissante et minorée par 0 d’après la question précé-
dente. Elle converge donc vers un réel ¸ > 0. En passant à la limite dans la formule de
récurrence, il vient ¸ = ¸ (1 ≠ ·¸), soit ≠·¸ 2 = 0, puis ¸ = 0 car · > 0. Ainsi,

xn ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

0
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10.c Soit n œ N. En ramenant au même dénominateur, on trouve

1
xn

+ ·

1 ≠ ·xn
= 1 ≠ ·xn + ·xn

xn(1 ≠ ·xn) = 1
xn(1 ≠ ·xn)

et la formule de récurrence xn+1 = xn(1≠·xn) de la question 10.a implique ainsi que

’n œ N 1
xn

+ ·

1 ≠ ·xn
= 1

xn+1

Montrons par récurrence que la propriété

P(n) : xn 6 x0
(1 + n·x0)

est vraie pour tout n > 0.
• P(0) : L’inégalité est vraie car

x0 6 x0 = x0
1 + 0 · x0

• P(n) =∆ P(n + 1) : Supposons que la propriété est vraie au rang n et mon-
trons qu’elle est vraie au rang n+1. L’inégalité 0 < xn < 1/· de la question 10.a
implique que 1 ≠ ·xn 6 1 et donc que ·/(1 ≠ ·xn) > · . L’expression de 1/xn+1
et l’hypothèse de récurrence xn 6 x0/(1 + n·x0) donnent

1
xn+1

= 1
xn

+ ·

1 ≠ ·xn
> 1 + n·x0

x0
+ · > 1 + (n + 1)·x0

x0

d’où xn+1 6 x0!
1 + (n + 1)·x0

"

donc P(n + 1) est vraie.

• Conclusion : ’n > 0 xn 6 x0
(1 + n·x0)

On a utilisé ici notre connaissance de l’égalité 1/xk + ·/(1 ≠ ·xk) = 1/xk+1
pour la démontrer. Une autre manière de procéder aurait été de décomposer
en éléments simples la fraction rationnelle 1/

!
X(1 ≠ ·X)

"
. Celle-ci a deux

pôles simples 0 et 1/· et on cherche donc deux réels – et — tel que
1

X(1 ≠ ·X) = –

X + —

X ≠ 1/·
= –(X ≠ 1/·) + —X

X(X ≠ 1/·) = ≠·
(– + —)X ≠ –/·

X(1 ≠ ·X)
On constate que – = 1 et — = ≠– = ≠1 conviennent et la formule de
l’énoncé s’obtient en remplaçant X par xn. On insiste sur le fait qu’il faut
bien maîtriser la décomposition en éléments simples, car si le sujet a fourni
ici la formule attendue, ce n’est pas toujours le cas et il faut donc pouvoir
rapidement trouver une décomposition.

11 Soit x0 œ R. Le cas x0 œ ] 0 ; 1/· [ a déjà été traité puisque d’après la ques-
tion 10.b, la suite (xn)nœN tend alors vers 0 qui est un minimiseur de f comme vu à
la question 9.



10 X/ENS Maths PSI 2025 — Corrigé

Supposons que x0 6 0. On trouve alors que x1 = x0 car f Õ(x0) = 0 au vu
de l’expression de f Õ pour les réels négatifs. Une récurrence immédiate permet de
déduire que la suite (xn)nœN est stationnaire égale à x0. Elle converge donc vers x0
et ce dernier appartient à l’ensemble ] ≠Œ ; 0 ] des minimiseurs de f déterminé à la
question 9.

Supposons finalement que x0 > 1/· . Le terme x1 vaut alors x0 ≠ ·x02 qui est
négatif. En e�et,

x0 ≠ x02· 6 x0 ≠ x0

3
· · 1

·

4
= 0

On est donc dans le cas du paragraphe précédent et la suite (xn)nœN stationne dès son
deuxième terme x1. Elle converge par conséquent vers celui-ci, qui est un minimiseur
de f car x1 est négatif. En résumé,

La suite (xn)nœN converge vers un minimiseur de f pour tout x0 réel.

12.a Soient x, y œ R et t œ ] 0 ; 1 ]. La convexité de f conduit à

f
!
(1 ≠ t)x + ty

"
6 (1 ≠ t)f(x) + tf(y)

c’est-à-dire f
!
x + t(y ≠ x)

"
6 f(x) + t

!
f(y) ≠ f(x)

"

Un développement limité de f en x, licite car f est de classe C 1, donne

f(x) + tf Õ(x)(y ≠ x) + o
tæ0

(t) 6 f(x) + t
!
f(y) ≠ f(x)

"

d’où tf Õ(x)(y ≠ x) 6 t
!
f(y) ≠ f(x) + o

tæ0
(1)

"

En divisant par t > 0 et en passant à la limite t æ 0+, il vient

f Õ(x)(y ≠ x) 6 f(y) ≠ f(x)

donc ’x, y œ R f(y) > f(x) + f Õ(x)(y ≠ x)

On vient de démontrer le résultat classique qu’une fonction convexe dérivable
est au-dessus de toutes ses tangentes.

12.b Soient x, y œ R. On trouve en intégrant la dérivée de f que

f(y) ≠ f(x) ≠ f Õ(x)(y ≠ x) =
⁄ y

x

!
f Õ(t) ≠ f Õ(x)

"
dt

donc |f(y) ≠ f(x) ≠ f Õ(x)(y ≠ x)| 6
----
⁄ y

x

!
f Õ(t) ≠ f Õ(x)

"
dt

----

Or, si x > y, on a grâce à la L-lipschitzianité de f Õ que
----
⁄ y

x

!
f Õ(t) ≠ f Õ(x)

"
dt

---- 6
⁄ x

y
|f Õ(t) ≠ f Õ(x)| dt 6 L

⁄ x

y
|t ≠ x| dt

or, si t œ [ y ; x ], alors |t ≠ x| = x ≠ t et donc
⁄ x

y
|t ≠ x| dt =

⁄ x

y
(x ≠ t) dt =

5
≠ (x ≠ t)2

2

6t=x

t=y

= (x ≠ y)2

2 ≠ 0 = (x ≠ y)2

2

d’où
----
⁄ y

x

!
f Õ(t) ≠ f Õ(x)

"
dt

---- 6 L(x ≠ y)2

2



X/ENS Maths PSI 2025 — Corrigé 11

Si x 6 y, on obtient de manière similaire que
----
⁄ y

x
f Õ(t) ≠ f Õ(x) dt

---- 6
⁄ y

x
|f Õ(t) ≠ f Õ(x)| 6 L

⁄ y

x
|t ≠ x| dt 6 L(x ≠ y)2

2

La disjonction de cas entre x 6 y et y 6 x est nécessaire car l’inégalité
-----

⁄ b

a
f(t) dt

----- 6
⁄ b

a
|f(t)| dt où f œ C ([ a ; b ])

n’est valide que si les bornes sont dans le bon ordre, autrement dit si a 6 b.
Dans le cas contraire, il faut inverser les bornes dans le membre de droite de
l’inégalité.

On a ainsi dans tous les cas

f(y) ≠ f(x) ≠ f Õ(x)(y ≠ x) 6 |f(y) ≠ f(x) ≠ f Õ(x)(y ≠ x)| 6 L
2 (y ≠ x)2

d’où ’x, y œ R f(y) 6 f(x) + f Õ(x)(y ≠ x) + L
2 (y ≠ x)2

12.c Soit n œ N. En appliquant le résultat de la question précédente à y = xn+1
et x = xn, il vient

f(xn+1) 6 f(xn) + f Õ(xn)(xn+1 ≠ xn) + L
2 (xn+1 ≠ xn)2

d’où l’on tire, via la formule de récurrence pour xn+1, que

f(xn+1) 6 f(xn) + f Õ(xn)
!

≠ ·f Õ(xn)
"

+ L
2

!
·f Õ(xn)

"2

6 f(xn) + f Õ(xn)2
3

·2 L
2 ≠ ·

4

f(xn+1) 6 f(xn) ≠ ·

2 (2 ≠ ·L)
--f Õ(xn)

--2

Puisque 0 < · < 2/L, il est clair que ·/2 · (2≠·L)
--f Õ(xn)

--2 > 0 et par conséquent
que f(xn+1) 6 f(xn). Ainsi,

La suite
!
f(xn)

"
nœN est décroissante.

13 Soit x œ R. L’inégalité de la question 12.a appliqué à y = xú donne

f(xú) > f(x) + f Õ(x)(xú ≠ x) d’où f(x) ≠ f(xú) 6 f Õ(x)(x ≠ xú)

Puisque f(xú) est le minimum de f ,

0 6 f(x) ≠ f(xú) 6 (x ≠ xú)f Õ(x) 6
--(x ≠ xú)f Õ(x)

--

et par suite ’x œ R 0 6 f(x) ≠ f(xú) 6 |x ≠ xú|
--f Õ(x)

--

14 Soit n œ N et supposons que x0 ”= xú. La question 12.c donne

f(xn+1) 6 f(xn) ≠ ·

2 (2 ≠ ·L)
--f Õ(xn)

--2



12 X/ENS Maths PSI 2025 — Corrigé

Remarquons maintenant que f est convexe, de classe C 1, f Õ est L-lipschitzienne,
admet un minimiseur xú et que 0 < · < 2/L. On peut donc appliquer la question 2.c
qui donne que la suite (|xn ≠ xú|)nœN est décroissante. La question 13 appliquée à xn

conduit ainsi à

|f(xn) ≠ f(xú)| 6 |xn ≠ xú||f Õ(xn)| 6 |x0 ≠ xú||f Õ(xn)|

La condition sur · donne comme précédemment que ·/2 ·(2≠·L) > 0. En combinant
le tout et en remarquant que |x0 ≠ xú| ”= 0 car x0 ”= xú, on obtient

’n œ N ’x0 ”= xú f(xn+1) 6 f(xn) ≠ ·

2 (2 ≠ ·L) |f(xn) ≠ f(xú)|2
|x0 ≠ xú|2

15 Montrons par récurrence que la propriété

P(n) : an 6 a0
1 + nca0

est vraie pour tout n > 0.
• P(0) : L’inégalité est vraie car

a0 6 a0 = a0
1 + 0 · a0

• P(n) =∆ P(n + 1) : Supposons que la propriété est vraie au rang n et mon-
trons qu’elle est vraie au rang n + 1. Si an = 0 ou can = 1 alors an+1 = 0 et
l’inégalité

an+1 6 a0
1 + nca0

est trivialement vérifiée. Supposons maintenant que an ”= 0 et can ”= 1, il vient
alors que an+1 ”= 0 ce qui nous garantit que les fractions qui suivent sont bien
définies. On a

1
an

+ c

1 ≠ can
= 1 ≠ can + can

an(1 ≠ can) = 1
an(1 ≠ can)

Remarquons que la positivité de an donne

1 ≠ can 6 1 d’où c

1 ≠ can
> c

Utilisons maintenant l’hypothèse de récurrence

1
an+1

> 1
an(1 ≠ can) = 1

an
+ c

1 ≠ can
> 1 + nca0

a0
+ c = 1 + (n + 1)ca0

a0

d’où an+1 6 a0
1 + (n + 1)ca0

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

• Conclusion : ’n > 0 an 6 a0
1 + nca0
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16 Évacuons dans un premier temps le cas x0 = xú. Si tel est le cas, la suite (xn)nœN
est stationnaire, égale à x0, et la suite

!
f(xn)

"
nœN est également stationnaire égale

à f(xú), elle converge donc vers f(xú).
Supposons à présent que x0 ”= xú. Soit n œ N. Il a été montré à la question 14 que

f(xn+1) 6 f(xn) ≠ ·

2 (2 ≠ ·L) |f(xn) ≠ f(xú)|2
|x0 ≠ xú|2

Notons c = ·

2|x0 ≠ xú|2 (2 ≠ ·L)

On obtient alors avec les notations de l’énoncé

f(xn+1) ≠ f(xú) 6 f(xn) ≠ f(xú) ≠ c
--f(xn) ≠ f(xú)

--2

d’où an+1 6 an ≠ ca2
n

On a c > 0 par hypothèse sur · . La suite (an)nœN est positive car f(xú) est un
minimum de f et on peut donc utiliser la question 15. Par suite, on a pour tout
entier naturel k

0 6 ak 6 a0
1 + cka0

≠≠≠≠æ
kæ+Œ

0

Le théorème d’encadrement permet de conclure que (an)nœN converge vers 0. Ainsi,

f(xn) ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

f(xú)

17 Soit n œ Nú. Rappelons que l’inégalité de la question 12.c donne pour tout i œ N

f(xi+1) 6 f(xi) ≠ ·

2 (2 ≠ ·L)
--f Õ(xi)

--2

d’où ·

2 (2 ≠ ·L)
--f Õ(xi)

--2 6 f(xi) ≠ f(xi+1)

En sommant ces inégalités pour i variant entre 0 et n ≠ 1, il vient
n≠1ÿ

i=0

·

2 (2 ≠ ·L)
--f Õ(xi)

--2 6
n≠1ÿ

i=0

!
f(xi) ≠ f(xi+1)

"

En reconnaissant une suite télescopique, on a alors

’n œ Nú ·

2 (2 ≠ ·L)
n≠1ÿ

i=0
|f Õ(xi)|2 6 f(x0) ≠ f(xn)

On a de plus que f(xú) 6 f(xn) par définition du minimum. Par conséquent
n≠1ÿ

i=0
|f Õ(xi)|2 6 2

·(2 ≠ ·L)(f(x0) ≠ f(xú))

Les sommes partielles de la série à termes positifs
q

|f Õ(xk)|2 sont ainsi majorées par
une constante indépendante de n, si bien que la série converge. Son terme général
converge donc vers 0, autrement dit

f Õ(xk) ≠≠≠≠æ
kæ+Œ

0
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18.a On réutilise la question 2.c qui stipule que la suite (|xn ≠ xú|)nœN est décrois-
sante. Soit n œ N. On a alors que

|xn| = |xn ≠ xú + xú| 6 |xn ≠ xú| + |xú| 6 |x0 ≠ xú| + |xú|
et la suite (xn)nœN est par conséquent bornée. Le théorème de Bolzano-Weierstrass
permet de conclure que

La suite (xn)nœN admet une sous-suite convergente.

18.b Il a été vu aux deux questions précédentes que f Õ(xn) tend vers 0 et xÏ(n)
tend vers xúú. La suite

!
f Õ(xÏ(n))

"
nœN est donc une suite extraite de

!
f Õ(xn)

"
nœN de

sorte qu’elle converge également vers 0. La continuité de f Õ implique quant à elle que
cette suite converge vers f Õ(xúú) puisque xÏ(n) tend vers xúú. Par unicité de la limite,

f Õ(xúú) = 0

18.c Appliquons la question 13 à xúú. Comme on vient de montrer que f Õ(xúú) = 0,
0 6 f(xúú) ≠ f(xú) 6 |xúú ≠ xú||f Õ(xúú)| = 0

par conséquent f(xúú) = f(xú) est un minimum de f et

Le réel xúú est un minimiseur de f .

D’après la question 2.c appliquée à la suite (xn)nœN et au minimiseur xúú, on
obtient que la suite (|xn ≠ xúú|)nœN est décroissante et positive. Elle admet donc une
limite ¸ positive. Or la sous-suite (|xÏ(n) ≠ xúú|)nœN converge vers 0 puisque xÏ(n)
tend vers xúú et la limite ¸ est par conséquent nulle. Ainsi,

|xn ≠ xúú| ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

0

IV. Descente de gradient proximale

19 La fonction Fx0 vérifie pour tout x réel que

Fx0(x) > 1
2 |x ≠ x0|2 + ·f(xú)

et tend ainsi vers +Œ en ≠Œ et +Œ. Elle est de plus continue comme somme de deux
fonctions continues. La question 1.b nous garantit donc l’existence d’un minimiseur
pour Fx0 sur R.

Montrons la remarque de l’énoncé. Soient x1 et x2 deux réels distincts et no-
tons a = x1 ≠ x0 et b = x2 ≠ x0. On a

----
1
2(x1 + x2) ≠ x0

----
2

= 1
4(a + b)2 = 1

4a2 + 1
4b2 + 1

2ab

On a 0 < (a ≠ b)2 = a2 + b2 ≠ 2ab car a et b sont distincts. On trouve ainsi
que 2ab < a2 + b2, d’où

----
1
2(x1 + x2) ≠ x0

----
2

<
1
2a2 + 1

2b2
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Autrement dit2,
----
1
2(x1 + x2) ≠ x0

----
2

<
1
2 |x1 ≠ x0|2 + 1

2 |x2 ≠ x0|2

Soient x1 œ R et x2 œ R deux minimiseurs de Fx0 . Supposons que x1 ”= x2.
La convexité de f et la remarque de l’énoncé conduisent à

Fx0

3
1
2(x1 + x2)

4
= 1

2

----
1
2(x1 + x2) ≠ x0

----
2

+ ·f

3
1
2(x1 + x2)

4

6 1
2

----
1
2(x1 + x2) ≠ x0

----
2

+ ·

2
!
f(x1) + f(x2)

"

<
1
4 |x1 ≠ x0|2 + 1

4 |x1 ≠ x0|2 + ·

2
!
f(x1) + f(x2)

"

<
1
2

!
Fx0(x1) + Fx0(x2)

"

Fx0

3
1
2(x1 + x2)

4
< Fx0(x1)

ce qui est absurde car x1 est un minimiseur de Fx0 . On en conclut que x1 = x2 et
finalement que

La fonction Fx0 admet un unique minimiseur sur R.

La propriété garantissant l’unicité du minimiseur est la stricte convexité de
la fonction convexe x ‘æ |x ≠ x0|2/2 . Soit g œ C (R) une fonction continue.
Cette fonction est strictement convexe si elle est convexe et que

’x ”= y œ R ’t œ ] 0 ; 1 [ g
!
(1 ≠ t)x + ty

"
< (1 ≠ t)g(x) + tg(y)

La fonction f n’est pas nécessairement strictement convexe mais la fonc-
tion Fx0 l’est car la somme d’une fonction convexe et d’une fonction stricte-
ment convexe est strictement convexe.

20 Supposons que x0 est un minimiseur de f . On a pour tout x œ R que

Fx0(x) = 1
2 |x ≠ x0|2 + ·f(x) > ·f(x) > ·f(x0)

or Fx0(x0) = ·f(x0) et x0 est par conséquent un minimiseur de Fx0 . L’unicité
du minimiseur de Fx0 , démontrée à la question précédente, permet de conclure
que x0 = pf (x0).

Supposons que x0 = pf (x0). Soit t œ ] 0 ; 1 ]. Puisque x0 est un minimiseur de Fx0 ,
on obtient

·f(x0) = Fx0(x0)

6 Fx0

!
(1 ≠ t)x0 + txú

"

·f(x0) 6 1
2

--(1 ≠ t)x0 + txú ≠ x0
--2 + ·f

!
(1 ≠ t)x0 + txú

"

La convexité de f et l’égalité (1 ≠ t)x0 + txú ≠ x0 = t(xú ≠ x0) impliquent alors que

·f(x0) 6 t2

2 |xú ≠ x0|2 + ·
!
(1 ≠ t)f(x0) + tf(xú)

"

Par suite 0 6 t·

3
f(xú) ≠ f(x0) + t

2·
|xú ≠ x0|2

4
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en réorganisant les termes. On divise par · t > 0 pour obtenir

0 6 f(xú) ≠ f(x0) + t

2·
|xú ≠ x0|2

c’est-à-dire f(x0) 6 f(xú) + t

2·
|xú ≠ x0|2

d’où f(x0) 6 f(xú) en prenant t æ 0+

On en déduit que f(x0) = f(xú) car f(xú) est un minimum de f . Par conséquent, x0
est un minimiseur de f . En résumé,

Le réel x0 est un minimiseur de f si et seulement si pf (x0) = x0.

21 La fonction Fx0 est de classe C 1 car f l’est et x ‘æ |x ≠ x0|2/2 est de classe C Œ

sur R. Puisque x1 est un minimiseur de Fx0 d’après la question 19, il vérifie

Fx0
Õ(x1) = 0 c’est-à-dire 0 = (x1 ≠ x0) + ·f Õ(x1)

Par conséquent, x1 = x0 ≠ ·f Õ(x1)

22.a Soient x0, x œ R. On a

F≠x0(≠x) = 1
2 | ≠ x + x0|2 + · | ≠ x| = 1

2 |x ≠ x0|2 + · |x| = Fx0(x)

d’où F≠x0

!
≠ pf (x0)

"
= Fx0

!
pf (x0)

"
6 Fx0(≠x) = F≠x0(x)

Par unicité du minimiseur pf (≠x0) démontrée à la question 19, on obtient que

’x0 œ R pf (≠x0) = ≠pf (x0)

Il su�t donc de traiter le cas x0 > 0. La fonction Fx0 est décroissante sur ] ≠Œ ; 0 ]
comme somme de deux fonctions décroissantes x ‘æ |x≠x0|2/2 et x ‘æ · |x|. Puisque
ces deux fonctions sont croissantes sur [ x0 ; +Œ [, la fonction Fx0 est croissante sur
cet intervalle. On en déduit que son minimiseur pf (x0) est compris entre 0 et x0.
Cela implique en particulier que pf (0) = 0.

Supposons par conséquent que x0 > 0. La fonction valeur absolue est dérivable
sur l’ouvert ] 0 ; +Œ [ et la fonction Fx0 l’est donc également et on trouve

’x œ ] 0 ; +Œ [ Fx0
Õ(x) = x ≠ x0 + · = x ≠ (x0 ≠ ·)

Distinguons maintenant deux cas :
1. Si x0 6 · , alors Fx0

Õ(x) est positif pour tout x œ ] 0 ; +Œ [. La fonction Fx0 est
donc croissante sur ] 0 ; +Œ [. En résumé, Fx0 est décroissante sur ] ≠Œ ; 0 ] et
croissante sur [ 0 ; +Œ [ et son minimiseur est donc 0. On obtient pf (x0) = 0.

x ≠Œ 0 +Œ
Fx0

Õ(x) ≠ +
+Œ +Œ

Fx0(x) √ ¬
Fx0(0)
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2. Si x0 > · , alors FÕ
x0(x) est négatif pour tout x œ ] 0 ; x0 ≠ · [, s’annule en x0 ≠·

et est positif pour tout x œ [ x0 ≠ · ; +Œ [. On en déduit que Fx0 est décrois-
sante sur ] ≠Œ ; x0 ≠ · ] et croissante sur [ x0 ≠ · ; +Œ [ et son minimiseur est
donc x0 ≠ · . On obtient donc pf (x0) = x0 ≠ · .

x ≠Œ 0 x0 ≠ · +Œ
Fx0

Õ(x) ≠ ≠ 0 +
+Œ +Œ

Fx0(x) √ ¬
Fx0(x0 ≠ ·)

Il n’y a pas de saut en 0 pour la fonction Fx0 car celle-ci est continue en tant
que somme de deux fonctions continues. Par imparité de pf , on a si x0 œ [ ≠· ; · ]
que pf (x0) = 0 et si x 6 ≠· que

pf (x0) = ≠pf (≠x0) = ≠(≠x0 ≠ ·) = x0 + ·

En résumé, ’x œ R pf (x) =

Y
__]

__[

x ≠ · si x > ·

x + · si x 6 ≠·

0 sinon

22.b Soit · > 0. Montrons par récurrence que la propriété
P(n) : si x0 œ [ ≠(n + 1)· ; ≠n· ] fi [ n· ; (n + 1)· ] alors xn+1 = 0

est vraie pour tout n > 0.
• P(0) : On a [ ≠(0 + 1)· ; ≠0 · · ] fi [ 0 · · ; (0 + 1)· ] = [ ≠· ; · ]. On déduit alors

de la question précédente que x1 = pf (x0) = 0.
• P(n) =∆ P(n + 1) : Supposons que la propriété est vraie au rang n et mon-

trons qu’elle est vraie au rang n + 1. Si x0 œ [ ≠(n + 2)· ; ≠(n + 1)· ], alors
on a x0 6 ≠· et donc pf (x0) = x0 + · . Ainsi pf (x0) œ [ ≠(n + 1)· ; ≠n· ] et
l’hypothèse de récurrence appliquée à pf (x0) permet de conclure qu’après n+1
itérations la suite partant de pf (x0) atteint 0. Puisque pf (x0) = x1, la suite
partant de x0 atteint 0 après n + 2 itérations, autrement dit xn+2 = 0. Le cas
où x0 œ [ (n + 1)· ; (n + 2)· ], pour lequel on a x0 > · et donc pf (x0) = x0 ≠ · ,
se traite de manière similaire. Ainsi, P(n + 1) est vraie.

• Conclusion4: ’n > 0 x0 œ [ ≠(n + 1)· ; ≠n· ] fi [ n· ; (n + 1)· ] =∆ xn+1 = 0

Supposons que x0 > 0. Notons k = Âx0/·Ê de sorte que x0 œ [ k· ; (k + 1)· ].
La propriété montrée précédemment implique que xk+1 = 0 et donc que xn = 0
pour tout n > k + 1 puisque pf (0) = 0. La suite (xn)nœN stationne donc à partir
d’un certain rang en 0 et converge ainsi vers 0. Le cas x0 6 0 se traite de manière
analogue. En conclusion,

’x0 œ R ’· > 0 xn ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

0

23 Soit n œ N. Puisque xn+1 = pf (xn) est l’unique minimiseur de Fxn , on a
Fxn(xn+1) 6 Fxn(xn)

c’est-à-dire 1
2 |xn+1 ≠ xn|2 + ·f(xn+1) 6 ·f(xn)
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En particulier, pour n = 0, on trouve que

1
2 |x1 ≠ x0|2 + ·f(x1) 6 ·f(x0)

Soient N > M > 0 deux entiers. L’inégalité ci-dessus se réécrit
1
2 |xn ≠ xn≠1|2 6 ·

!
f(xn≠1) ≠ f(xn)

"

En sommant ces inégalités pour n variant entre M + 1 et N, il vient
Nÿ

n=M+1

1
2 |xn ≠ xn≠1|2 6

Nÿ

n=M+1
·
!
f(xn≠1) ≠ f(xn)

"

En reconnaissant une somme télescopique, on obtient

1
2

Nÿ

n=M+1
|xn ≠ xn≠1|2 6 ·

!
f(xM) ≠ f(xN)

"

Fixons M = 0 dans l’inégalité ci-dessus pour obtenir

1
2

Nÿ

n=1
|xn ≠ xn≠1|2 6 ·

!
f(x0) ≠ f(xN)

"

puis 1
2

N≠1ÿ

n=0
|xn+1 ≠ xn|2 6 ·

!
f(x0) ≠ f(xú)

"

via un changement d’indice et car ≠f(xN) 6 ≠f(xú) pour tout N œ N. Les sommes
partielles de la série à termes positifs

q
|xn+1 ≠ xn|2 sont donc majorées uniformé-

ment, si bien que la série converge et son terme général tend par conséquent vers 0.
Par conséquent,

|xn+1 ≠ xn| ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

0

24 Soient N > M > 0 deux entiers. L’inégalité triangulaire et l’inégalité de Cauchy-
Schwarz donnent

|xN ≠ xM| =

-----

N≠1ÿ

k=M
(xk+1 ≠ xk)

-----

6
N≠1ÿ

k=M
|xk+1 ≠ xk| · 1

6
ı̂ıÙ

N≠1ÿ

k=M
|xk+1 ≠ xk|2

ı̂ıÙ
N≠1ÿ

k=M
12 (Cauchy-Schwarz)

|xN ≠ xM| 6
ı̂ıÙ

Nÿ

k=M+1
|xk ≠ xk≠1|2

Ô
N ≠ M

L’inégalité de la question précédente implique que

|xN ≠ xM| 6
Ò

2·
!
f(xM) ≠ f(xN)

"Ô
N ≠ M =


2· |N ≠ M|


|f(xM) ≠ f(xN)|
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L’inégalité ainsi écrite est symétrique en N et M. On en déduit qu’elle est encore
valable si M > N > 0. Le cas N = M est évidemment vrai. En conclusion,

’ N, M œ N |xN ≠ xM| 6


2· |N ≠ M|


|f(xM) ≠ f(xN)|

25 Soient x, v, t œ R. Puisque Âx = pf (x) est l’unique minimiseur de Fx, on ob-
tient Fx(Âx) 6 Fx(Âx + tv), c’est-à-dire

’x, v, t œ R 1
2 |Âx ≠ x|2 + ·f(Âx) 6 ·f(Âx + tv) + 1

2 |Âx + tv ≠ x|2

Soit y œ R. L’inégalité ci-dessus appliquée à y, v et ≠t donne
1
2 |Ây ≠ y|2 + ·f(Ây) 6 ·f(Ây ≠ tv) + 1

2 |Ây ≠ tv ≠ y|2

Sommons les deux inégalités pour obtenir
1
2 |Âx ≠ x|2 + ·f(Âx) + 1

2 |Ây ≠ y|2 + ·f(Ây) 6 ·f(Âx + tv) + 1
2 |Âx + tv ≠ x|2

+·f(Ây ≠ tv) + 1
2 |Ây ≠ tv ≠ y|2

En multipliant par 2 et en réorganisant les termes, on obtient

2·
!
f(Âx) + f(Ây) ≠ f(Âx + tv) ≠ f(Ây ≠ tv)

"
6 |Âx + tv ≠ x|2 + |Ây ≠ tv ≠ y|2

≠|Âx ≠ x|2 ≠ |Ây ≠ y|2

26 Notons I(x, y, t, v) le membre de droite de l’inégalité précédente. Il est égal à
I(x, y, t, v) = |Âx + tv ≠ x|2 + |Ây ≠ tv ≠ y|2 ≠ |Âx ≠ x|2 ≠ |Ây ≠ y|2

=
!
(Âx ≠ x) + tv

"2 +
!
(Ây ≠ y) ≠ tv

"2 ≠ (Âx ≠ x)2 ≠ (Ây ≠ y)2

= (Âx ≠ x)2 + 2tv(Âx ≠ x) + t2v2

+(Ây ≠ y)2 ≠ 2tv(Ây ≠ y) + t2v2 ≠ (Âx ≠ x)2 ≠ (Ây ≠ y)2

= 2tv(Âx ≠ x) ≠ 2tv(Ây ≠ y) + 2t2v2

Ainsi, I(x, y, t, v) = 2tv(Âx ≠ x + y ≠ Ây) + o
tæ0

(t)

Le terme de droite de l’inégalité (6) admet pour développe-
ment limité 2tv(Âx ≠ x + y ≠ Ây) + o

tæ0
(t) quand t tend vers 0.

27 Soit t œ [ 0 ; 1 ]. Si l’on fixe v = Ây ≠ Âx, le membre de gauche de l’inégalité (6),
que l’on note J, devient

J = 2·
1

f(Âx) + f(Ây) ≠ f
!
Âx + t(Ây ≠ Âx)

"
≠ f

!
Ây ≠ t(Ây ≠ Âx)

"2

= 2·
1

(1 ≠ t + t)f(Âx) + (1 ≠ t + t)f(Ây) ≠ f
!
(1 ≠ t)Âx + tÂy

"
≠ f

!
(1 ≠ t)Ây + tÂx

"2

J = 2·
1

(1 ≠ t)f(Âx) + tf(Ây) ≠ f
!
(1 ≠ t)Âx + tÂy

"2

+2·
1

(1 ≠ t)f(Ây) + tf(Âx) ≠ f
!
(1 ≠ t)Ây + tÂx

"2

On constate que J > 0 par convexité de f . Ainsi,

Le membre de gauche de (6) est positif pour tout t œ [ 0 ; 1 ].
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On a alors pour t œ ] 0 ; 1 ] d’après la question précédente que

0 6 2t(Ây ≠ Âx)(Âx ≠ x + y ≠ Ây) + o
tæ0

(t)

En divisant par t > 0 et en faisant tendre t vers 0, on trouve que

0 6 (Ây ≠ Âx)(Âx ≠ x + y ≠ Ây)

0 6 (Ây ≠ Âx)(Âx ≠ Ây) + (Ây ≠ Âx)(y ≠ x)

d’où |Âx ≠ Ây|2 6 (x ≠ y)(Âx ≠ Ây)

28 Soient x, y œ R. L’inégalité est évidemment vraie si pf (x) = pf (y). Supposons
donc maintenant que pf (x) ”= pf (y). D’après la question précédente,

|pf (x) ≠ pf (y)|2 6 (x ≠ y)
!
pf (x) ≠ pf (y)

"

|pf (x) ≠ pf (y)|2 6 |x ≠ y||pf (x) ≠ pf (y)|

’x, y œ R |pf (x) ≠ pf (y)| 6 |x ≠ y|

Soit n œ N. Le point xú est un minimiseur de f , donc pf (xú) = xú d’après la
question 20. Cette remarque et le caractère 1-lipschitzien de pf démontré ci-dessus
conduisent à

|xn+1 ≠ xú| = |pf (xn) ≠ pf (xú)| 6 |xn ≠ xú|

Autrement dit, La suite (|xn ≠ xú|)nœN est décroissante.

29 D’après la question 23, |xn+1 ≠ xn| tend vers 0 quand n tend vers l’infini.
En particulier,

|xÏ(n)+1 ≠ xúú| 6 |xÏ(n)+1 ≠ xÏ(n)| + |xÏ(n) ≠ xúú| ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

0

Ainsi, xÏ(n)+1 ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

xúú

Puisque pf est lipschitzienne, elle est également continue. Il vient alors que

xÏ(n)+1 = pf (xÏ(n)) ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

pf (xúú)

et l’unicité de la limite permet de déduire que

pf (xúú) = xúú

30 Sachant que pf (xúú) = xúú d’après la question précédente, la question 20 permet
de déduire que

Le réel xúú est un minimiseur de f .

La suite (|xn≠xúú|)nœN est par conséquent décroissante par le même raisonnement
qu’à la question 28, ce dernier nécessitant juste que xúú soit un minimiseur de f .
Comme cette suite est également positive, elle admet une limite ¸ > 0 en tant que
suite décroissante minorée. Or |xÏ(n) ≠ xúú| tend vers 0, par conséquent ¸ = 0 par
unicité de la limite. En conclusion,

xn ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

xúú
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V. Optimisation sur la boule unité

31 La boule unité fermée est une partie fermée et bornée de Rd. D’après le théorème
des bornes atteintes, la fonction continue f y atteint ses bornes. Autrement dit,

La fonction f admet un minimiseur sur C.

32 La boule ouverte C̊ = {x œ Rd |ÎxÎ < 1} de rayon 1 est un ouvert. Par hypothèse,
la fonction f de classe C 1 y atteint son minimum f(xú) en xú. Le point xú est ainsi
un point critique de f . Par conséquent,

Òf(xú) = 0

33.a Soient x ”= y œ Rd deux vecteurs distincts de norme 1. Notons v = x ≠ y.
On a alors

Èx , vÍ = Èx , xÍ ≠ Èx , yÍ = ÎxÎ2 ≠ Èx , yÍ = ÎxÎÎyÎ ≠ Èx , yÍ > 0

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Supposons par l’absurde qu’on est dans le cas
d’égalité de Cauchy-Schwarz. Cela implique que x et y sont colinéaires, autrement
dit qu’il existe “ œ R tel que x = “y. On aurait alors

0 6 ÎxÎÎyÎ = Èx , yÍ = “Èy , yÍ = “ÎyÎ2

d’où “ = 1 car ÎxÎ = ÎyÎ = 1. Cela signifie que x = y, ce qui est absurde. On a donc
montré que Èx , vÍ > 0. Le cas de Èy , vÍ se traite de manière similaire. En conclusion,

Èx , vÍ > 0 et Èy , vÍ < 0

33.b Supposons par l’absurde que pour tout réel ⁄ > 0, on a Òf(xú) ”= ≠⁄xú.
Ceci implique que

Òf(xú) ”= 0 et Òf(xú)
ÎÒf(xú)Î ”= ≠xú

On peut donc appliquer la question précédente à x = Òf(xú)/ÎÒf(xú)Î et y = ≠xú
ce qui donne un vecteur

v = Òf(xú)
ÎÒf(xú)Î + xú tel que

=
Òf(xú)

ÎÒf(xú)Î , v

>
> 0 et È≠xú , vÍ < 0

d’où ÷v œ Rd Èv , Òf(xú)Í > 0 et Èv , xúÍ > 0

Soit t > 0 un réel positif. On a d’un côté

Îxú ≠ tvÎ2 = ÎxúÎ2 ≠ 2Èxú , tvÍ + ÎtvÎ2

= 1 ≠ 2Èxú , vÍt + t2ÎvÎ2

= 1 ≠ 2Èxú , vÍt + tÁ1(t) où Á1(t) ≠≠≠æ
tæ0

0

Îxú ≠ tvÎ2 = 1 ≠ t
!
2Èxú , vÍ ≠ Á1(t)

"

D’un autre côté, un développement limité en xú de la fonction f de classe C 1 donne

f(xú ≠ tv) = f(xú) + ÈÒf(xú) , ≠tvÍ + tÁ2(t) où Á2(t) ≠≠≠æ
tæ0

0

= f(xú) ≠ t
!
ÈÒf(xú) , vÍ + Á2(t)

"
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On peut donc trouver Ât > 0 tel que
Èxú , vÍ ≠ Á1(Ât) > 0 et ÈÒf(xú) , vÍ + Á2(Ât) > 0

car Èxú , vÍ > 0 et ÈÒf(xú) , vÍ > 0. On a alors
Îxú ≠ ÂtvÎ2 = 1 ≠ Ât

!
2Èxú , vÍ ≠ Á1(Ât)

"
< 1

et f(xú ≠ Âtv) = f(xú) ≠ Ât
!
ÈÒf(xú) , vÍ + Á2(Ât)

"
< f(xú)

si bien que xú ≠ Âtv appartient à C et que f(xú ≠ Âtv) < f(xú). Ceci est absurde
car f(xú) est le minimum de f sur C. Par conséquent,

÷⁄ > 0 Òf(xú) = ≠⁄xú

Un minimiseur xú n’est plus en général un point critique car on ne minimise
plus sur un ouvert mais sous la contrainte fermée ÎxÎ 6 1. Quand on sature
cette contrainte, c’est-à-dire si ÎxúÎ = 1, on ne peut plus se déplacer infi-
nitésimalement dans toutes les directions autour de xú et cela empêche de
conclure que Òf(xú) = 0.

34 Soient x, h œ Rd. Grâce à la bilinéarité du produit scalaire,

f(x + h) = ≠1
2 Èx + h , M(x + h)Í

= ≠1
2 Èx , MxÍ ≠ 1

2 Èh , MxÍ ≠ 1
2 Èx , MhÍ ≠ 1

2 Èh , MhÍ

La symétrie de M donne alors

f(x + h) = f(x) ≠ 1
2 Èh , MxÍ ≠ 1

2 ÈMx , hÍ ≠ 1
2 Èh , MhÍ

= f(x) ≠ ÈMx , hÍ ≠ 1
2 Èh , MhÍ

f(x + h) = f(x) ≠ ÈMx , hÍ + o
hæ0

(ÎhÎ)

car |Èh , MhÍ| 6 ÎhÎÎMhÎ par Cauchy-Schwarz et ÎMhÎ tend vers 0 quand h tend
vers 0 par continuité des applications linéaires en dimension finie. L’application

h ‘æ ≠ÈMx , hÍ
étant linéaire, on en déduit que f est di�érentiable en x, de di�érentielle

df(x) : h ‘æ È≠Mx , hÍ
On en déduit, en identifiant le gradient de f en x, que

Òf(x) = ≠Mx

35 L’application x ‘æ ≠Mx est linéaire en dimension finie donc continue. Par suite,
la fonction f est de classe C 1 sur Rd. Elle admet ainsi au moins un minimiseur xú
sur C d’après la question 31. On va montrer que le minimum de f est strictement
négatif, puis que ses minimiseurs sont des vecteurs propres de M associés à sa valeur
propre maximale et inclus dans la sphère unité.

La matrice M étant symétrique réelle, elle est donc diagonalisable en base ortho-
normée d’après le théorème spectral. Notons (ei)iœ[[ 1 ; d ]] une telle base de vecteurs
propres et (⁄i)iœ[[ 1 ; d ]] les valeurs propres associées. Soit i œ [[ 1 ; d ]]. La condition

’x œ Rd Èx , MxÍ > 0
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donne, lorsqu’elle est appliquée en ei, que
0 6 Èei , MeiÍ = Èei , ⁄eiÍ = ⁄iÈei , eiÍ = ⁄iÎeiÎ2 = ⁄i

Les valeurs propres de M sont donc toutes positives. La matrice M étant non nulle
et diagonalisable, elle possède par conséquent une valeur propre non nulle. Quitte à
renuméroter, supposons que ⁄1 > 0. On a alors

f(e1) = ≠1
2 Èe1 , Me1Í = ≠⁄1

2 Îe1Î2 = ≠⁄1
2 < 0

et le minimum de f sur C est donc strictement négatif.
Soit xú un minimiseur de f sur C. Supposons que ÎxúÎ < 1. La question 32

implique alors que

0 = Òf(xú) = ≠Mxú d’où f(xú) = 1
2 Èxú , 0Í = 0

Ceci est en contradiction avec le fait que le minimum de f sur C est strictement né-
gatif. Les minimiseurs de f sont donc tous de norme 1. On tire alors de la question 33
qu’il existe ⁄ > 0 tel que

Òf(xú) = ≠⁄xú d’où ≠Mxú = ≠⁄xú donc Mxú = ⁄xú

Autrement dit, xú est un vecteur propre de M associé à la valeur ⁄ et donc

f(xú) = ≠1
2 Èxú , MxúÍ = ≠⁄

2 ÎxúÎ2 = ≠⁄

2
Il est alors clair que ⁄ doit être la plus grande valeur propre de M. En e�et, s’il
existait ⁄Õ > ⁄ une valeur propre de M avec z un vecteur propre de norme 1 associé,
on aurait

f(z) = ≠⁄Õ

2 < ≠⁄

2 = f(xú)

ce qui serait absurde. En résumé,

L’ensemble des minimiseurs de f est l’ensemble des vecteurs propres
de M de norme 1 associés à la plus grande valeur propre de M.

36.a Soit x œ Rd tel que ÎxÎ > 1. Montrons qu’alors Îx ≠ ·Òf(x)Î > 1. On a
Îx ≠ ·Òf(x)Î2 = ÎxÎ2 + ·2ÎÒf(x)Î2 ≠ 2·Èx , Òf(x)Í

= ÎxÎ2 + ·2Î ≠ MxÎ2 ≠ 2·Èx , ≠MxÍ

Îx ≠ ·Òf(x)Î2 = ÎxÎ2 + ·2ÎMxÎ2 + 2·Èx , MxÍ

Or Èx , MxÍ > 0 par hypothèse sur M et on en déduit que Îx≠·Òf(x)Î2 > ÎxÎ2 > 1.
En résumé,

’x œ Rd ÎxÎ > 1 =∆ Îx ≠ ·Òf(x)Î > 1 (ú)
Montrons par récurrence que la propriété

P(n) : xn = (Id + ·M)nx0
Î(Id + ·M)nx0Î

est vraie pour tout n > 1.
• P(0) : Puisque Îx0Î > 1, l’inégalité ci-dessus implique que Îx0≠·Òf(x0)Î > 1

et par suite que

x1 = PC
!
x0 ≠ ·Òf(x0)

"
= x0 ≠ ·Òf(x0)

Îx0 ≠ ·Òf(x0)Î = x0 + ·Mx0
Îx0 + ·Mx0Î = (Id + ·M)x0

Î(Id + ·M)x0Î
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• P(n) =∆ P(n + 1) : Supposons que la propriété est vraie au rang n et mon-
trons qu’elle est vraie au rang n + 1. D’après l’hypothèse de récurrence,

ÎxnÎ =
˜̃
˜̃ (Id + ·M)nx0

Î(Id + ·M)nx0Î

˜̃
˜̃ = Î(Id + ·M)nx0Î

Î(Id + ·M)nx0Î = 1

et le fait (ú) démontré ci-dessus conduit à Îxn≠·Òf(xn)Î > 1. Par conséquent,

xn+1 = PC
!
xn ≠ ·Òf(xn)

"
= xn ≠ ·Òf(xn)

Îxn ≠ ·Òf(xn)Î = xn + ·Mxn

Îxn + ·MxnÎ = (Id + ·M)xn

Î(Id + ·M)xnÎ

d’où xn+1 =
(Id + ·M) (Id + ·M)nx0

Î(Id + ·M)nx0Î˜̃
˜̃(Id + ·M) (Id + ·M)nx0

Î(Id + ·M)nx0Î

˜̃
˜̃

= (Id + ·M)n+1x0
Î(Id + ·M)n+1x0Î

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

• Conclusion : ’n > 1 xn = (Id + ·M)nx0
Î(Id + ·M)nx0Î

36.b Suivons les indications de l’énoncé et écrivons

x0 =
dq

i=1
–iei

où (ei)iœ[[ 1 ; d ]] est une base orthonormée de vecteurs propres de M dont les valeurs
propres associées sont (⁄i)iœ[[ 1 ; d ]] de M. L’existence d’une telle base est garantie par
le théorème spectral appliqué à la matrice réelle symétrique M. Rappelons qu’il a été
vu à la question 35 que les valeurs propres (⁄i)iœ[[ 1 ; d ]] de M sont toutes positives.
Introduisons l’ensemble I et la valeur propre ⁄ définies par

I = {i œ [[ 1 ; d ]] | –i ”= 0} et ⁄ = max {⁄i | i œ I}
ainsi que l’ensemble IÕ et le vecteur xÕ

0 définis par
IÕ = {i œ I | ⁄i = ⁄} et xÕ

0 =
q
iœIÕ

–iei

Remarquons dans un premier temps que I est non vide. Le vecteur x0 est non nul et
il existe par conséquent au moins un i œ [[ 1 ; d ]] tel que –i ”= 0 car (ei)iœ[[ 1 ; d ]] est une
base. Puisque les (⁄i)iœ[[ 1 ; d ]] sont des valeurs propres de M, la formule de la question
précédente donne

xn = (Id + ·M)nx0
Î(Id + ·M)nx0Î =

(Id + ·M)n
dq

i=1
–iei

˜̃
˜̃(Id + ·M)n

dq
i=1

–iei

˜̃
˜̃

=

q
iœI

(1 + ·⁄i)n–iei

˜̃
˜̃q

iœI
(1 + ·⁄i)n–iei

˜̃
˜̃

Or
˜̃
˜̃q

iœI
(1 + ·⁄i)n–iei

˜̃
˜̃

2
=

q
iœI

(1 + ·⁄i)2n|–i|2

car la base (ei)iœ[[ 1 ; d ]] est orthonormée. Ainsi

xn =

q
iœI

(1 + ·⁄i)n–iei

Úq
iœI

(1 + ·⁄i)2n|–i|2
=

q
iœI

(1 + ·⁄i)n

(1 + ·⁄)n
–iei

Û
q
iœI

(1 + ·⁄i)2n

(1 + ·⁄)2n
|–i|2
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Par définition, ⁄ > ⁄i pour tout i œ I r IÕ, si bien que

’i œ IÕ (1 + ·⁄i)n

(1 + ·⁄)n
= 1 et ’i œ I r IÕ (1 + ·⁄i)n

(1 + ·⁄)n
≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

0

ainsi xn ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

q
iœIÕ

–iei

Ú q
iœIÕ

|–i|2
=

q
iœIÕ

–iei

˜̃
˜̃ q

iœIÕ
–iei

˜̃
˜̃

En conclusion, xn ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

xÕ
0

ÎxÕ
0Î

37 Reprenons les notations de la question précédente et séparons deux cas selon
que x0 appartient à Ker M ou non. Si x0 œ Ker M, alors

x1 = x0 ≠ ·Òf(x0) = x0 + ·Mx0 = x0

et la suite (xn)nœN est par conséquent constante égale à x0.
Supposons maintenant que x0 /œ Ker M. En particulier, le vecteur x0 est non nul

et il existe donc un indice i œ [[ 1 ; d ]] tel que –i ”= 0 et l’ensemble I est non vide. La
valeur propre ⁄ est également non nulle car sinon x0 appartiendrait à Ker M. Notons

m = inf {n œ N | ÎxnÎ = 1}

Supposons que m = +Œ, ce qui implique que ÎxnÎ < 1 pour tout entier naturel n
car xn œ C. Il vient alors que

xn+1 = PC
!
xn ≠ ·Òf(xn)

"
= PC

!
(Id + ·M)xn

"

Supposons que Î(Id + ·M)xnÎ > 1, on aurait alors

Îxn+1Î = ÎPC
!
(Id + ·M)xn

"
Î =

˜̃
˜̃ (Id + ·M)xn

Î(Id + ·M)xnÎ

˜̃
˜̃ = 1

ce qui est absurde. Ainsi, Î(Id + ·M)xnÎ < 1 et xn+1 = (Id + ·M)xn. Une récurrence
immédiate conduit alors à

’n œ N xn = (Id + ·M)nx0 = (Id + ·M)n
dÿ

i=1
–iei =

dÿ

i=1
(1 + ·⁄i)n–iei

et ÎxnÎ2 =
ÿ

iœI
(1 + ·⁄i)2n|–i|2 = (1 + ·⁄)2n

A
ÿ

iœIÕ

|–i|2 +
ÿ

iœIrIÕ

(1 + ·⁄i)2n

(1 + ·⁄)2n
|–i|2

B

or (1 + ·⁄)2n ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

+Œ et ’i œ I r IÕ (1 + ·⁄i)2n

(1 + ·⁄)2n
≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

0

par conséquent ÎxnÎ2 ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

+Œ

ce qui est en contradiction avec ÎxnÎ < 1 pour tout entier n. En conclusion,

L’entier m = inf {n œ N | ÎxnÎ = 1} est fini.
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Le fait (ú) démontré au début de la question 36.a implique que s’il existe un
entier N œ N tel que ÎxNÎ = 1 alors ÎxnÎ = 1 pour tout entier n > N. Par suite,
il vient que

’n < m ÎxnÎ < 1 et ’n > m ÎxnÎ = 1
Remarquons également que le raisonnement ci-dessus donne aussi que

’n < m xn = (Id + ·M)nx0 et xm = (Id + ·M)mx0
Î(Id + ·M)mx0Î

La question 36.a appliquée à Êx0 = (Id + ·M)mx0
Î(Id + ·M)mx0Î donne pour tout n > m que

xn = (Id + ·M)n≠mÊx0
Î(Id + ·M)n≠mÊx0Î =

(Id + ·M)n≠m (Id + ·M)mx0
Î(Id + ·M)mx0Î˜̃

˜̃(Id + ·M)n≠m
(Id + ·M)mx0

Î(Id + ·M)mx0Î

˜̃
˜̃

= (Id + ·M)nx0
Î(Id + ·M)nx0Î

En résumé, xn =

Y
_]

_[

(Id + ·M)nx0 si n < m

(Id + ·M)nx0
Î(Id + ·M)nx0Î si n > m

Le même raisonnement qu’à la question 36.b conduit alors à

xn ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

xÕ
0

ÎxÕ
0Î

En conclusion xn ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

Y
_]

_[

x0 si x0 œ Ker M

xÕ
0

ÎxÕ
0Î sinon

38 Notons ⁄max la plus grande valeur propre de M. On sait qu’elle est stric-
tement positive. Quitte à renuméroter les vecteurs (ei)iœ[[ 1 ; d ]], on peut supposer
que e1 est un vecteur propre de valeur propre ⁄max. Notons H le supplémentaire
orthogonal de Vect (e1). D’après la formule de Grassmann, H est un hyperplan
de Rd. Puisque (ei)iœ[[ 1 ; d ]] est une base orthonormée de Rd, on trouve que l’hy-
perplan H = Vect (e2, . . . , ed). Soit x0 =

qd
i=1 –iei un vecteur de Rd r H. On trouve

que –1 ”= 0, car sinon x0 serait dans Vect (e2, . . . , ed), c’est-à-dire H. En particu-
lier, x0 /œ Ker M et les deux questions précédentes impliquent que

xn ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

xÕ
0

ÎxÕ
0Î où xÕ

0 =
q

iœImax

–iei et Imax = {i œ [[ 1 ; d ]] | ⁄i = ⁄max}

car ⁄max est la plus grande valeur propre dont un vecteur propre est présent dans la
décomposition de x0, via le vecteur –1e1. Le vecteur xÕ

0 est en particulier un vecteur
propre de M associé à la valeur propre ⁄max. La limite xÕ

0/ÎxÕ
0Î de la suite (xn)nœN

est par conséquent un vecteur propre de norme 1 associé à la plus grande valeur
propre de M et donc un minimiseur de f sur C d’après la question 35. Par continuité
de f , la suite

!
f(xn)

"
nœN converge vers f(xÕ

0/ÎxÕ
0Î) qui est ainsi égal au minimum

de f sur C. En conclusion,

Il existe un hyperplan H tel que, pour tout x œ Rd rH

f(xn) ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

min {f(x) | x œ C}
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Notons ÂH la somme des espaces propres associés aux valeurs propres di�é-
rentes de ⁄max, c’est-à-dire

ÂH =
m

⁄i ”=⁄max

Ker (M ≠ ⁄iId)

On peut démontrer de manière similaire que la convergence vers un minimum
de f a lieu dès lors que x0 /œ ÂH. Ce résultat est plus fort que celui de l’énoncé
si l’espace propre Ker (M ≠ ⁄maxId) est de dimension au moins 2, autrement
dit si la valeur propre maximale de M n’est pas simple.


