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I. INTRODUCTION D’UNE FONCTION AUXILIAIRE

En tant que quotient de fonctions indéfiniment dérivables et non nulles sur I,
la fonction f l'est aussi. Calculons ses dérivées successives par les régles usuelles de
dérivation. Soit x € I, alors

cos?x — (sinz + 1)(—sinz)  cos’z +sin’z +sinz  sinz+1

f'(@) = =

cos? x cos? x cos? x

en utilisant I’égalité cos® z + sin® z = 1. Il vient de méme

cos®z — (sinz + 1)(—2sinzcosz)  sin’z + 2sinz + 1

1 _
Fa) = costz cos? x
¢ FO () (2sinz cosz + 2 cos ) cos® x — (—3 cos? x sinx)(sin® z + 2sinz + 1)
e x) =
cosb x
i 1
Ainsi, vrel  flo)=nitl
cos? x
.9 .
yooy _ SIn“x+2sinz +1
Jia) = cos3 x
f(3)( ) sin®z + 4sin®z + 5sinz + 2
xTr) =

costz

@ Montrons par récurrence que la propriété

Pn): L eRX) Voel )= 200

est vraie pour tout n entier.

e #(0) est vraie puisqu’on a montré a la question 1 que pour tout z € I,

_1+sinz  Po(sinx)

fz) =

cosx  (cosx)!

avec Pp =1+ X € R[X].
o X(n) = L(n+1): silon suppose que

P, (sinx)
Vo el ) (g) = 2L
* fie) (cosz)ntt
alors
oD () = cosx P (sinz) x (cosz)"™ + P, (sinx)(n + 1)(cos )" sinz
N (cos x)?n+2
_ Pl (sinz) x (cosx)? 4 Pp(sinz)(n+1)sinz
N (cos z)n+2
£ () = P/ (sinz) x (1 —sin®z) + P, (sinz)(n + 1) sinz
N (cos z)n+2

car cos? z +sin? 2 = 1. On obtient donc Z?(n + 1) en posant

P =(1-X3) P, +(n+ 1P, X]|
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e Conclusion:

P, (sinz)

vneN 3P, cR[X] Vrel f(")(x):W

On peut donc vérifier que les P, obtenus implicitement & la question 1 sont compa-
tibles avec I'application de la formule de récurrence :

Po=X+1

P;=X+1

Py, =X24+2X +1

Py = X3 +4X2+5X+2

Lorsque le sujet ne donne pas la réponse attendue a une question, il est utile
de vérifier la cohérence de vos réponses dés que possible. Outre 'apport de
points en cas de rectification, la simple confirmation est un boost psycholo-
gique remotivant.

Montrons par récurrence que la propriété
Z(n): « Le polynome P,, est unitaire, de degré n,
et ses coefficients sont des entiers naturels. »
est vraie pour tout entier n € N*.

e #(1): P1(X) =X+ 1, ce qui satisfait a toutes les exigences.

e X(n)= L(n+1): pour n € N* supposons que P, a les propriétés deman-
dées. On peut donc écrire

Pn = iaka
k=0

ot les coefficients o, sont des entiers naturels et a,, = 1. Il vient

Poir= Y kopXFh =3 ke XA 4 (n+ 1)) o XEH

k=1 k=1 k=0
n—1 n

=) (k4 Do XF+) "(n+ 1 — k)ap Xk
k=0 k=0

Sous cette forme, on voit que P, 41 est un polynéme de degré n + 1 dont
les coeflicients sont des entiers naturels positifs: en effet, n + 1 — &k > 0
pour tout k € {0,...,n}, tous les autres coefficients étant également positifs
d’aprés 'hypothése & (n). Il est de plus unitaire car son coefficient dominant
vaut (n+1—n)a, = 1, d’aprés £ (n).

e Conclusion: on a montré par récurrence que

Pour tout entier n > 1, le polynéme P,, est unitaire,
de degré n, et ses coefficients sont des entiers naturels.

On calcule directement, pour x € I,

sin?z 4+ 2sinz 4 1 N (cosz)?  2sinz+2
(cosx)? (cosx)2  (cosz)?

fl@)?+1=
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car cos® z + sin®z = 1, d’ou f(x)? + 1 = 2f(2) d’aprés la question 1. Ainsi,

Vzel  2f(x) = f(z)* +1]

D’aprés la question précédente, pour x = 0 qui est bien dans I,
201 = 2f(0) = f(0)2 +1 =% +1

Appliquons la formule de Leibnitz au produit f - f, & partir de I’égalité obtenue a la
question 4. Comme toutes les dérivées de 1 valent 0, il vient, pour n € N*_ sur tout I,

250+ = (51 +0= 3 () 497

k=0

En particulier, on peut évaluer cette égalité en 0, d’oit 'on conclut

Vn € N* 2041 = Z <Z) QU Olpy— ks
k=0

ITII. PERMUTATIONS ALTERNANTES

Notons AM,, l'ensemble des permutations alternantes montantes de [1;n].
Compte tenu des définitions, on trouve en listant toutes les permutations

AM, = {(1,2)} AM; ={(1,3,2),(2,3,1)}

3747172 ) 1737274 ) 2737174 )
[ 34120320, 2310
(1747 2’ 3)7 (274’ 1’ 3)7

Pour n = 4, on peut réduire le nombre de permutations a lister en remarquant
que 1 est forcément en position 1 ou 3, et 4 est forcément en position 2 ou 4.

La fonction

Q, — Q,
o: <~ {{1,...,n}—>{1,...,n} >
o — |o:
i —n+1—o0(%)

transforme une permutation alternante montante (PAM) en une permutation alter-
nante descendante (PAD). En effet, pour ¢ une PAM, on a

Vie{2,...,n} (=) (o(z;) — o(wi_1)) >0
ce qui fait de ¢(o) une PAD, car pour tout i € {2,...,n}
(=1)'(@(zi) = (zi-1)) = (-1)'(n+1—0o(w;) — (n+1 - 0o(2;-1))) <0

De méme, ¢ transforme une PAD en PAM. La fonction ¢ étant bijective (d’inverse
elle-méme), elle fournit une bijection entre les PAM et les PAD. Ainsi,

Le nombre de permutations alternantes montantes est
égal au nombre de permutations alternantes descendantes.
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Soit A une partie de [1;n] a k éléments, notés a; < as < -+ < ag. Construire
une liste L = (21, ...,2%) de k éléments deux a deux distincts de A revient a choisir
une bijection o : [1;k] — [1; %] telle que

Vie[l;k] T = Qg (s
Notons alors que la liste (z1,...,2x) est alternante montante si et seulement si o
I’est. Par conséquent,

Si A est une partie fixée de k éléments de [1;n], le
nombre de listes alternantes montantes de A est égal & 5.

Pour tout entier n, notons A,, 'ensemble des permutations alternées de [1;n].
Alors A,, est I'union disjointe des permutations alternantes montantes ou descen-
dantes, de sorte que, d’aprés la question 34

Card A, =24,

Soit n > 2. Comme indiqué par ’énoncé, pour k € [0;n], notons A, 41 'ensemble
des permutations alternées de [1;n+1], telles que o (k + 1) = n+ 1. Ainsi, toujours
par union disjointe,
n
Card Ap41 = > Card (Apy1k)
k=0
Soit maintenant ¢ un élément de A, 41 % que l'on représente ainsi
1 - k k+1 k+2 -+ n+1
o(l) -+ ok) n+l1 ok+2) -+ on+1)
On peut alors remarquer, en notant X l’ensemble o([1;k]), que
o Les listes Ly = (0(1),...,0(k)) et Ly = (6(k+2),...,0(n+ 1)) sont des listes
alternées d’éléments deux a deux distincts respectivement de X et de [1;n]~\X.
e Puisque o(k+ 1) > o(k+2), on a o(k + 2) < o(k + 3), ce qui prouve que Lg
est une liste alternante montante.
e Puisque o(k + 1) > o(k), on a o(k) < o(k — 1), ce qui prouve que L, est
montante si k est pair, descendante sinon.

On peut alors associer & o le triplet (X, Ly, Lg) ot X est 'ensemble non ordonné des
éléements {o(1),...,0(k)} qui est une partie & k éléments de [1;n]. L’application
ainsi définie est clairement bijective. Il y a (Z) choix possibles pour X, B choix
pour Ly et 5,k choix pour Ly, d’aprés la question précédente. Ainsi,

Card Api1 = (Z) - Br - Bu—i

d’ou n 2 1 2ﬁn+1 — Z (Z) 5kﬁn7k

k=0

D’apreés les questions 5 et 35, les suites (a,)n et (Bn)n satisfont la méme relation
de récurrence. Comme de plus ag = By = 1, elles sont égales.

’VneN ﬁn:an‘




