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PARTIE I

Soient S € S;F(R), M € M,,(R) et X € M, 1(R). Alors d'une part, M"SM est
symétrique

TMTSM) =MTSTT(MT) = MTSM

D’autre part, MTSM est positive. En effet, en posant Y = MX € M,, 1(R), on a les
égalités suivantes

XT(MTSM)X = (' MX)S(MX) = Y'SY
c’est-a-dire XT(MTSM)X >0 par positivité de S

Finalement, MTSM € S;F

Puisque S est une matrice symétrique, il existe une matrice orthogonale P et
une matrice diagonale D telles que S = PDP~! = PDP . Les coefficients diagonaux
de D sont les valeurs propres de S, notées ici A1, ..., A,. Soit X € M,, 1(R). On a

XTSX = XTPDPTX
= T(PTX)DPTX
XTSX = Y'DY

Y1
onaposé Y=PTX. SiY sécrit | alors:

Yn

XTSX = Z )\iyi2

=1

n
Si toutes les valeurs propres de A sont positives, alors on a > \y;2 = XTSX > 0
i=1
donc A € S (R). Si toutes les valeurs propres de A sont strictement positives
et si X # 0, alors Y = P'X # 0 (car P' est inversible) et donc X'SX > 0.
Ainsi A € ST (R).

Réciproquement, si S € ST (R), on pose (e1,...,e,) la base canonique de R",
et en prenant X = Pe; pour i € [1;n] ona Y =¢; et X' SX = \; > 0. Donc toutes
les valeurs propres de S sont positives. De plus, si S € ST (R), par le méme calcul,
XTSX = \; > 0 et les valeurs propres de S sont strictement positives.

S € §;(R) (respectivement S € S;F T (R)) si et seulement si toutes ses
valeurs propres sont positives (respectivement strictement positives).

La matrice A est clairement symétrique. Son polynoéme caractéristique est
Pa =det(A — XIy) = X2 —tr (A)X +det(A) = X? —3X + 1

Les valeurs propres de A, racines du polynéme caractéristique, sont donc (3 +/5)/2
et (3 —/5)/2. Comme /5 < 3, elles sont toutes les deux strictement positives.
La question 1.2 permet de conclure que

|A €S (R) et afortioni A € S (R)|
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Si X = <Z;1> # 0, on peut calculer directement
2

XTAX = 2$12 —2x129 + ZL'22 = $12 + (1‘1 — $2)2 >0

donc A est symétrique définie positive.

Un troisieme méthode serait la suivante. Dans un premier temps, remar-
quer que A est symétrique réelle, donc diagonalisable en base orthonormée.
Notons A et p ses valeurs propres, sans chercher a les calculer. On sait que
ce sont des réels non nécessairement distincts, qui vérifient tr (A) = A+ u et
det(A) = Ap. Le calcul du déterminant det(A) montre qu'il est strictement
positif et celui de la trace tr (A) = 2+ 1 > 0. Ceci entraine d’une part que
les deux valeurs propres vérifient Ay > 0. Elles sont donc du méme signe et
d’autre part A + p > 0 montre que ce signe est positif. On conclut alors a
I’aide la question 1.2.

1
La matrice B est symétrique. En posant X = | 0 |, on remarque que
0
X™BX=-1<0
Donc |B ¢ 5}(R), afortiori B ¢ S} *(R) |

On peut aussi utiliser la question 1.2 et dire que —1 étant valeur propre
« évidente », B ne peut étre définie positive.

Soient S € S;F(R), et T € S,(R) qui lui est semblable. Alors S et T ont mémes
valeurs propres et, d’apres la question 1.2, toutes ces valeurs propres sont positives.

T e §F(R)

Soient M € GL,(R) et X € M,, 1(R), X # 0 un vecteur propre de M associé &
la valeur propre A: MX = AX. La matrice M étant inversible et X non nul, MX = 0.
Par suite, AX # 0 et donc A # 0. On peut écrire X = AM !X, puis

M~1X = \71X

Le vecteur X étant non nul,

‘ X est vecteur propre de M~ associé & la valeur propre A1, ‘

On en déduit que, en notant Sp (M) le spectre de M
{AH[AeSp(M)} cSp(MT)

Réciproquement, si 4 € Sp (M~1), on obtient de méme que p~t € Sp (M) et
Sp(M™Y) c{A" | xeSp(M)}

Finalement ‘ Sp(M~YH) ={\"'|XxeSp(M)} ‘

Soit S € STT(R). D’apres la question 1.2, S a toutes ses valeurs propres
strictement positives. Comme 0 n’est pas valeur propre de S, on a nécessairement
rg (S) = n et par suite
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| S est inversible. |

Ona ('S71) = (ST)"! = S~! donc S € S,(R). La question 1.6.a permet
d’affirmer que toutes les valeurs propres de S s’écrivent comme inverses de réels
strictement positifs et sont donc toutes strictement positives. Finalement, d’apres la
question .2,

S~1e S (R)

Soient A une valeur propre de S et X # 0 € M,, 1 (R) un vecteur propre associé.
Nécessairement || X|| # 0 et

0=XTSX = AXTX = \|X]?

ce qui montre que A = 0.

Toutes les valeurs propres de S sont nulles. ‘

Comme S est diagonalisable et toutes ses valeurs propres sont nulles, S est sem-
blable a la matrice nulle. Elle est donc identiquement nulle. On en déduit que

Si XTSX = 0 pour tout X € M, 1(R), alors S =0

1
Comme le montre I'exemple de la matrice (8 0) , il existe des matrices

non nulles qui admettent 0 pour seule valeur propre. Evidemment, ces ma-
trices ne sont pas diagonalisables.

Voici une autre preuve possible. Posons S = (s ;)i je[1:n] ¢t X = e€;,
ol (€;)ie[1;n] désigne la base canonique de M,, 1(R). Alors XTSX =s;; = 0.
Sion pose Y =e; + ej, avec (4,5) € [1 ;n]]Q, i,

YT'SY = Sii+2s;;+s5;,;,=0

ce qui donne s; ; = 0 et montre directement que S = 0.

Supposons que Sy, Ss € S, (R) vérifient S; < Sy et Sy < S1. Par définition,
VX € My i(R) XT(Sy—81)X >0

et VX € M, 1(R) XT(S; —S2)X >0 soit XT(Sy —51)X <0

ce qui donne VX € Mu1(R) XT(S2—S1)X=0

Or, d’apres la question 1.7, cela implique So — S; = 0 puisque So — S1 € S, (R)

SiS; < Sy et Sy < S, alors Sy = 32\
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Prenons par exemple S; = ((1) (2)) et Sy = ((2) (1)) Ces deux matrices ont

pour valeurs propres 1 et 2, toutes positives donc d’apres la question 1.2, elles sont
dans S;F (R). Or,

So— 851 = <(1) _01) ¢ ST(R) d’apres la question 1.2

S1—S2 = (_01 ?) ¢ ST (R) d’apres la question 1.2

‘ On n’a pas nécessairement S; < So ou So < Sy. ‘

Prenons S; = ((1) (1)) et Sy = (3 (1)) On a bien S; # Sy, S1 < Ss car

Pourtant So — S1 ¢ S;F1(R) et on ne peut pas écrire S; < Ss.

‘ On n’a pas nécessairement S; < So si S1 < S et S; # So. ‘

D’apres la question 1.2, les valeurs propres de S — S; € S(R) sont toutes
positives. Si a € R*, aSy — aS; est symétrique et son polyndme caractéristique
det(a(S2 — S1) — XI,,) = a™ det(Se2 — S; — Xa"1,,). Ceci montre que

Sp (aSz — aS1) = {aA | A € Sp(Sz — S1)}

relation encore valable si a = 0. Ainsi,

‘Sia}(), aSlgaSg.‘

Si o < 0, comme les valeurs propres de S — S sont toutes positives, on en déduit
que les valeurs propres de a(Se — S1) sont toutes négatives. Les valeurs propres de
aS; — aSy sont donc positives, ce qui montre que

Sia<0, aS; <aS |

Si So —S;1 € §F(R), on a immédiatement
(S2+S)—(S1+S)=S2—S;1 € SF(R)

‘SiSlgSg,onaS—i—SlgS—i—Sg pourtoutSGSn(R).‘

Par hypothése, on a So — Sy € S (R). La question 1.1 permet d’affirmer que,
si M € M,(R), M"(S2 — S1)M € S (R), donc

MTSoM —~MTS; M € S (R)

ot | MTS,M < MTS,M|
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Résumons ici les propriétés que I’on a montré concernant la relation < sur les
matrices symétriques. La question 1.8.a montre que cette relation est antisy-
métrique. Le lecteur avisé peut montrer qu’elle est aussi réflexive et transitive,
c’est-a-dire que c’est une relation d’ordre. La question 1.8.b montre que I'ordre
est partiel, et 1.8 ¢) que < n’est pas 'ordre strict induit par <. Les questions
[.8.d et 1.8.e montrent que < est stable par somme et multiplication par un
scalaire positif, tandis que la question 1.9 montre la compatibilité vis-a-vis
de la relation de congruence.

Soient A € R une valeur propre de S et X € M, 1(R) un vecteur propre
associé. On a SX = AX donc (S —I,)X = (A — 1)X. Ainsi A — 1 est valeur propre
de S — I,, qui est une matrice positive par hypothese. D’apres la question 1.2, on en
déduit que A — 1 > 0, c’est-a-dire

Les valeurs propres de S sont dans [1;+00 [‘

Comme 0 n’est pas valeur propre de S, on en déduit que

S est inversible. |

1.10.b | D’aprés la question 1.6.a, les valeurs propres de S™! sont les inverses des
valeurs propres de S. D’apres la question 1.10.a, Sp (S) C [1;+00[, et nécessairement

‘ Les valeurs propres de S~™! sont dans ] 0;1] ‘

En particulier, S™! est définie positive d’apres la question 1.2, et 0 < S~1.

Tout d’abord (I, —S™1)" =1I] — (S =1, — (ST)"! = I, — S! donc la
matrice I,, — S™! est symétrique. Si A est valeur propre de I, — S~! pour un vecteur
propre X,

I, -S™HX=AX <=  SIX=(1-AX

donc 1 — X\ est valeur propre de S™!. Ainsi 0 < 1 — X < 1 donc A > 0. Puisque les
valeurs propres de I,, — S™! sont positives, d’apres la question 1.2, I,, — S~ > 0 d’ou

Sp (L, —=S™H) ={1-A"1|AeSp(S)} C Ry

ce qui montre, d’apres la question 1.2 que la matrice symétrique I,, —S™! est positive.

Finalement,
On a déja ("MTM)=MT("MT)=M™M

donc la matrice S est symétrique. Soit X € M,, 1(R), X # 0, un vecteur propre de
MTM associé & la valeur propre A € R. Alors d’une part,

XTMTMX = AXTX = \|X]2
d’autre part, XTMTMX = ("MX)(MX) = |[MX]|2
d’ou AlIX[? = IMX]|?

Comme ||X]|| # 0 et M est inversible, ||MX]| # 0 et, nécessairement, A > 0. D’aprés
la question 1.2

(MM e Si(R)]
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I.11.b| Soit S = diag(a1, -+ ,a,) € STT(R) la matrice diagonale

[05] 0

0 e [e7%

Les coefficients diagonaux de S étant aussi ses valeurs propres, on a «; > 0 pour
tout ¢ € [1;n] d’apres la question 1.2. Posons M = diag(y/a1, - - , /&r,). Alors M
est symétrique, ses valeurs propres sont strictement positives, donc M € ST (R),
a fortiori M est inversible et MM = S.

‘ Si S est diagonale et définie positive, il existe M € GL,,(R) telle que MTM = S. ‘

Supposons que S € S;FT(R). D’aprés le rappel, il existe P € O, (R) avec
S = PDP~! et D une matrice diagonale, dont tous les coefficients diagonaux sont les

valeurs propres de S. D’apres la question 1.2, ils sont strictement positifs. D’apres la
question 1.11.b, on peut écrire D = MM avec M une matrice inversible. Comme P
est orthogonale, on a P~ =PT et

S=PMTMPT = ('MPT)(MPT)

Posons N = MPT. Alors N est inversible comme produit de matrices inversibles,
et S=NTN.

[Si S € S;*(R), il existe N € GL,(R) telle que S = N'N.

Par hypothese, on a M{ M; < S,. Appliquons le résultat de la question 1.9
avec la matrice M; !

(M, ™5 T MTM M, < (M) T SoM,

et L, < 1\/[171TS2M171

1T _
On sait alors, comme conséquence de la question 1.10.a, que M; ! SoM; ! est

inversible. Ceci permet d’affirmer que det(Ml_lTSQMl_l) = det(S2) det(Ml_l)2 #0
donc det(S2) # 0 et finalement

‘ So est inversible. ‘

.

Appliquons alors le résultat de la question 1.10.b & la matrice M1~ SoM; ' : on
obtient Mng_lMlT < I,,. Appliquons & la matrice Mng_lMlT la formule obtenue a
la question 1.9,

On a bien Sot< St
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PARTIE 11

Procédons par analyse/synthése. Supposons qu'il existe des matrices Pq et
P5 telles que

{In =P1+ P2
S = AP1+ AaPs
On résout le systeme par élimination: tout d’abord, A1, = APy + A\ P2, puis,
S — A1l = (A2 — A1)P2. Comme par hypothese \; # Ao
1
YY)
De maniere analogue, S — \oI,, = (A1 — A2)P7 et
1
DYDY

Ainsi, si (P, P2) est solution du systéme, on a montré que P; était nécessairement

P,

(S — )\11n)

Py (S = A2lp)

égal a la matrice (S = A21,), et que Py était nécessairement égal & la matrice

1
Az — Ay

du systeme. Les expression que 1’on obtient vont maintenant nous servir pour montrer
I’existence des solutions.

A1 — A2

(S—=X11,,). On a donc prouvé I'unicité, en supposant I’existence, des solutions

1 1
S — X\aI,) et Py = S — \L,).
N et et e = RS 7 i)
On vérifie facilement que P +Ps =1, et que A\;P; + AoP5 = S. De plus, les matrices
P; et P9 ainsi définies sont symétriques, car S et I, le sont et S,,(R) est un espace

vectoriel.

Réciproquement, posons P; =

1
P, = S—Xl,) et Py =
! )\1—)\2( 2 )e 2 )\2_)\1

matrices vérifiant P1 + P2 = In et )\1P1 + )\2P2 =S.

I1.1.b | D’apres la question précédente,

(S—A\1,,) sont les seules

1
Py = S — NI,
v )\2( 21)
= (Pdiag()\l,...,)\l,)\Q,...,)\g)P_l _)\QPP_I)
AL — A2 —— ——
1 ny fois ng fois
= P(diag()\l,...,)\1,)\2,...,)\2)f)\QIn)Pfl
)\1 - )\2 N—— %,_/
ny fois no fois
1
= P(diag()\l—)\2,...,)\1—AQ,O,...,O))P_l
A1 — A2 ——
n1 fois ng fois
Py = Pdiag(1,...,1,0,...,0)P~!
—— ——
ny fois ng fois
De méme P~1P,P = diag(0,...,0,1,...,1), et donc:
—— ——
n1 fois ng fois
P; = Pdiag(1,...,1,0,...,0)P~! et Py = Pdiag(0,...,0,1,...,1)P~!
—_—— —— —— ——
ny fois ng fois n1 fois ng fois
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Posons D; = diag(1,...,1,0,...,0) et Do = diag(0,...,0,1,...,1)
——

~—— —— ——
ny fois no fois n1 fois no fois
Comme D2 =Dy et DDy =0
on a P,? = PD;P~'PD,P!
= PD,?pP!
= PD,P!
P2 =P,
et PP, = PD,P'PD,P~!
= PD;D,P!
P1P, =0

De méme, Py? = Py et PoP; = 0. Finalement

‘P12 =Py, Py2 =Py et P1Py = PoP; = 0‘

De plus, si on note rg (Dy) le rang de Dy, on a rg(Dy) = nq, rg(D2) = na et on
sait que deux matrices semblables ont méme rang. Ceci nous permet d’affirmer

‘I‘g(Pl) = N1 et I‘g(PQ) ZRQ‘

On a déja S° =1, = P — 1 4+ P, par hypothese. Soit k& € N*. D’apres la
question II.1.b, on a P1Ps = P5Pq, ce qui permet d’appliquer la formule du binéme
de Newton

k

Sk = ()\1P1 + )\2P2)k = Z (ﬁ) AlpPlpAQk_pPQkip
p=0

En utilisant le fait que P;P2 = 0, on en déduit que les produits P1? ngfp sont nuls
désque p € [1;n —1]. Ainsi:

‘ SE = M\ PP AP ‘

N
Soit maintenant Q = > axX* € R[X]. En substituant la matrice S & I'indéter-
k=0
minée X, on obtient d’apres le résultat précédent

N
Q(S) = 3 (apAi"P1" + N PoF)
k=0
N ’ N ’
= S apM P+ Y aph PoF
=0 k=0

(ijoamk) P+ (éamk) P,
[Q(S) = Q)P + Q)P |




CCP Maths 1 PC 2009 — Corrigé 11

I1.1.d | Notons J € M, (R) la matrice ne comportant que des 1. On a ’égalité
So—L,=1J

La matrice J est de rang 1, donc admet 0 pour valeur propre avec multiplicité n — 1.
Par ailleurs, le vecteur *(1, ..., 1) est vecteur propre de J, associé & la valeur propre n.
La somme des multiplicités des valeurs propres étant égale a la dimension de I'espace,
n est nécessairement valeur propre de multiplicité 1. Comme Sy = J+1,,, on en déduit

‘Sp(SO):{)\lzl,)\gz n—i—l},deplusnl:n—letng:l‘

Les formules trouvées a la question II.1.a nous donnent

1 1
P1 = W(SO - (TL + 1>In) et P2 = E(SO o In)

Soient z,y € R™ et X,Y € M, 1(R) leurs matrices associées dans la base
canonique. On a (z | y) = XTY. Comme SX et SY sont les matrices associées & u(z)
et u(y) dans la base canonique et, en utilisant le fait que ST = S:

(u(z) |y) = (SX)Y

=X"sTy
= XT(SY) car ST =8
(u(z) |y) = (x| u(y))
Ainsi, ‘Vx,y eR™  (u(z)|y) = (z|u(y)) ‘

I1.2.b | Soient = € E; et y € E; non nuls. Alors u(z) = Az, u(y) = A;y. D'une part,
(u(z) [y) = Xi(z | y)
D’autre part, d’apres la question I1.2.a
(u(@) |y) = (z]u(y)) = Aj(z|y)
Ainsi, (A = Aj)(x]y)=0
Comme A; # A; par hypothese, on en déduit que
Ve eE; VyekE; (x|ly)=0

Pour tout (i,7) € [ 1 ;p]]2 avec i # j, E; et E; sont orthogonaux.

D’apres le cours, la matrice S est diagonalisable donc I’endomorphisme u 'est
également. Ce qui permet d’affirmer que

B,
1=1

Montrons i). Soient z,y € R™. D’apres la question 1.2.b, on peut écrire

@E Ainsi z,y s’écrivent de maniére unique x = sz et y = Zyl avec
= i=1

pour tout ie1 7p]] x; € E; et y; € E;. Par définition de p;, pl( )=z et pi(z;) =0
si (i,5) € [1;p]” et i # j. La bilinéarité du produit scalaire et le résultat de la
question II.2.b nous permettent d’écrire que
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L)
= . 1(%‘ | yj)
(pi(z) [y) = (zi | yi)

(pi(@) | y) = (s

iS]

Le méme calcul fournit (z | p;(y)) = («; | yi), et donc

(pi(z) | y) = (= | pi(y))

L’endomorphisme p; est donc symétrique et sa matrice dans une base orthonormée
quelconque 'est aussi. En particulier sa matrice dans la base canonique ’est.

Vie[1;p]  PieS.(R)]

Montrons ii). D’apres la question IL.2.b si i,5 € [1;p] et i # j, alors E; et E;
sont orthogonaux. Mais, par définition de p;, E; = Im p; et Ker p; = Im pf‘ = Ef‘
Comme E; 1L Ej, on a E; C Ker p;. On peut donc dire que Im p; C Ker p;. Ainsi,
pour tout z € E, puisque p;(z) € Im p;, p;(z) € Ker p;, donc p;(p;(x)) = 0. On vient
de démontrer que p; o p; = 0. En terme de matrices,

Vijellipl i#j PP;=0]

P
I1.2.d | On sait d’apres la question I1.2.b que x € R™ s’écrit de maniére unique »_ z;
i=1

K2
ou z; € E;. Par définition des p;, on a p;(x) = z; et

VeeR" = Zépi(z) = (iépz) ()

P
Ainsi, > p; =1d et en terme de matrices
i=1

P, =1,

IoR

1=1

P
Soit X € M,,1(R), on peut écrire SX = S <ZPZ-X) et comme P;X est par
i=1

définition de p; vecteur propre de S associé a la valeur propre \;, on a

P P
c’est-a~dire SX = Y\, P; X et S=> AP,
i=1 i=1

3

2

La question II.1.a a montré 'existence et I'unicité de la décomposition spec-
trale dans le cas ou n = 2.
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D’apres la question I1.2.d et la définition de f(S), on a

37 = (m) (éf(Aj)Pj) = 3 NSOPP;
Mais d’apres la question I1.2.c P;P; = 0. On en déduit que
S/(8) = S ASOP2
Or PZ-2 = P; car P, est la matrice de la projection p;. Donc

SF(S) = ; Nf ()P

Un calcul analogue donne f(S)S et finalement

SF(S) = £(S)S = g N f ()P

I1.3.b | Soit X un vecteur propre de S associé a la valeur propre ;. Par définition
de pg, ona PpX = X et P;X = 0sii # k. En utilisant la définition de f(S), on obtient

FS)X = g FOOPX = FO)PeX = F(A)X

‘X est vecteur propre pour f(S) associé a la valeur propre f(\) ‘

D’apres la question I1.1.d, la décomposition spectrale de Sy est
-1 1
SO = (n— 1) X 7(80 — (n—|— 1)In) +1x E(SO _In)

Ce qui donne

cos(mSy) = cos(m(n — 1))%1(80 — (n+ 1)I,,) + cos(m) L

1 1 ﬁ(
cos(mSy) = (—1)”5(80 —(n+1DI,) — E(SO —1,)
Distinguons le résultat suivant la parité de n:

SO - In)

-1, si n est pair

cos(mSo) = ¢ 49

2
I, — —Sp sinon
n

La matrice ¢(S) est correctement définie si et seulement si toutes les valeurs
propres de S sont dans R*, c’est-a-dire d’apres la question 1.2 si et seulement si
S € ST (R). Réciproquement, si S € ST (R), toutes les valeurs propres de S sont

strictement positives d’apres la question 1.2, et 'on peut définir ¢(S).

‘g(S) est bien définie si et seulement si S € S;F T (R). ‘

Dans ce cas, S est inversible et d’apres la question I1.2.d

P P
89(8) =g(S)S = Y XA, 'Pi= Y Pi=1,
i=1 i=1
cette derniere égalité découlant de la question I1.2.d.

VSesi*R)  g(8)=5""]

Il découle alors de la question 1.12 que

‘ La fonction g est matriciellement décroissante. ‘
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I1.4.b | De méme qu’a la question précédente, la matrice h(S) est définie si et seule-
ment si Sp (S) C ] —1;+00] c’est-a-dire si et seulement si —I,, < S. Dans ce cas

h(S ~ N p
()’Elﬂi ‘
— P 1 1
§< 1+x) "
pP P 1
’Lgl Z Zzl+>\l
hS) =1, — (S+1,)"*

ou la derniere égalité est conséquence de la question I1.4.a, appliquée a S + I,,.

[h(S) =1, — (S +1,)"]

On peut aussi vérifier directement que (S+1,,) et I,, — h(S) sont inverses 'une

de T'autre.

Supposons que S1,S52 € S, (R) et —1,, < S; < Sy. Alors S; + I, € STT(R) donc
S1 + I, > 0. On a les inégalités:

Si1+1, <S+1, d’apres la question 1.8.e
(So+1,) "t < (S1+ 1)t d’aprés la question 1.12
—(S1+ L)t < —(S2+1,)7 !t avec la question 1.8 d
— S+ L)t <, —(Se+ 1)t en réutilisant 1.8 e

h(S1) < h(S2)

/N

La fonction h est matriciellement croissante. |

Le polynoéme caractéristique de A(z) — B(z) est
P(X) = det(A(z) — B(z) — XI,,)
chz—X sh ‘

h her—- ——-X
sh x cha———

1
=X2-2cha2X+ —X—-1+ch?z—sh?z
ch =

:X(X—Qchx—i—i)
h x

x
Donc les valeurs propres de A(z) —B(x . Comme elles sont positives,

)
d’apres la question 1.2, A(z) — B(z) > 0.

‘Pour tout = € R, B(z) < A(x). ‘
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I1.5.b | Le polynéme caractéristique de A(x) est

X2-2chaX+1=(X-e?)(X—e 7

on a donc A =¢e® et A=e "

Ces deux valeurs propres sont distinctes si et seulement si  # 0. On peut alors
utiliser le résultat de la question II.1.a avec n; = ny = 1.

1 1 .
Les vecteurs X; = (1) et Xo = (1) sont, des vecteurs propres associés respec-

tivement & Ay et a Ao carch x+sh x = e et ch x —sh x =e~". Soit P = (1 1 >

1 -1
1 /-1 -1
-1 _ -
Comme P7* = 2<_1 1>,

. (1 0y, _.{00
P tA(z)P =e <0 o) Te 0 1

ce qui fournit la décomposition spectrale de A(x)

oz 1 0 -1 —x 0 0 —1
Alx)=e P(O O)P +e P(O I)P
B 1 0\p_y 1/-1 -1
Par le calcul, on trouve Py =P <0 0> P~ = 3 <_1 1 )
0 1 1 /-1 1
@ =4

Traitons le cas 2 = 0: A(0) = Iy est sa propre décomposition spectrale et
Pa(A(2)) = pa(1)Iz =1a, et A(ax) = A(0) = Io.

Soit maintenant x # 0. Comme e~ > 0 et e® > 0, po(A(z)) est correctement
définie. Le résultat de la question I1.5.b donne

—_ aOx 10 —1 —ax 0 0 —1
pa(A(z)) =€ P(O O)P +e P<0 1>P

_ ax 1 0 —Qax 0 0 —1
e (o 0) e (0 9)

patae) = (%t )P

et PQZP

o O

En outre, P~1A(ax)P = (eo eo,m)

en utilisant la question précédente avec ax > 0. Ainsi P71A(ax)P = P~ !p, (A(z))P
et, dans tous les cas,

[pa(A(@)) = Alaw) |

I1.5.d | La matrice B(z) est diagonale, on a donc immédiatement sa décomposition

spectrale qui est
1 0 1 0 0
B(z) =0 x (0 0> + Tt (0 1>

0
1

)

Ainsi pa(B(x)) =

o

(ch z)~
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ch ax sh ax

On a det [pa(A(x)) — pa(B(2))] = 1

sh ax ch ax —

ch®z
2 ChO[fIf 2
=ch“ar— —5— —sh”ax
ch®z
ch ax
det[po (A — o (B =1——
etlpa(A(®) — pa(B(2))] = 1 - S

ch®x —ch az
ch®z

det[pa(A(z)) — pa(B(x))] =

Calculons un développement limité de cette expression au voisinage de 0:

2 CY2£E2

(1+ 5 +0(@?)* = (1+ 5= +0(a?))
detlpa(A(x)) = pa(B(x))] = o
=1 ?—15_352)— 1— 7302 + o(x?)
detlpa(A(x)) = pa(B(a))] = =—5—=a® + o(x?)
D’ou det[pa (A(2)) — pa(B(z))] ~ %a(l — a)x?

Supposons que o > 1. Dans ce cas a(l — o) < 0 et det[py(A(x)) — pa(B(x))] <0
pour  proche de 0. Soit g un réel tel que det[py (A(xo))—pa(B(x0))] < 0. Or, comme
A(zo) — B(zo) € S (R), cette matrice est diagonalisable. Son déterminant est donc
le produit de ses valeurs propres. Ainsi, le produit des deux valeurs propres de
A(zo) — B(xp) est négatif. Ces deux valeurs propres ne peuvent pas étre positives
simultanément. En particulier, on n’a pas p,(A(z)) < pa(B(z0)), et

‘pa n’est pas matriciellement croissante. ‘

L’argument ci-dessus montre aussi que les valeurs propres de A(zg) — B(zp)
ne sont pas non plus simultanément négatives, ce qui montre que p, n’est
pas matriciellement décroissante.
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PARTIE III

1
III.1.a|Soit telet X=| : | € My 1(R). On a

Ln

XTA(t)X = Z ai,j(t)xixj
i,j=1

n
La fonction ¢ — 3 a;,(t)z;z; est combinaison linéaire des fonctions intégrables
ij=1
sur I a; ;, donc intégrable sur I et, par linéarité de l'intégrale

/IXTA(t)X dt = zn:jl (/Iai,j(t) dt) rix; = X" (/IA(t) dt) X

par définition de /A(t) dt.
I

t = XTA(t)X est intégrable sur I et /XTA(t)X dt =XT (/A(t) dt) X
I I

ITI.1.b | Posons A(t) = f(t)M avec M = (my ;)i jef1:n] et A(t) = (ai;(t))ijef1in]

Pour i,j € [1;n] fixés, a;; : t — f(t)m; ; est intégrable sur I, ce qui prouve que

/f(t)M dt existe

I

Par linéarité, on a /f(t)mm» dt = (/f(t) dt) m;,;. Par définition de /f(t)M dt,
I

/If(t)M dt = (/If(t) dt) M

IT1.2.a| Soit € |0;1[ fixé. Pour tout = > 0, la fonction f, : ¢ —

° t
———— €8
(1 + at)te

définie, continue et positive sur ]0;+o0 [, elle est donc intégrable sur tout segment
de cet intervalle. On va étudier son comportement en 0 et +oo a l'aide d’équivalents.
En 0,

1
Comme o € |0;1[, ¢t — o est intégrable sur | 0;1]. L’intégrabilité de f; sur ]0;1]
en découle, par comparaison entre fonctions positives. En +oo,

fo(t) !

~
t—+oo totl

1
et t — sy est intégrable sur [1;+00[, car a + 1 > 1. Ce qui montre que f, est

intégrable sur [1;+oo[. Finalement f, est intégrable sur [0;+00] et

‘Pour tout = > 0 F(z) existe. ‘
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II1.2.b | Fixons = > 0. Dans ce cas 'application ¢ — zt est un €' —difféomorphisme
strictement croissant de R} dans lui-méme. Le changement de variable u = xt,
du = x dt est possible dans I'intégrale généralisée définissant F(z). On a

+o0o T +o0o du
Fa)= [ —5 dt=a| e
() /0 1+ zt)te v /0 A+ wue "

e du . 1 : :

Avec C = — . La fonction u — ————— est continue, strictement
o (I4+u)u~ (14 u)ux

positive, indépendante de x et intégrable d’apres le théoréme de changement de

variable. Il en résulte que C > 0 et donc

‘H existe une constante C > 0 telle que pour tout > 0 F(x) = Ca® ‘

P

II1.2.c | La matrice S est définie positive. Soit S = > \;P; sa décomposition spec-
i=1

trale. On peut appliquer le résultat de la question I1.4.a

P
g(s) =St =Y NP,
i=1 »
Par définition de la décomposition spectrale, on a I, = > P; et pour tout ¢t > 0,

P i=1
tl, = > tP;. Ce qui donne
i=1 »
STt =S (NP
i=1
Pour tout # € [1;p] Ay > 0 donc \; "' +¢ > 0 et la question 1.2 montre que
S7t+1tI, € SFT(R). Ce qui permet d’appliquer de nouveau la question I1.4.a

ST+ t,)"t = g(S7 + t1,)
ro 1

1;1 )\i_l + 1
Sl = 3 p
- thy)” " = i
(87 + )™ = X1
2 i
Finalement, |S~! + tI,, est inversible et (S7! +¢I,,)"! = T tPi
i=1 i

I11.2.d | La matrice F(S) est bien définie car S € ST (R), donc Sp(S) C R, et F

est définie sur R,. On a

F(S)

I

e
A
>

@
Il
i

)P;

I
M

@
Il
i

I
M=
B/~
S—

+00 )\
7t dt P;
o (T4 N\t)te

+00

S—

Ai
P; dt) d’apres la question ITI.1.b

i=1 14+ M\t
teoq P i
F = — ——P; ) dt
) /0 t (Zzﬂ + Ait >

+00 p
La dernieére ligne est obtenue en permutant / avec la somme finie > . En utilisant
le résultat de la question II1.2.c, on a 0 i=1

ta

+o0
F(S) :/ i(S*1 +t1,) "t dt
0
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Soit ¢ > 0. Alors tI,, € S T(R) et on a les inégalités suivantes
B! <A? d’apres la question 1.12
B4+, <A+t d’aprés la question 1.8.e
(AL +tI,)"t < (B7t +1tl,)"!  dapres la question 1.12
Ainsi, (B! +1,) !t — (A"t +tI,,) "t € ST (R)
Ce qui donne

VX e Mu1(R) XTBL+tL,) X - XT(A7L +¢,)" X"t >0

dou |[Vt>0 VXM, 1(R) XT(A™!4+¢,) ' X < XT(B™! +11,)"'X

Soient X € M, 1(R) quelconque, et t > 0:

1 1

t—wa(A*1 +11,) 71X < t—wa(B*1 +1,) 71X
et, par croissance de 'intégrale des fonctions réelles a valeurs réelles,

+0o0 1 +0oo 1
/ t_O‘XT(A_l +t1,) 71X dt < / t_aXT(B_l +t1,) "X dt
0 0

ce qui s’écrit encore, d’apres la question II1.1.a:

+o0 1 1
X' (/ (t_a(B_l +tl,) 7t — t_‘l(A_l + tIn)_l) dt) X=>0
0

+00 1 1
La matrice F(B) — F(A) = / (t_‘l(B_l +t1,) 7t — t_o‘(A_l + tIn)_l) dt est donc
0
positive pour tout A < B:

‘F est matriciellement croissante sur ] 0; +o0 [. ‘

Mais, d’apres la question I11.2.b, on a l'existence de C > 0 tel que pour tout x > 0
F(z) = Cpa(x). Ce qui permet d’affirmer que Cp,, est une fonction matriciellement
croissante sur ] 0; +oo [ puis, en utilisant le résultat de la question 1.8.d p, = C~1Cp,
est matriciellement croissante sur ] 0; +oo [.

II1.3.a| Soient X > 0 et x > 0. On a les égalités suivantes, ou les fonction intégrées
sont continues sur Ry, donc intégrables sur [0;X]

X X X
t 1 t 1
/ —_— dt:/—dtf/ dt
o \14+t* xz+t o 14+t 0 T+t

1
5 |1+ ¢|]y — [z + ¢

X
t 1 V1+X2
/ —_ dtzln;—i—lnx
o \1+t®2 x4+t x4+ X
V1 + X2 Hoo t 1
Comme lim vita =1, on en déduit que/ — —— | dt existe et
X—+oo x4+ X 0 1+t x4+t

+0oo 1 X 1
/ L) ar= aim L L ) at=ma
0 1+ x4+t X—+oo Jo \1+t2 x+t
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II1.3.b | On va refaire le raisonnement de la question III.2.c. La fonction In est bien

définie sur R* | et S € S;F*(R) donc les valeurs propres de S sont strictement positives.
P

Ainsi, la matrice In(S) est bien définie. La décomposition spectrale de S = > \;P;

=1
permet de calculer la matrice In(S)

S|

1=1

Mais, d’apres la question précédente,

+o0o t 1
ln)\i:/ — - —— | dt
o \1+2 z+t
d’ot InS 3 *"O—t L dt | P
ol n _i;(/o 52 Nt ) i

- ¢ pP 3 ! P, | d
= — i— i | dt
/0 <1+t2121 i;)\i+t >

P; est la décomposition spectrale de (S + tI,,)~1. En effet

P
Remarquons que

si t > 0 la matrice tI,, est positive d’apres la question 1.8.d et comme S est définie
positive, la question 1.8.e montre que S+tI,, est une matrice définie positive. En appli-

quant le résultat de la question I1.4.a, on obtient que la décomposition spectrale de

P01
S+tl,) "t =g(S+1tl,) est > ——P;.
(847 = gl5+11,) et 3oL

+o0 t L
Finalement : lnS/O (mln(SthIn) > dt

I11.3.c | On suit ici le raisonnement de la question I11.2.e: si A < B, on a, en utilisant

les question L1.8.e, (B +tI,,) > (A +tI,,), puis (B +tI,)"! < (A +tL,)"! d’apres la

question 1.12. Ensuite, la question 1.8.d montre que —(A + tI,)~! < —(B +tI,,) 1.
t

Sit >0, ——= > 0 et la matrice mln est positive d’apres la question 1.8.d,

142
on peut alors appliquer le résultat de la question 1.8.e pour avoir

t
— I, —(A+t,) ' <
1+¢2 (A +#n)

Soit X € M,, 1(R), on a alors, de méme qu’a la question III.2.e

t
X" <1+t21” - (A+tIn)1) X <X (

+oo t +0oo t
X7 L, — (A+¢I,)" ') Xdt € XT | ——=I,— (B+1tL,) ') Xdt
/0 <1+t2 (A + ) > /0 <1+t2 (B +il) >

Ainsi, d’apres II1.1 a)

too 4 Too oy
XT (/ mIn — (B +tl,) " dt — / mIn —(A+tl,) ! dt) X=0
0 0

et donc, pour tout A < B InA<InB

— I, — (B+t,)
1+¢2 (B +1ln)

t
— 1, - (B+t,) )X
1+ ¢2 (B +1ln) )

‘ In est une fonction matriciellement croissante sur | 0; +oo [. ‘




