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IT La fonction

II.LA — La fonction T
I1.A.1) Soit > 0. Montrer que ¢ - t*~Le™* est intégrable sur |0, +ool.

+00
Dans toute la suite, on notera I' la fonction définie sur R™ par I'(z) = / t=le~tdt.
(l

On admettra que I' est de classe € sur son ensemble de définition, & valeurs strictement positives et qu’elle
vérifie, pour tout réel z > 0, la relation I'(z + 1) = zI'(z).

+oo
II.A.2) Soit x et a deux réels strictement positifs. Justifier I’existence de / t® et dt et donner sa valeur
(

en fonction de I'(z) et a®.
II.B — La fonction § et son éguation fonctionnelle
1
Pour (z,y) dans (R**)2, on définit B(z,y) = / to (1 —¢t)v—1dt.
()

II.B.1) Justifier 'existence de 8(z,y) pour z > 0 et y > 0.

I1.B.2) Montrer que pour tous réels z > 0 et y > 0, B(z,y) = B(y, z).

I1.B.3) Soient z >0ety > 0. Etablir que Blz+1,y) = xL-Fyﬂ(w’ y).
I1.B.4) En déduire que pour z >0,y >0, Sz + 1,y+ 1) = ry

(x+y)(x+y+1)ﬂ(x’y)'

II.C - Relation entre la fonction 3 et la fonction T’
T
On veut montrer que pour z >0et y >0, J(z,y) = % relation qui sera notée ().
T4y

II.C.1) Expliquer pourquoi il suffit de montrer la relation (R) pour z > 1 et y > 1.
Dans toute la suite de cette question on suppose z > 1et y > 1.

+00
II.C.2) Montrer que S(z,y) = /
()

uz—l

m du
U
1+u’
I1.C.3) On note F, 4 la primitive sur R* de t = e *t*t¥~1 qui s’annule en 0. Montrer que

On pourra utiliser le changement de variable ¢ =

vVt eRY,F, ,(t) <T(z+vy)

z—1
_vY _r
(1 + u)z+y z,Y
Montrer que G est définie et continue sur R*.

I1.C.5) Montrer que lim G(a) =T(z + y)B(z,y).
a—+00

IL.C.4) Soit G(a) = / m (1 +u)a) du.
0

I1.C.6) Montrer que G est de classe € sur tout segment [c,d] inclus dans R™, puis que G est de classe €!
sur R+,

I1.C.7) Exprimer pour a > 0, G’(a) en fonction de T'(z), €™ et a¥~*
I1.C.8) Déduire de ce qui précéde la relation (R).
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