Corrections SERIES ENTIERES 1

(+)

Donner le rayon de convergence et le domaine de convergence de la série Z tan(nm/7) 2".

La suite (tan(nm/7))nen est 7-périodique et non constante. Elle est donc bornée. De plus, son terme général ne tend pas vers 0,

ce qui assure la divergence de la série > tan(nw/7). Ces deux arguments combinés prouvent que
n>0

Le rayon de convergence de Y tan(nm/7)z™ est égal a 1.
n>0

Si maintenant z est de module 1, on peut remarquer que la suite (up)nen = (tan(nm/7)z"),en ne tend pas vers 0 car, par
exemple (|u7n41|)nen est constante non nulle. Ainsi, la série > tan(npi/7)z" diverge et finalement,

‘La somme de la série entiére est définie sur B(0,1). ‘

[2] (+)

—+oo
. N —_prn
Donner le rayon de convergence de la série E an 2" ou pour tout n, a, = / e~ " dux.
1

Soit n > 1. On effectue le changement de variable u = 2™ dans lintégrale définissant a,,, sachant que x —— z" est un
C'-difféomorphisme de [1; +o00[ dans lui-méme. Ainsi, = u'/™ et dz = 1/nu'/""" du et

1 [T v
ap, = 7/ —ut/" du

nJq u
Or, pour tout u > 1, ona 1 < ul/n < u donc

1 [T®em 1 [t 1
f/ e—dugang—/ e %du= —
1 0

n, u n n

On en déduit aussitot par encadrement et par Riemann que (a,), oy tend vers 0 mais que ) a,, diverge. Par suite,
n>1

Le rayon de convergence de Y a,z™ est égal a 1.
n>1

(k)
Soit g anz" une série entiére de rayon de convergence R non nul.

a
(a). Montrer que Z—:Lz” a pour rayon de convergence +0o0. On note alors g(z) la somme de cette série.
n!

“+o0 “+ o0
(b). Montrer que pour tout |z| < R, Z anz" = / e tg(tz)dt
n=0 0

(a) Soit p €]0; R[. Alors par définition du rayon de convergence, la suite (a,p")nen est bornée, ce qui signifie que

a 1 /2\"
Par conséquent, pour tout z € C, —T:z” =0 (l <> >
n! n!

qui est le terme général d’une série convergente. Il s’ensuit que

a
Le rayon de convergence de —TZ” est égal & +oo0.
n>0 n.

(b) Fixons z de module strictement inférieur & R. Alors, pour tout t positif

t=ra,
elg(tz) = Y, — et
n=0 n!
Notons f, : t — a,2"t"e~"/n! pour tout entier n et appliquons le théoréme d’intégration terme & terme sur un intervalle
quelconque :
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e Pour tout entier n, la fonction f,, est continue sur R, et dominée par ¢t — 1/t? en +o0. Elle est donc intégrable
sur R, .

e Par construction, la série Y f,, converge simplement sur R, vers t — e~ ‘g(tz) qui est continue.
n>0

e Pour tout entier n, on a

+oo n  ptoo n
/ ()] dt = 12D |'z| / pre—t ap — 10l 21 LZ‘ T(n+1) = |an||2|"
0 n. 0 n: N—_——
n!

qui est le terme général d’une série convergente en vertu de 'hypotheése |z| < R.
Le théoréme s’applique et prouve que

[ T(En0)a=5 [T o

n= n=0J0

+o0 +00
soit bien / e“tg(tz)dt = > anz"™
0 n=0

()

Soit f(z) = > an, 2™ une série entiére de rayon de convergence +0o.

2

(a). Calculer pour tout p € N et tout r > 0 f(re®)e Pt dt
0

(b). En déduire que si f est bornée dans C, alors elle est constante. Que dire de f lorsque |f(z)] = O(|z|”) avec o € R

(a) Soit p € N. Pour tout r > 0 et tout ¢ € [0;27], on a
ity ,—ipt _ T n i(n—p)t
f(re)e = > apr'e
n=0

Notons par conséquent f,, : t — a, ™' P pour tout entier n et appliquons le théoréme d’intégration terme a terme
sur un segment. Pour tout n, la fonction f,, est continue et

fnlloe = lan]r™

qui est le terme général d’une série convergente puisque f a un rayon de convergence infini. On a donc convergence

normale de > f,, sur R et ainsi
n>0

27

+ 2
flreitye=?t 4t = Zooanrn/ et(n—p)t q¢
0 n=0 0

27
Notons pour finir que / e! =PIt 4t est nulle si n est différent de p et égale & 27 sinon. Au final,
0

27
; f(re)e=t dt = 2ma, rP

(b) Supposons f bornée sur C. Alors, pour tout entier p et tout r > 0,

2w

) ) 2 ) 27
.mwwmakl mwmwsﬂwmuw:%wm

0

[£1loo

rpP

et donc, en vertu du résultat précédent, lap| <

Ceci étant valable pour tout r > 0, en faisant tendre r vers +o00, on obtient |a,| = 0 pour tout p > 1. Par conséquent,

‘La fonction f est constante. ‘

Si I'on suppose maintenant | f(2)| = O(|z|”) avec € R, le méme travail que précédemment donne cette fois la majoration
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On ne peut alors conclure que a, = 0 que pour p > a. Par suite,

Si f vérifie |f(2)] = O(]z|%) avec a € R, alors f est polynomiale de degré inférieur a «.

(k%)

xT
Montrer que la fonction f : x — el/e? / eV 4t (prolongée par continuité par 0 en 0) n’admet pas de développement en

0
série entiére en 0, mais posséde un DL & tout ordre en 0.

Remarquons pour commencer que l'application ¢ — e~/ t est prolongeable par continuité en 0. Par suite, elle est intégrable

sur tout segment de la forme [0; 2] avec x réel, ce qui prouve que f est bien définie, et méme C*° sur R* d’aprés les théorémes

généraux. Maintenant, pour tout x € R*,
2 2 * 2 2 2 <
fx) = —=e/* / e~V dt 4 el/* 71/ don  23f(x) +2f(x) = 2®
z 0

Raisonnons par I’absurde en supposant que f admet un développement en série entiére en 0 que 'on note
+0o too
flz)= > apa™ et donc ()= Y napz"!
n=0 n=1
En réinjectant ces égalités dans 'équation différentielle satisfaite par f, il vient (quitte & rajouter un terme nul)
+oo —+oo —+oo
S na,a"t?+23 apa” = a? soit 2a0 + 2a1x + Y. (2a, + (n — 2)a,_2) 2" = 23
n=0 n=0 n=2
Par unicité du développement en série entiére, on en déduit que
ag = a1 = 2as =0 2a3 +a; =1 et 20, + (n—2)ap—2=0 Vn>4
On en déduit par récurrence immédiate que les termes d’indices pairs de la suite (ay ),y sont tous nuls, tandis que
1 3 3 5 5-3
as = — as = ——ag3 = —— a7 = ——=a5 = —=
572 ST 2 T s
d’olt par récurrence immédiate

(CU 35 a1y ()] *
A2n+1 = il =(-1) S2ntip) Vn e N
o T o1 2n) o
et ainsi f(l') = ngo(fl) 122T1m$2 +1

11 suffit alors de remarquer que le rayon de convergence de cette série entiére est nul, par application immeédiate du critére de
d’Alembert ! Par conséquent,

‘La fonction f n’est pas développable en série entiére au voisinage de 0.

Soit maintenant = > 0 et 0 < e < x. Procédons a une intégration par parties sur [e; x] avec

t ’ 2 —1/t? ’ 3 —1/t?
u(t) = — v(t)z—ge u'(t) ==t v(t) =e
2 t 2
- L i Lis —12)™ 3 [F 2 1y
Ainsi, e dt = 3 [t e ] —-3 tee dt

En faisant tendre e vers 0, et en multipliant par e'/ mz, on obtient donc avec les expressions précédentes.

x
2
f(x) = azz® + 2a5/ t2e= 1/t dt
0
Par une récurrence presque immédiate, mais qu’il faudrait trés honnétement prendre le temps de rédiger, on en déduit que pour
tout entier n € N*, et pour tout z > 0,
n T
f(ac) _ Aok 22kl 4 2 aon s e1/x2/ t2ne—1/t2 dt
k=1 0

—1/x?

. .\ 142 .
En majorant grossiérement e~ '/*" par e sur lintervalle ]0; z], on constate que

2n+1

.
0< eWQ/ 21/ qp < &
0

— 2n+1
< ong1 - 0
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On peut donc conclure que pour tout n > 2, on a lorsque x tend vers 0,

n—1
flx) = 3 asger 2+ O (2
k=1
soit bien que ’ La fonction f admet un développement limité & tout ordre en 0. ‘

Soit P € C[X] de degré 2 et f : x — el () Montrer que le développement en série entiére de f ne peut pas contenir deux
coefficients successifs nuls.

Notons P = aX? + bX + ¢ avec a non nul. Alors, pour tout = € R,

f(l’) — eaa;zeba;ec
La fonction f est donc le produit de deux fonctions développables en séries entiéres avec rayon de convergence infinie (et une
constante). Elle est donc bien développable en série entiére, avec également un rayon de convergence infini. Notons alors

—+oo
Vo € R, flx)= > a,a™
n=0

Remarquons maintenant que f est de classe C! sur R avec pour tout z,
f'(x) = 20z +b) f(z)
En réinjectant le développement en série de f et celui de f’ obtenu par dérivation terme a terme, on obtient
—+oo +oo +oo
Snapr™t=2a> apz™ Tt + 0 a,
n=1 n=0 n=0

soit encore en passant tous les termes d’'un méme coté et en effectuant quelques changements d’indices
—+oo
(a1 —bag) + > [(n+ 1Vapy1 —bay, —2aa,—1]2™ =0
n=1
On sait enfin que ag = f(0) = exp(c). Par unicité du développement en série entiére, on en déduit que

1
ay = bag = bexp(c) et Yn € N¥, nt1 == (ban +2aa,_1)

Si I'on suppose par I'absurde que (a,), .y @ deux termes consécutifs non nuls, on peut considérer le plus petit entier p tel que
ap = apy1 = 0. Alors p > 1 car ag est non nul, et d’aprés la formule de récurrence, 2aa,—1 = 0. Or, a est non nul, donc
ap—1 = ap = 0, ce qui contredit la minimalité de p. Par suite,

Le développement en série entiére de g ne contient pas deux coeflicients consécutifs nuls.

(+)

1t k..
nix
Soit k& € N. Pour tout = € R, on pose Sk(z) = E '
L

(a). Justifier que Si(z) converge quel que soit le réel x.

(b). Prouver qu’il existe un polynéme Py de degré k tel que
Vz € R, Si(x) = Py(z)e”

(c). On suppose k = 2. Déterminer Ps.

(a) Siz =0, la convergence est évidente. Sinon, on remarque que pour tout n > 1,

(n+1)Fa" ™ /(n+ 1)z
nkazm /n) Con+1

1 k
1+) —— 0

Le critére de d’Alembert assure immédiatement que la série Y n* 2™ /n! converge, et ainsi
n>0

La somme S (z) est bien définie pour tout réel z. ‘
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(b) Fixons k € N. Pour tout p € [0; k], on pose
B,=X(X-1)---(X—-p+1)

La famille (B,)pen est échelonnée en degré donc constitue une base de Ry[X]. Il existe donc des scalaires A, ..., A tels
que

k
Xt = Z)‘po
p=0

Remarquons que dans cette égalité, A\, est nécessairement non nul sans quoi on aurait X* combinaison linéaire de
bl
polynémes de degré au plus k — 1, ce qui est absurde. Maintenant,

Su(a) = 3 (300, Bylm) o7

On peut séparer la somme finie en remarquant que chacune des nouvelles séries est convergente. Ainsi,

n

k +oo T
Sk(@) = 30 ( X Byln) 2
p=0 n=0 n:
Il ne reste plus qu’a constater que Bp(n) est nul pour n < p et vaut n!/(n — p)! sinon. Ainsi,
" toe g oo pmtp

R D i

nl L= n—-p)! 2 m!

Wwelok, % B

P
et par suite Sk(z) = ( > xp) e’
k=0

‘Il existe P, € R[X] de degré k tel que Si(x) = Pr(x)e® pour tout réel x. ‘

(c) D’aprés la question précédente, il suffit de décomposer le polynome X2 dans la base (1, X, X (X — 1)) de Ry[X]. Sachant
que X2 = X(X — 1) + X, on obtient avec les notations précédentes (Ag, A1, A2) = (0,1,1) puis

(+)

Soit (an),cy une suite réelle telle que

Vn €N, Ap+3 = 2ap42 — 241 + Gy

Donner le rayon de convergence et la somme de la série E anz”.

L’équation caractéristique de la récurrence est donnée par
=224+ 2r—1=0
Le réel 1 est racine évidente, ce qui permet d’obtenir la factorisation
=22 2r —1=(r =1 —r+1) = (r—1)(r — /3 (r + e/3)
Les racines de I'équation caractéristique sont donc 1, e'™/3 et e~""/3. Ainsi, (@n),cn est combinaison linéaire (dans CY) des

—in7/3) cn. Elle est donc bornée et la rayon de convergence de 3 a,, 2™ est supérieur a 1.

n>0
puis en sommant pour n allant de 0 a Uinfini, il

suites (1)nen, (€7/3),en et (e
Fixons z de module strictement inférieur & 1. En multipliant 1’égalité par z"*3
vient

—+oo +oo +oo —+oo
S 32" =23 122" -2 a1 2"+ Y ay, 23
n=0 n=0 n=0 n=0

En notant S la somme de la série entiére, cela signifie que
S(2) —ag 2?2 — a1z —ag = 22 (S(2) — a1z — ag) — 222 (S(2) — ag) + 23 S(2)
(az — 2a1 + 2ag) 2% + (a1 — 2ag) 2z + ag
1—22+4222-28

(az — 2a1 + 2ag) 2% + (a1 — 2a9) 2z + ag
(L= 2)(e5 — ) —2)

et donc S(z) =
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im/3 —in/3

Notons que puisque le numérateur est de degré au plus 2, il ne peut admettre simultanément 1, e et e pour racines
que s’il est nul. Dans le cas contraire, la somme S présente une divergence en 'un de ces trois points. Sachant S est continue
sur B(0, R), on en déduit que nécessairement R est inférieur a 1, ce qui permet de conclure.

La série entiére Y a, 2" a un rayon de convergence égal a 1
n>0

(& moins que la suite (a,), y ne soit nulle) et sa somme vaut
(az — 2a1 + 2a9) 22 + (a1 — 2a9) 2z + agp
1—2z+4222-23

Y|z <1,  S(z)=

Donner le rayon de convergence et la somme des séries suivantes pour z € R
chn n n n nS +2n n (_1)n 3n+2
@ Yt ®) Y G (© Y @ it

n 2n+1) n!
n>1 n>0 n>0 n>0

t dt 1 1 1 2t —1
On admettra que /1—%7153 =3 In(t2 —t+1) — 3 In(t+1)+ 7 arctan (\/§>

Dans chaque cas, on notera u,, pour z fixé dans R le terme général de la série. On vérifie immédiatement que si x > 0, la suite
(tn),cy ne s'annule pas a partir du rang 1.

—2n—1
u, e—e n
(a) Pour tout n > 1, = = 1 417 et

€T

Par d’Alembert, on en déduit que > u, converge si |x| < 1/e et diverge grossiérement si |z| > 1/e. Dés lors,
n>1

chn
Le rayon de convergence de Y, —a" est égal a 1/e.
n>1 T

too chn 1+tee1

Maintenant, pour z € |—1/e;1/e], So—a"==> —((ex)" + (x/e)™)
n=1 n 277,:1”
ool 1
et donc > R = ~5 (In(1 —ex) +1In(1 — z/e))
n=1 N

(b) Tl est clair que la série > u,, converge pour tout réel z, car son terme général est un o(1/n?) par croissance comparées.
n>0
Ainsi,

n
Le rayon de convergence de ———— 2" est infini.
v & EO 2n+1)!

Maintenant, pour tout réel x strictement positif,

ISR S0 R e WS <+°°<x/5)2” 1 +°¢<ﬁ>2"+1>
2

n§0(2n+1)'x _27L:O (2n+1)'

TLZ::O (Qn)' \/En:() (2TL + 1)'

Si x est strictement négatif, on peut cette fois écrire

o o 1 () (V)T 1 e () (e
n§0(2n+1)!x 2<n20 (2n)! 7\/?%;0 (2n +1)! >

Enfin, si z est nul, la somme vaut clairement 0 car tous ses termes sont nuls. Pour conclure,

(chf — (shy/z) /\/5) /2 siz>0
%an = 0siz=0

n=o(2n +1)!
e (cos —x — (sin —x)/ﬁ)/Q sinon
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(c) Tl est clair que la série Y u, converge pour tout réel z, car son terme général est un o(1/n?) par croissance comparées.
n>0
Ainsi,

3
n°® +2n e
Le rayon de convergence de Y z™ est infini.

n>0 n:

La famille {1, X, X (X — 1), X(X — 1)(X — 2)} est une base de R3[X]. Il existe donc quatre réels a,b, ¢, d tels que
X342X =aX(X - 1)(X —=2)+bX(X —1)+cX +d

En remplagant X successivement par 0, 1,2 puis 3, on obtient d = 0, puis ¢ = 3, b = 3 et enfin a = 1. Par conséquent,

toond 4+ 2n ton(n—1 n—2 +°°n 1 ton
n=0 n! n=0 n! n:On!
o TR )Y 3%
= "+ —x" + 737”
n=s(n —3)! 2(n —2)! 1(n—1)!
+o0 n3 + m +00 x71+3 +o0 o n+2 +00 xn+1
=) —— +3 Z +3 Z
n=0 n: n=0 T n!
+oopn3 49
et finalement s +' D = (2% + 322 + 32)e”
n=0 n:
n 3 2 . )
(d) Pour tout n > 1, Ungl SN2 s —a3
Up, 3n+5 n—+o0

Par d’Alembert, on en déduit que > u,, converge si |z| < 1 et diverge grossiérement si |z| > 1. Dés lors,
n>1

=8
Le rayon de convergence de x3nt2

est égal a 1.

Notons f la somme de la série. Alors f est de classe C*° sur |—1; 1] et on peut dériver terme & terme la série de sorte que

—+oo

F)= S (c1radt = S (—atyn =

n=0 n=0 1+ 23

T

Sachant que f(0) = 0, on en déduit par intégration et a l'aide de la primitive donnée par 1’énoncé que

P ) N 1 1 22 — 1 /3
"2 = —In(2? — 1)— =1 1) + —= arct - —
n203n+2x 5 n(z —xz+1) 3 n(z+1)+ \/garc an 7 18

(%)

Déterminer le développement en série entiére des fonctions suivantes :

ni(xr .’E2 1
(a) In (xQ — 5x + 6) (b) shzsinz (c) ( g) (d) /0 %
(a) Pour tout réel z, In(z2 — 52 + 6) = In((2 — )3 — @)

:ln6+ln(lf§)+ln(1f§)

Par conséquent, lorsque |z| < 2, en vertu du développement en série entiére de ¢ — In(1 — ¢),

2n 3" ) n

o /1 1) "
ln(z2—5x+6):1n6—z<+>x
n=1

1 o1 . )
(b) Pour tout réel z, on a shz sinz = —Im ((e” — e~ *)e'™) 3 Im (9o — e(=1+0)7)

En utilisant le développement en série entiére de la fonction exponentielle, il vient
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. . —+o00
eItz _ o(=1+0)z — /E—o((l +i)" = (=1+ i)n) fL
n!

+oo
puis shr sinx = 3 2"/2*1<sin(n7r/4) — sin(3n7r/4)>

n=0

+oo
= —32"2cos (n%r) sin (ﬂ) ’

n=0 4 n!

xn
nl
n

On peut éliminer les termes impairs de la somme (parce que la fonction est paire, ou encore parce que le terme cos(nm/2)
s’annule), et finalement en posant n = 2p

too T\ 2P
shx sinz = —1)P*t1 2P gin (p—)
pgo( ) 2/ (2p)!

In(z 4+ V1 + 2?)

V14 22

11 est clair que f est C* sur R par composition dés lors que 1 + 22 et x + /1 4+ 22 sont strictement positifs pour tout
z € R. De plus,

Notons fizr—

~zln(z 4+ V14 2?) 1 1+4a/V1422

IO = wpr YT ervie e
et finalement 1423 f'(z) +zf(z) =1
Considérons donc I’équation différentielle 1+2%)y +ay=1 (E)

et cherchons les solutions développables en série entiére vérifiant y(0) = f(0) = 0. Notons

+00 +oo +oo
ylx) = > ana” d’on y(x)= Y na,z" =Y (n+ a1 a"
n=0 n=1

n=0

En reinjectant ces expressions dans 1’équation différentielle précédente, on obtient

“+o00 “+o0 “+o00
Sn+Dapyr1a™+ > (n—1ap—12™+ > ap12™ =1
n=0 n=2 n=1
+oo
et donc ar+ > ((n + 1 aps1 + nan,l) " =1
n=1
Il s’ensuit que a1 =1 et a = i a Vn € N*
q 1 — n+1l — n+ 1 n—1

Sachant que y(0) = 0, il vient ap = 0 puis ag, = 0 par récurrence immédiate. Enfin,

2 2 4 9.4 : (=1 2-4---(2p) (27 p!)?
Az = ——Q1 = —— (Qr = ——Q3 — —— uls a = \— =
3= 73M =Ty = g0 =gm P e 3:-5---(2p+1)  (2p+1)!

et finalement y(z) = %O(_l)p (2°P)?  spi1
p=0 (2p+ 1)!

Remarquons maintenant que cette série entiére a un rayon de convergence infini (preuve immédiate par d’Alembert). Sa
somme y est définie sur R, vérifie I'équation (E) et la condition initiale y(0) = f(0) = 0. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz
appliqué aux équations différentielles linéaires du premier s’applique et prouve que f = y. On peut donc conclure :

In(z 4+ v1+2%) Jff:o(_l)p (27 p!)? 2t
Vita? 5 (2p+1)!
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(d) L’application ¢ — tInt est continue sur |0; 1], prolongeable par continuité par 0 en 0, négative et atteint son minimum
—1/e en 1/e. On en déduit que l'intégrale est bien définie pour x € |—o0; e[ car son dénominateur ne s’annule alors pas
sur [0; 1]. Maintenant, pour tout ¢ > 0 et tout = € |—e; e,

1 oo !
—_— = "(—tlnt)"
1+ atint ngox (—tin)

Notons donc f, : t — 2™ (—tInt)™ prolongée par continuité en 0, et appliquons le théoréme d’intégration terme a terme
sur un segment. Pour tout entier n, la fonction f,, est continue sur [0;1], et || f,||, = |z|" /e™ est le terme général d’une
série géométrique convergente. Ainsi, le théoréme s’applique et

/1 (Jrf:ofn(t)> dt = Jrfjo 1fn(vt) dt  soit /1dt = Jrfx”/lt"(—lnt)" dt
0 n=0 n=0J0 0 0

1+axtlnt =

Pour calculer cette intégrale, on effectue le changement de variable u = —Int & l'aide du C'-diffémormorphisme ¢ —
—1Int qui va de ]0; 1] dans R%, puis le changement de variable affine s = (n + 1)u. Ainsi,

1 ~+o00 ( +1) 1 “+o00
t"(—Int)" dt = ute T dy = ———— s"e %ds
frcmora= | e,

Cette derniére intégrale n’est autre que I'(n + 1) soit n! et finalement

1
dt oo !
/ =2 . s
o 14+atlnt =H(n+ 1)t

(+%)

ot2 —at+1

Donner le développement en série entiére de f. On pourra commencer par justifier pour tous p, g € N I’égalité

1 1q!
/ tp(].—t)th: L
0 (p+q+1)!

1
dt
Soit f définie pour tout € |—4;4[ par f(z) = /
0

Pour commencer, calculons pour tous entier p,q € N I'intégrale

1
I, = / tP(1 — )9 dt

0
Pour p > 1, on peut effectuer une intégration par parties et ainsi

1 1
(1 —t)att - / -1 P

I,,=|—tP + tP 1—p)ittdt = —~——1,_

p,q { g+ 1 0 g+1 0 ( ) q+1p 1,q+1

On en déduit par récurrence immédiate sur p ’égalité

_ P!
L e Py

Cette derniére quantité se calcule aussitdt puisque

1
loptq = /0 (1—t)pradt = {

IO,p+q

(1— t)p+q+1]1 B 1
p+q+1 |, p+qg+1

. k p! plq!
t t = -
et finalemen P.q (q+1)---(g+p+1) (p+q+1)!

Fixons maintenant ¢ € |0; 1] et @ € |—4;4[. Lapplication ¢t — (1 — t) est positive sur [0;1] et atteint son maximum 1/4 en
t =1/2. Ainsi, |2t(1 —t)| < 1 donc 2t? — xt + 1 ne s’annule par sur [0; 1] et

: = Sy
= — €T —
xt? —axt+1  1—at(l—t) =

Notons par conséquent f,, : t — x™t"(1 —¢)™ et appliquons le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment. Pour tout
entier n, Papplication f, est continue sur [0;1] et ||f,]|, = |z|" /4™ est le terme général d’une série géométrique convergente.
Ainsi, le théoréme s’applique et

/01 (%fu(ﬂ) dt = ::Z: Olfn(t) dt soit /Oldt _ Jrzojomn/oltn(l — oy de

n=0 xt?2 —at+1 o n—=0
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Compte tenu du calcul précédente, on en déduit que

oo (n!)?

Ve el-44[,  f(z)= - Cn+ 11"

()

Soit (ay,) la suite définie par récurrence par

neN

n—1
ap=0, a1 =1 et Vn > 2, ap = Z Ak
k=1

+oo
On pose f(z) = Y a,x™. Calculer f(z)? et en déduire une expression de a,, en fonction de n.
n=0

On admet pour l'instant que f a un rayon de convergence R non nul. Alors, par produit de Cauchy, pour tout « € |—R; R|,

n

+oo
f(.T)2 = Z Cp, l'n avec Vn S N, Cp = Z AfQp—F
n=0 k=0

Par définition, ¢y = ag? = 0 et ¢1 = 2apa; = 0. De plus, d’aprés hypothése de récurrence, pour tout entier n > 2,

n—1 400
Cn = 2apag + Y. apan_k = ay et donc f@)? =Y apa" = f(z)—x
k=1 n=2
Finalement, f(@)?—fx)+2=0 (%)

L’équation du second degré a? — a + x = 0 d’inconnue a admet lorsque |z| < 1/4 pour solutions
1 1
al(m):§(l+\/l—4x) et ag(m):§(1—\/1—4x)

Notons que la fonction as est la seule des deux qui s’annule en 0. Elle est de plus développable en série entiére sur |—1/4;1/4]
avec pour tout x dans cet intervalle

ey = L ((F YR 020
1t (-3 (20-3),
P> 2 (~4z)
oo (20 — 2)! £201 5 o
G’Q(:E) = nz::I ((n — 1);?),“ r" = nzz:lﬁ(n—l ) z

Réciproquement, si I'on note by = 0 et b, = (2"

satisfait la méme relation de récurrence que (a,,)

)/n, alors le fait que ap soit solution de (%) prouve que la suite (by,)
Puisque by = 0 et by = aq, ces deux suites sont égales. Finalement,

neN
neN”

1 _
VneN,  a,=-— <2” 2)

ni\n—1

Remarque : La quantité a,, est appelée le n-iéme nombre de Catalan. Il intervient trés réguliérement en combinatoire. C’est
pas exemple le nombre de fagons de mettre des parenthéses sur un produit de n nombres e; X ey X ---¢e,. Par exemple pour
n=4,ily a5 fagons et ay =5

(e1 X e3) X (e3 X eq) ((e1 X e3) X e3) X ey (e1 X (e2 X e3)) X eyq e1 X ((e2 X e3) X eyq) e1 X (e2 X (e3 X eq))

(%)

Soit (an),cy la suite de réels définie par récurrence par

apg=a; =1 et Vn > 2, ap = ap-1+ (n—1)a,_o

Montrer que la suite (ay,),cy est croissante.

anpx”

En déduire que le rayon de convergence de la série Z est supérieur ou égal a 1.

n!
Montrer que la somme de cette série est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

En déduire une expression simple de f(x) pour tout € |—1;1[, puis de a,, pour tout entier n.

10
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(a)

Une récurrence immédiate prouve que (a,,),, oy est une suite a valeurs positives. La relation de récurrence montre aussitot
que a, > a,_1 pour tout n > 1. Dés lors,

‘La suite (an), oy est croissante.

Puisque la suite (a,,), oy est croissante, on en déduit que pour tout n > 2,
ap < ap_1+ (N —1)apn—1 = nanp_1
d’ott par récurrence immédiate a, <n!

Il s’ensuit que a,z™/n! = O(z™) pour tout x, et donc que la série Y a,z™/n! converge pour tout |x| < 1. Par suite,
n>0

71

La série Z

n>0 n!

a un rayon de convergence supérieur ou égal a 1.

Fixons = € |—1;1[. En dérivant terme & terme la somme de la série enticre, il vient

t©na, :I:" 1

fla)=% =

D’aprés la formule de récurrence, on peut maintenant écrire

TR a,q 2"

n=0 n!

f<>—1+z“"“””

° (an + nan 1) 4

—1+Z

X an T gy Ap—1 "
=1
+ Z ! n; =1

t>®q, 2" t®q, 2" t!
(z) = 5 I an 77
f (x) B n=0 n! - n2=:0 n!

cette derniére quantité n’étant autre que (1 + ) f(z). Finalement,

La fonction f est solution de I’équation différentielle linéaire du premier ordre y' = (1 4 z)y. ‘

La résolution de 'équation différentielle avec la condition initiale f(0) = up = 1 est immédiate et donne

Vrel-L1[,  f(z) =exp(z+2/2)]

Pour retrouver ’expression de a,,, il convient de développer en série entiére cette derniére fonction a ’aide d’un produit
de Cauchy. En effet, pour tout réel x,

o= (52 (552) - (55) (50

avec b, = 0 si n est impair et b, = 2"/2(n/2)! sinon. On en déduit que

too VneN L b /2l 1
(0) = Lena™ avee  VnEN, o= 5T = Y S o

Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiére, on aboutit finalement a

/2] !

VneN,  an= 3 o
neN A= ) S — 2k

Remarque : La quantité a,, est le nombre d’involutions de I’ensemble [1; n], ¢’est-a-dire le nombre de fonction f bijectives
de cet ensemble dans lui-méme telles que fo f = I,.

()

On note F 'ensemble des fonctions de R dans R dérivables et telles que

(a).

f(o)y=1 et Vo e R, f(x) = f(x/2)

Montrer qu'un élément f de E est nécessairement de classe C* sur R et qu’il existe un suite (a,),, oy telle que

VneN, VzeR, ™ (x) = anf(z/2")

11
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(b). Déterminer la rayon de convergence R de la série Y a,x"/nl.

+oo n
(c). On pose pour tout = € |—R; R| g(z) = Z arj
n=0 ’

Montrer que g est 'unique élément de E.

(a) Soit f un élément de E. Alors pour tout x € R,
f'(x) = f(2/2)

Puisque [ est dérivable, f’ est dérivable par composition, et f est donc deux fois dérivable. Par récurrence immédiate,
on en déduit que f est infiniment dérivable. Dérivons maintenant n fois la relation fonctionnelle. On obtient

VneN, VeeR,  fot)(g)— 2i £ (2/2)

et & nouveau par récurrence immédiate

1
* (n) _ n
Vn € N*, U (z) = 20JrlJr__'(7kl)j“(9c/2 )

n—1
11 suffit donc de poser a9 =0 et a, = Y k =n(n —1)/2 pour tout entier n > 1.
k=0

Un élément f de E est de classe C™ et satisfait la relation

1 n

n

. . (n T
(b) Fixons x € R} et notons pour tout entier n Up = — '
n!
La suite (un)neN ne s’annule pas et pour tout entier n,
Uptl Gyl 2" pl B x
Up (n+1)! apa™  27(n+1) no+oo

Le critére de d’Alembert prouve la convergence de la série Y u,, pour tout x. Ainsi,
n>0

Ay "

n!

La série entiére > a un rayon de convergence infini.

n>0

(¢) Soit f un élément de E. D’aprés la question (a), f((0) = a,f(0) = a, pour tout entier n. Justifions que f est
développable en série entiére sur R. Fixons x € R. Alors,

e =0)" _ Gng1
| e ar] =

n+1

¢ _\n n+1 <% —
/0 (o = 0" f(t/2 ) dt] < PEE 1] g o O

n

Ainsi, [ est développable en série entiére sur R, et pour tout réel x,

+oo £(n)(() +oo g, 2"
f(l') _ gof n'( )wn — goan.'f :g(x)

On vient donc d’établir que E C {g}. Réciproquement, vérifions que g est bien un élément de E. D’une part, g(0) =
ag = 1. D’autre part, g est de classe C*>° sur R comme somme d’une série entiére de rayon de convergence infini, avec
pour tout x

tona, " ! tog ™ t>®a, "
/ n n+1 n
= = = = 2
S = B = e e o
Pour conclure, ‘La fonction g est I'unique élément de E. ‘
(%) PC X 2011

Soient (an ),y une suite de complexes et (by,),,y une suite de réels strictement positifs. On fait les hypothéses suivantes :

12
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e Le quotient a, /b, admet une limite ¢ € C*.

e La série Y b, diverge et Y b,2" a un rayon de convergence égal a 1.
n>0 n>0

Justifier que la série entiére Y a,z™ a également un rayon de convergence égal a 1, puis que

n>0
“+o00
> anz"
n=0

— C
r—1—

—+oo
> by
n=0

400
En déduire un équivalent lorsque z tend vers 1~ de g(z) = >_ (Inn)z™. On pourra étudier (1 — x)g(z).
n=1

Puisque le quotient a,, /b, a une limite non nulle, on en déduit immédiatement que pour tout réel p, la suite (a,p™)nen est

bornée si et seulement si (b, p™)nen Pest. Les deux séries entiéres Y a, 2" et Y by, 2™ ont donc méme rayon de convergence.

n>0 n>0
Notamment,
La série entiére Y a, 2™ a un rayon de convergence égal a 1.
n>0
—+oo +oo
Dans toute la suite, on note flz)= > a,a" et glx) = > bya"
n=0 n=0

Commengons par justifier que g tend vers 400 en 17. Il est clair que g est croissante sur [0; 1] comme somme (infinie) de
fonctions croissantes. Elle admet donc une limite dans R U {+occ} en 17. Supposons cette limite finie. Pour tout entier NV,

N “+o0 N
Sibpa™ < > by a puis > by, < lim g(x)
n=0 n=0

n—=0 rz—1-

par passage a la limite. Cette égalité étant valable pour tout entier N, on a une absurdité car la série ) b,est supposée
n>0

divergente. Ainsi, g est bien de limite 400 en 1.

Fixons pour finir € > 0. Il existe un entier N tel que |a,, — cb,| < €b,, pour tout n > N. Alors, pour tout = € [0;1],

“+oo

1) = egla)] = | 5 (an = cby)a”
“+o00

< 3 Jan — cby| 2™
n=0

N-—1 400
[f(z) —cg(@)| < 32 lan —cbula™ + 3 ebpa”
n=N

n=0

+oo N—1

Quitte a rajouter des termes positifs, on a 0 < > eb,z™ < eg(x). Par ailleurs, la quantité hy(z) = > |an, — cb,| 2™ a une
n=N n=0

limite finie en 17. Puisque g tend vers +o00 en 17, on en déduit que le quotient hy /g tend vers 0 en 17, et qu’il existe un

voisinage de 1 sur lequel il est majoré par e. Finalement, on en déduit que

36 >0, Vzell-461], |f(z) —cg(z)| < 2eg(x)
On a donc f — g = o(g) au voisinage de 1 et donc
+oo
Z anm”
S
Z bn.xn r—1
n=0

Donnons maintenant un équivalent de g. Si ’'on note ¢ :  — (1 — z)g(x), alors pour tout € ]0; 1[, par changement d’indice,

+oo +o0 400
o) = > (Inn)z" — Y (Inn)a"*t = 3 (Inn —In(n — 1)) 2"
n=1 n=1 n=2
1 1
Lorsque n tend vers +o00, on a Inn—In(n—1)=—1In (1 — ) ~ —
n n

La série > 1/n diverge, et > 2™ /n a un rayon de convergence égal a 1, ce qui permet d’appliquer ce qui précéde. Il s’ensuit
n>1 n>0
que lorsque x tend vers 17,

13
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et donc

o) = (1= 2)g(@) ~ 3" /n = —In(1 - 2)

n=1

+oo

> (Inn)z™

n=1

~

z—1— 1—2x

—In(1 —x)

14



