
II Convergence dans M"(R)
Soit u u1 end.omorphisme d'un R-espace vectoriel E de dimension finie. On

srlppose qu'il existe une norme ll.ll sur -E telle que f inégalité suivante soit satisfaite
pourtoutreE,

ll"(")ll < ll"ll.
Pour tout eltier naturel k non rtul, on considère l'endomorphisme

" k-l 1 '

,u : ïà r' : iltr+"+ u2 +"' *r*-'),

où IB représente l'endomorpirisme identité de E'

6. Soit r € ker(ti - Is)' Déterminer limp*- 'r(')'
7. Soit r € Im(u - Ir'). Nlontrer que 1im6-- re(r) : gu'

8. En décluire que E : ker(u - Ip) O Im(tl - Ir)'

9. Soit r € E,unvecteurquelconque. \,{ontrerquelasuite (rr(r))*.*. converge

vers rrn vecteur de .8, que l'on notera p(r). Interpréter géométriquement
l'appiication p : E -+ E ainsi définie.

Soit ,4. € ,A,l"(R,) une matrice carr'ée cl'ordre n à coefficierits rée1s. On suppose
qu'il existe une lloIme, aussi rrotée ll . ll, sur l'espace vectoriel M"1(R) identifié à
R", telle que, pour tout X € Mnt (R), on ait ll/Xll < llxll. Pour tout k entier
natnrel non nu1, on considère Ia matrice

.kl 1

Ru : I Ia, : + e,,+ A+ A2 +... *o*'),'" t,4 t.
^ /:0 rù

(2)

où 1,, est la rnatrice iclentité clans "AZ"(R).

10. Montrer que la suite de matrices (Âr)r.N. converge dans 7\l,(R) vers une
matrice P, telle que P2 : P.

III Matrices stochastiques
On fixe clans cette partie, un entier n ) 2.

Définition L On notera LI e. M,,,t(R), /o matrice-col,onne dont tous les coeffi-
c'innts sont éqaur à 1.

Définition 2 tJne matrice carcée A : (on,i) Ç M"(R) est di,te stochastique sz

elle uéri,Ji,e les condition',s suiuantes :

Y(r, j) € [1, n]2, ai.1 ] 0;

vze [],'rn, io,,i:1." j:t

Nous rlirons aussi, q'u'lt"ne matri,ce-ligrte L : (Àr, "' , Àrr) e
tique lorsque ses coefficients À.i sont tous posi,ti,fs ou nuls,
1.

(3)

(4)

M,,"(R) est stochas-
et de somme égale à



11. vérifier que Ia condition (4) équivaut à la condition AU : [J.

12. trn déduire que l',ensemble t des matrices stochastiques (carrées d'ordre n)
est stable par le produit matriciel'

13. Montrel que cet ensemble t est une partie fermée et convexe de l'espace

vectoriel M"(R)

14. Montrer que, si ,4 € M"(R) est stochastique, alors on a ll,axlf- < llxll."pourtout Xe M"t(R).

Dans les questions 75 à 22, on note A e M.(R) une matrice stochastique, et
on suppose qu'il existe un entier naturel non nul p tel que la matrice Ap ait tous
ses coefficients strictement positifs. Pour tout k entier naturel non nul, on posera

ar : l.i o,.
tu l:o

15. Montrer que ker(Æ - 1,) est de dimension 1.

/,,\
Indicati,on: soit X:1, I . ker(Ar - I.), so,it s€ [1,n] unind,icetel que

\.,)
jrs : rrIâX1<i<nt,jt on montrera que rj : :r" pour tout J € [1, nn.

16. En déduire que ker(,  - I,-): Vect(U).

17. Montrer que, pour tout k € N*, ia matrice -Rp est stochastique.

18. Montrer que Ia suite (Âr)r.N. converge dans ,Â4,(R) vers une matrice P,
stochastique, de rarrg 1.

19. trn déduire que l'on peut écrire P: (JL, où I: (Àr,.'. ,À,) € M1,,(R)
est une matrice-ligne stochastique.

20. N4ontrer que PA:P. En déduire que .L est la seule matrice-ligne stochas-
tique vérifiant LA: L.

21. Montrer que les coefficients de la matrice-ligne I sont tous strictement posi-
tifs.

22. Montrer que le réel 1 est valeur propre simple de la matrice A.

On pourra utiliser le résultat d,e la question 8.

On munit l'espace M",r(R) de la norm" ll ']l- définie par llXll* :maxr<i<,-l:ril
/:ç, \

siX:1,-l
[,./


