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I. L’opérateur de translation
et l’opérateur de différence

I.A.1 Soit P œ Rn[X] un polynôme non nul. Il s’écrit P =
dq

k=0
akXk, avec ak œ R

pour tout k œ [[ 0 ; d ]], d = deg(P) œ N et ad = cd(P) ”= 0. Il en découle que

·(P) = P(X + 1) =
dÿ

k=0
ak(X + 1)k = ad(X + 1)d + R1

où deg(R1) < d. De plus, on a d’après la formule du binôme de Newton

(X + 1)d =
dÿ

¸=0

3
d
¸

4
X¸ = Xd + R2

avec deg(R2) < d également. De ce fait,
·(P) = adXd + R1 + adR2 = adXd + R

où le polynôme R = R1 + adR2 vérifie deg(R) < d. Comme ad ”= 0, ceci montre que
·(P) est un polynôme non nul de degré d et de coe�cient dominant ad. Ainsi,

Pour tout P œ Rn[X] non nul, deg(·(P)) = deg(P) et cd(·(P)) = cd(P).

I.A.2 Soit P œ Rn[X]. Considérons la propriété P définie pour k œ N par
P(k) : « ·k(P) = P(X + k) »

• P(0) est vraie puisque ·0(P) = P = P(X + 0).
• P(k) =∆ P(k + 1) : supposons que la propriété P est vraie au rang k œ N.

D’après la proposition P(k), on a ·k(P) = P(X + k) d’où
·k+1(P) = ·(·k(P)) = ·(P(X + k)) = P(X + k + 1)

Ainsi, la proposition P(k + 1) est vraie.
• Conclusion : d’après le principe de récurrence, la proposition P(k) est vraie

pour tout k œ N, ce qui signifie que

’ P œ Rn[X] ’ k œ N ·k(P) = P(X + k)

I.A.3
Par convention, on pose

3
m
p

4
= 0 dès que p > m.

Pour déterminer cette matrice M, il faut calculer les images par · des di�érents
éléments de la base (Pk)kœ[[ 1 ; n+1 ]]. Soit j œ [[ 1 ; n+1 ]]. Comme Pj = Xj≠1, on déduit
de la formule du binôme de Newton que

·(Pj) = (X + 1)j≠1 =
j≠1ÿ

k=0

3
j ≠ 1

k

4
Xk =

jÿ

i=1

3
j ≠ 1
i ≠ 1

4
Pi =

n+1ÿ

i=1

3
j ≠ 1
i ≠ 1

4
Pi

en utilisant le changement d’indice i = k + 1 et la convention rappelée plus haut.
Les coe�cients de la matrice M de · dans la base (Pk)kœ[[ 1 ; n+1 ]] sont donc

’ (i, j) œ [[ 1 ; n + 1 ]]2 Mi,j =
3

j ≠ 1
i ≠ 1

4

On reconnaît ici les coe�cients binomiaux apparaissant dans le triangle de
Pascal. En fait, M est tout simplement la transposée de ce triangle.



Centrale Maths 2 PC 2016 — Corrigé 5

I.A.4 Comme Mi,j = 0 pour i > j d’après la question I.A.3, la matrice M est
triangulaire supérieure. Son spectre (qui est aussi celui de l’endomorphisme ·) est
alors constitué de ses termes diagonaux. Or,

’ i œ [[ 1 ; n + 1 ]] Mi,i =
3

i ≠ 1
i ≠ 1

4
= 1

Ainsi, L’ensemble des valeurs propres de · est sp (·) = {1}.

On peut remarquer que tout polynôme constant vérifie ·(P) = P(X+1) = P.
De ce fait, le sous-espace propre associé à la valeur propre 1 contient R0[X].

Raisonnons par l’absurde et supposons que l’endomorphisme · est diagonalisable.
Comme sa seule valeur propre est 1, il admet In+1 pour matrice dans une base de
vecteurs propres, si bien que · = IdRn[X] d’où M = In+1. Ceci contredit le résultat
de la question I.A.3. On a ainsi prouvé par l’absurde que

L’endomorphisme · n’est pas diagonalisable.

I.A.5 Pour tous P et Q dans Rn[X], on a
Q = ·(P) ≈∆ Q(X) = P(X + 1)

≈∆ Q(X ≠ 1) = P(X)
Q = ·(P) ≈∆ P = Q(X ≠ 1)

Ceci montre que

L’application · est bijective et sa réciproque est ·≠1 : P ‘≠æ P(X ≠ 1).

En procédant par récurrence comme à la question I.A.2, on établit que

’ P œ Rn[X] ’ k œ N ·≠k(P) =
!
·≠1"k (P) = P(X ≠ k)

Ceci étend aux entiers négatifs la relation prouvée lors de cette question, si bien que

’ P œ Rn[X] ’ k œ Z ·k(P) = P(X + k)

I.A.6 L’endomorphisme · étant bijectif, sa matrice M est inversible et son inverse
M≠1 est la matrice de l’endomorphisme ·≠1 dans la base (Pk)kœ[[ 1 ; n+1 ]]. Afin de
la déterminer, nous allons calculer, comme à la question I.A.3, les images par ·≠1

des di�érents éléments de cette base. Pour tout j œ [[ 1 ; n + 1 ]], on a

·≠1(Pj) = (X ≠ 1)j≠1 =
j≠1ÿ

k=0

3
j ≠ 1

k

4
(≠1)j≠1≠kXk =

jÿ

i=1

3
j ≠ 1
i ≠ 1

4
(≠1)j≠iPi

en utilisant le changement d’indice i = k + 1, si bien que

·≠1(Pj) =
n+1ÿ

i=1

3
j ≠ 1
i ≠ 1

4
(≠1)j≠iPi

Les coe�cients de la matrice M≠1 de ·≠1 dans la base (Pk)kœ[[ 1 ; n+1 ]] sont donc

’ (i, j) œ [[ 1 ; n + 1 ]]2
!
M≠1"

i,j
= (≠1)j≠i

3
j ≠ 1
i ≠ 1

4

Notons que cette matrice est également triangulaire supérieure.
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I.A.7 Posons U = (u0, u1, . . . , un)€ et V = (v0, v1, . . . , vn)€ œ Rn+1. On a

’ k œ [[ 0 ; n ]] vk =
kÿ

¸=0

3
k
¸

4
u¸ =

nÿ

¸=0

3
k
¸

4
u¸

soit, en e�ectuant les changements d’indices j = k + 1 et i = ¸ + 1,

’ j œ [[ 1 ; n + 1 ]] vj≠1 =
n+1ÿ

i=1

3
j ≠ 1
i ≠ 1

4
ui≠1

On reconnaît ici l’écriture du produit matriciel V = MU, si bien que

La matrice Q = M satisfait l’équation.

I.A.8 Reprenons les notations U et V introduites à la question I.A.7. On sait
que V = MU d’après le résultat de cette question et que M est inversible d’après
la question I.A.6. De ce fait, U = M≠1V soit

’ j œ [[ 1 ; n + 1 ]] uj≠1 =
n+1ÿ

i=1
(≠1)j≠i

3
j ≠ 1
i ≠ 1

4
vi≠1

En e�ectuant les changements d’indices k = j ≠ 1 et ¸ = i ≠ 1, on obtient

’ k œ [[ 0 ; n ]] uk =
nÿ

¸=0
(≠1)k≠¸

3
k
¸

4
v¸ =

kÿ

¸=0
(≠1)k≠¸

3
k
¸

4
v¸

Enfin, ceci étant valable pour tout entier n œ Nú, on en déduit que

’ k œ N uk =
kÿ

¸=0
(≠1)k≠¸

3
k
¸

4
v¸

I.A.9 Dans cette question, uj = ⁄j pour tout j œ N. D’après la relation (I.1), on a

’ k œ N vk =
kÿ

j=0

3
k
j

4
⁄j =

kÿ

j=0

3
k
j

4
⁄j 1k≠j = (⁄ + 1)k

grâce à la formule du binôme de Newton. Ainsi, la suite (vk)kœN est définie par

’ k œ N vk = (⁄ + 1)k

Pour tout k œ N, on a d’après la formule du binôme de Newton
kÿ

j=0
(≠1)k≠j

3
k
j

4
vj =

kÿ

j=0

3
k
j

4
(⁄ + 1)j (≠1)k≠j = (⁄ + 1 ≠ 1)k = uk

donc Les suites (uk)kœN et (vk)kœN vérifient bien la relation (I.2).

I.B.1 Soit P œ Rn[X] un polynôme non constant. Il s’écrit P =
dq

k=0
akXk, avec

ak œ R pour tout k œ [[ 0 ; d ]], d = deg(P) œ Nú et ad = cd(P) ”= 0. Par linéarité de ”,

”(P) =
dÿ

k=0
ak ”

!
Xk

"
=

dÿ

k=1
ak ”

!
Xk

"
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car ”(1) = 0. Or, d’après la formule du binôme de Newton, pour tout k œ [[ 1 ; d ]],

”
!
Xk

"
= (X + 1)k ≠ Xk =

k≠1ÿ

¸=0

3
k
¸

4
X¸ = kXk≠1 +

k≠2ÿ

¸=0

3
k
¸

4
X¸

est un polynôme de degré k≠1 et de coe�cient dominant k. On en déduit que le terme
dominant de ”(P) est celui de ad ”

!
Xd

"
. Ceci montre que ”(P) est un polynôme

non nul de degré d ≠ 1 et de coe�cient dominant dad. Ainsi,

Pour tout polynôme P œ Rn[X] non constant, on a
deg(”(P)) = deg(P)≠1 et cd(”(P)) = deg(P) cd(P).

I.B.2 D’après la question I.B.1, si P œ Rn[X] est non constant, alors ”(P) ”= 0.
Par contraposée, ”(P) = 0 implique que P est constant. Réciproquement, si P est
constant, on a P(X + 1) = P(X) d’où ”(P) = 0. Il s’ensuit que ”(P) = 0 si, et
seulement si, P est constant. Autrement dit,

Ker (”) = R0[X]

Intéressons-nous maintenant à Im (”).

• Soit P œ Rn[X]. Si le polynôme P est constant, ”(P) = 0. Sinon, ”(P) est un
polynôme de degré deg(P)≠1 6 n≠1. Dans tous les cas, on a ”(P) œ Rn≠1[X],
si bien que Im (”) µ Rn≠1[X].

• Appliquons le théorème du rang à l’endomorphisme ” : on obtient

n + 1 = dimRn[X] = dim Ker (”) + rg (”) = 1 + dim Im (”)

d’où dim Im (”) = n = dimRn≠1[X]

Comme Im (”) µ Rn≠1[X] et que dim Im (”) = dimRn≠1[X], on peut a�rmer que

Im (”) = Rn≠1[X]

I.B.3 Soit P un polynôme non nul de degré d.

• D’après la question I.B.1, si P est non constant, deg(”(P)) = deg(P) ≠ 1.
• D’après la question I.B.2, si P est constant, ”(P) = 0.

On en déduit, par une récurrence immédiate, que ”k(P) est de degré d ≠ k (et donc
non nul) pour tout k œ [[ 0 ; d ]] et que ”k(P) = 0 pour tout k > d.

Soit maintenant j œ [[ 1 ; n ]].

• Pour tout polynôme P non nul, on a d’après ce qui précède

”j(P) = 0 ≈∆ j > deg(P) ≈∆ P œ Rj≠1[X]

si bien que Ker (”) = Rj≠1[X] puisque 0 œ Ker (”) fl Rj≠1[X].
• Appliquons le théorème du rang à l’endomorphisme ”j de Rn[X] : on obtient

n + 1 = dim Ker (”j) + rg (”j) = j + dim Im (”j)

d’où dim Im (”j) = n + 1 ≠ j = dimRn≠j [X]
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• Soit enfin P œ Rn[X]. Si deg(P) < j, on a ”j(P) = 0. Sinon,

deg
!
”j(P)

"
= deg(P) ≠ j 6 n ≠ j

Dans tous les cas, ”j(P) œ Rn≠j [X], ce qui montre que Im
!
”j

"
µ Rn≠j [X].

Ces deux sous-espaces vectoriels ayant la même dimension, on en déduit que
Im

!
”j

"
= Rn≠j [X]. Par conséquent,

’ j œ [[ 1 ; n ]] Ker (”j) = Rj≠1[X] et Im (”j) = Rn≠j [X]

I.B.4 Par définition, ” = · ≠ Id. Comme ces deux endomorphismes commutent,
on déduit de la formule du binôme de Newton que

’ k œ N ”k = (· ≠ Id)k =
kÿ

j=0

3
k
j

4
· j(≠ Id)k≠j =

kÿ

j=0
(≠1)k≠j

3
k
j

4
· j

d’où ’ P œ Rn[X] ’ k œ N ”k(P) =
kÿ

j=0
(≠1)k≠j

3
k
j

4
· j(P)

I.B.5 Soit P œ Rn≠1[X]. D’après la question I.B.3, on a Rn≠1[X] = Ker (”n) donc
”n(P) = 0. On déduit alors des questions I.B.4 et I.A.2 que

0 = ”n(P) =
nÿ

j=0
(≠1)n≠j

3
n
j

4
· j(P) =

nÿ

j=0
(≠1)n≠j

3
n
j

4
P(X + j)

En appliquant cette relation pour X = 0, on obtient

’ P œ Rn≠1[X]
nÿ

j=0
(≠1)n≠j

3
n
j

4
P(j) = 0

I.B.6.a Par hypothèse, ” = u2 donc ”2 = u4 d’où
u ¶ ”2 = u ¶ u4 = u5 = u4 ¶ u = ”2 ¶ u

De ce fait, Les applications u et ”2 commutent.

Plus généralement, si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel E,
on montre que tout polynôme en u commute avec u.

I.B.6.b D’après la question I.B.4, on a R1[X] = Ker (”2). Les endomorphismes u
et ”2 commutant d’après la question I.B.6.a, le noyau et l’image de l’un sont stables
par l’autre. En particulier,

Le sous-espace vectoriel R1[X] est stable par u.

I.B.6.c Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe A =
3

a b
c d

4
œ M2(R)

telle que A2 =
3

0 1
0 0

4
. Il s’ensuit que

3
a b
c d

42
=

3
a2 + bc b(a + d)
c(a + d) d2 + bc

4
=

3
0 1
0 0

4

d’où a2 + bc = 0 b(a + d) = 1 c(a + d) = 0 et d2 + bc = 0
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Comme b(a + d) = 1, alors a + d ”= 0. Par conséquent, c(a + d) = 0 implique c = 0.
On en déduit que a2 = d2 = 0 d’où

a = d = 0 et b(a + d) = 0
Ceci contredit b(a + d) = 1. De ce fait,

Il n’existe pas de matrice A œ M2(R) telle que A2 =
3

0 1
0 0

4
.

I.B.6.d D’après la question I.B.6.b, le sous-espace vectoriel R1[X] est stable par u.
Notons A œ M2(R) la matrice dans la base {1, X} de l’endomorphisme induit par u
sur R1[X]. Comme u2 = ”, A2 est la matrice dans la base {1, X} de l’endomorphisme
induit par ” sur R1[X]. Or, ”(1) = 0 et ”(X) = 1. Il en découle que

A œ M2(R) et A2 =
3

0 1
0 0

4

ce qui contredit le résultat de la question I.B.6.c. Ceci achève le raisonnement par
l’absurde de la question I.B.6 et permet d’a�rmer que

Il n’existe pas d’endomorphisme u de Rn[X] tel que u ¶ u = ”.

I.B.7.a Soit P un polynôme non nul de degré d 6 n. On a vu à la question I.B.3 que
”k(P) est de degré d≠k pour tout k œ [[ 0 ; d ]]. Puisque la famille

!
P, ”(P), . . . , ”d(P)

"

est ainsi constituée de polynômes de degrés échelonnés,
Pour tout polynôme non nul P de degré d 6 n,
la famille

!
P, ”(P), . . . , ”d(P)

"
est libre.

Cette famille F est de cardinal d + 1. De plus, elle est contenue dans Rd[X],
qui est un espace vectoriel de dimension d + 1. C’est donc une base de cet espace.
En particulier, elle est génératrice d’où Vect (F ) = Rd[X]. Il en découle que

Pour tout polynôme non nul P de degré d 6 n,
on a Vect

!
P, ”(P), . . . , ”d(P)

"
= Rd[X].

I.B.7.b Soit V un sous-espace vectoriel de Rn[X] stable par ” et non réduit à {0}.
Considérons la restriction de l’application deg : Q ‘≠æ deg(Q) à l’ensemble non vide
VÕ = Vr {0}. Elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs, car celles-ci appartiennent
toutes à [[ 0 ; n ]]. De ce fait, elle atteint un maximum. Soit alors P œ VÕ tel que

d = deg(P) = max {deg(Q) | Q œ VÕ}
On a d 6 n puisque P œ Rn[X]. De plus, V étant stable par ”, les polynômes
P, ”(P), . . . , ”d(P) appartiennent à V. Ils engendrent donc un sous-espace de V qui,
d’après la question I.B.7.a, est Rd[X]. De ce fait, Rd[X] µ V. Réciproquement, comme
les polynômes non nuls de V sont de degré inférieur ou égal à d, on a V µ Rd[X].
Par conséquent, V = Rd[X]. Ainsi,

Si V est un sous-espace vectoriel de Rn[X] stable par ” et non
réduit à {0}, il existe un entier d œ [[ 0 ; n ]] tel que V = Rd[X].

Pour déterminer les sous-espaces de Rn[X] stables par ”, on a uniquement
utilisé la relation deg(”(P)) = deg(P)≠1 (si P est un polynôme non constant).
De la même façon, on montre que les seuls sous-espaces de Rn[X] stables par
l’opérateur de dérivation D: P ‘≠æ PÕ sont les Rd[X], avec d œ [[ 0 ; n ]].
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II. Applications en combinatoire

II.A.1 Soient A et B deux ensembles finis. D’après le cours, s’il existe une surjection
de A sur B, alors Card A > Card B. Par contraposée, on en déduit qu’il n’existe pas
de surjection de [[ 1 ; p ]] sur [[ 1 ; n ]] lorsque p < n. En conséquence,

’ p œ [[ 1 ; n ≠ 1 ]] S(p, n) = 0

II.A.2 Soient A et B deux ensembles finis de même cardinal. D’après le cours,
toute surjection de A sur B est une bijection. De ce fait, S(n, n) est le nombre de
permutations de [[ 1 ; n ]], si bien que

S(n, n) = n!

II.A.3 Une application est une surjection de [[ 1 ; n + 1 ]] sur [[ 1 ; n ]] si, et seulement
si, chaque élément de [[ 1 ; n ]] possède au moins un antécédent dans [[ 1 ; n + 1 ]]. Pour
tout k œ [[ 1 ; n ]], notons ak le nombre d’antécédents de l’élément k. Déjà, ak > 1.
De plus, comme tout élément de [[ 1 ; n + 1 ]] possède une image dans [[ 1 ; n ]], on a

nÿ

k=1
ak = n + 1 d’où

nÿ

k=1
(ak ≠ 1) = 1

Ceci montre qu’un des nombres positifs ak ≠1 vaut 1 et que tous les autres sont nuls.
Ainsi, un seul élément de [[ 1 ; n ]] possède deux antécédents tandis que les autres n’en
possèdent qu’un. Voici maintenant comment construire une telle surjection.

• On commence par choisir l’élément e de [[ 1 ; n ]] ayant deux antécédents, ce qui
nous donne n possibilités.

• On choisit ensuite ses deux antécédents a1 et a2 dans [[ 1 ; n + 1 ]], ce qui nous

laisse
3

n + 1
2

4
= n(n + 1)

2 possibilités.

• On attribue enfin à chacun des n ≠ 1 éléments de [[ 1 ; n + 1 ]] r {a1; a2} une
image dans [[ 1 ; n ]] r {e}, ce qui revient à construire une bijection entre deux
ensembles de cardinal n ≠ 1. Il y a donc (n ≠ 1)! possibilités.

Il en découle que

S(n + 1, n) = n ◊ n(n + 1)
2 ◊ (n ≠ 1)! = n(n + 1)n!

2

II.B.1 Soient A et B deux ensembles finis. D’après le cours, il existe (Card B)Card A

applications de A dans B. De ce fait,

Il y a np applications de [[ 1 ; p ]] dans [[ 1 ; n ]].

II.B.2 Fixons p et n dans Nú tels que p > n. Pour tout k œ [[ 1 ; n ]], on note Fk

le nombre (éventuellement nul) d’applications Ï de [[ 1 ; p ]] dans [[ 1 ; n ]] telles que
Card Ï([[ 1 ; p ]]) = k. Voyons comment construire une telle application.

• Il faut d’abord choisir Ï([[ 1 ; p ]]), qui est une partie de cardinal k de [[ 1 ; n ]]. On

a
3

n
k

4
possibilités.



Centrale Maths 2 PC 2016 — Corrigé 11

• Une fois cet ensemble choisi, il nous reste à déterminer Ï, qui est une surjec-
tion de [[ 1 ; p ]] sur Ï([[ 1 ; p ]]). Comme cet ensemble est de cardinal k, il est en
bijection avec [[ 1 ; k ]]. On a donc S(p, k) possibilités.

Par conséquent, Fk =
3

n
k

4
S(p, k)

Enfin,
nq

k=1
Fk étant le nombre d’applications de [[ 1 ; p ]] dans [[ 1 ; n ]], on déduit de

la question II.B.1 que

np =
nÿ

k=1

3
n
k

4
S(p, k)

Comme S(p, 0) = 0 par convention, on peut sommer à partir de k = 0. De plus,
la relation obtenue est encore valable pour n = 0, si bien que

’ p > n np =
nÿ

k=0

3
n
k

4
S(p, k)

La condition p > n n’intervient pas du tout dans le raisonnement qui précède.
En fait, le résultat établi est valable pour tout entier n œ N.

II.B.3 Fixons p œ Nú, puis posons vn = np pour tout n œ N et uk = S(p, k) pour
tout k œ N. Le résultat de la question II.B.2, qui est valable pour tout n œ N, s’écrit

’ n œ N vn =
nÿ

k=0

3
n
k

4
uk

Autrement dit, les suites (vn)nœN et (uk)kœN vérifient la relation (I.1). D’après la for-
mule d’inversion établie à la question I.A.8, on a

un =
nÿ

k=0
(≠1)n≠k

3
n
k

4
vk

pour tout n œ N. En particulier,

’ p > n S(p, n) =
nÿ

k=0
(≠1)n≠k

3
n
k

4
kp

II.B.4 Supposons que p < n. D’après la question II.A.1, S(p, n) = 0. Par ailleurs,
le polynôme P = Xp appartient à Rn≠1[X]. On déduit alors de la question I.B.5 que

nÿ

k=0
(≠1)n≠k

3
n
k

4
kp =

nÿ

k=0
(≠1)n≠k

3
n
k

4
P(k) = 0

donc S(p, n) =
nÿ

k=0
(≠1)n≠k

3
n
k

4
kp

Autrement dit,

Le résultat de la question II.B.3 est encore valable lorsque p < n.
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II.C D’après les résultats des questions II.B.3, II.A.2 et II.A.3, on a
nÿ

k=0
(≠1)n≠k

3
n
k

4
kn = S(n, n) = n!

et
nÿ

k=0
(≠1)n≠k

3
n
k

4
kn+1 = S(n + 1, n) = n(n + 1)n!

2

III. Étude d’une famille de polynômes
Les polynômes étudiés dans cette partie sont appelés polynômes de Hilbert.

III.A.1 Par définition, on a deg(Hk) = k pour tout entier k œ [[ 0 ; n ]]. La famille
(Hk)kœ[[ 0 ; n ]] est ainsi constituée de polynômes de degrés deux à deux distincts, donc
c’est une famille libre de Rn[X]. Son cardinal étant égal à n + 1 = dimRn[X], c’est
même une base. Par conséquent,

La famille (Hk)kœ[[ 0 ; n ]] est une base de Rn[X].

III.A.2 Le polynôme H0 est constant donc ”(H0) = 0. Soit maintenant k œ [[ 1 ; n ]].
Calculons ·(Hk), en réorganisant les facteurs pour faire apparaître Hk et Hk≠1 :

·(Hk) = 1
k!

k≠1r
j=0

(X + 1 ≠ j)

= 1
k!

k≠2r
¸=≠1

(X ≠ ¸) en posant ¸ = j ≠ 1

= 1
k! (X + 1)

k≠2r
¸=0

(X ≠ ¸)

= 1
k!

5
(X + 1 ≠ k)

k≠2r
¸=0

(X ≠ ¸) + k
k≠2r
¸=0

(X ≠ ¸)
6

= 1
k!

k≠1r
¸=0

(X ≠ ¸) + 1
(k ≠ 1)!

k≠2r
¸=0

(X ≠ ¸)

·(Hk) = Hk + Hk≠1

si bien que ”(Hk) = Hk≠1. Ainsi,

”(H0) = 0 et ”(Hk) = Hk≠1 pour tout k œ [[ 1 ; n ]].

III.A.3 On déduit de la question précédente que ·(H0) = H0 et ·(Hk) = Hk +Hk≠1
pour tout k œ [[ 1 ; n ]]. De ce fait, l’endomorphisme · admet MÕ pour matrice dans la
base (Hk)kœ[[ 0 ; n ]].

Or, d’après la question I.A.3, · admet M pour matrice dans la base (Pk)kœ[[ 0 ; n ]].
Comme elles représentent le même endomorphisme dans des bases di�érentes,

Les matrices M et MÕ sont semblables.
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III.A.4 Par récurrence immédiate, on déduit de la question III.A.2 que

’ (k, ¸) œ [[ 0 ; n ]]2 ”k(H¸) =
;

0 si k > ¸
H¸≠k sinon

En particulier, ”k(H¸)(0) vaut 0 si k > ¸, H0(0) = 1 si k = ¸ et H¸≠k(0) = 0 si k > ¸,
puisque tous les polynômes Hj , pour j œ [[ 1 ; n ]], admettent 0 pour racine simple.
Ceci étant vrai pour tout ¸ œ [[ 0 ; n ]], il en découle que

’ (k, ¸) œ [[ 0 ; n ]]2 ”k(H¸)(0) =
;

1 si k = ¸
0 sinon

III.A.5 Soit P œ Rn[X]. Comme la famille (Hk)kœ[[ 0 ; n ]] est une base de Rn[X]

d’après la question III.A.1, il existe des réels a0, . . . , an uniques tels que P =
nq

¸=0
a¸ H¸.

Pour tout k œ [[ 0 ; n ]], on a alors ”k(P) =
nq

¸=0
a¸ ”k(H¸) par linéarité de ”, d’où

”k(P)(0) =
nÿ

¸=0
a¸ ”k(H¸)(0) = ak

d’après la question III.A.4. Par conséquent,

’ P œ Rn[X] P =
nÿ

k=0
”k(P)(0) Hk

Ainsi, les coordonnées d’un polynôme P de Rn[X] dans la base (Hk)kœ[[ 0 ; n ]]
sont

!
”k(P)(0)

"
kœ[[ 0 ; n ]].

III.B.1 Il faut commencer par calculer les images de ce polynôme par ”k pour
k œ [[ 0 ; 3 ]]. Pour cela, appliquons les résultats de la partie I dans le cas n = 3.
L’endomorphisme · a pour matrice dans la base canonique

M =
33

j ≠ 1
i ≠ 1

44

16i,j64
=

Q

cca

1 1 1 1
0 1 2 3
0 0 1 3
0 0 0 1

R

ddb

donc l’endomorphisme ” = · ≠ id a pour matrice

� = M ≠ I4 =

Q

cca

0 1 1 1
0 0 2 3
0 0 0 3
0 0 0 0

R

ddb

Posons Q = X3 +2X2 +5X+7. Comme les coordonnées de Q dans la base canonique
sont (7, 5, 2, 1)€, celles de ”(Q) sont

�

Q

cca

7
5
2
1

R

ddb =

Q

cca

0 1 1 1
0 0 2 3
0 0 0 3
0 0 0 0

R

ddb

Q

cca

7
5
2
1

R

ddb =

Q

cca

8
7
3
0

R

ddb
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Celles de ”2(Q) = ”(”(Q)) sont

�

Q

cca

8
7
3
0

R

ddb =

Q

cca

0 1 1 1
0 0 2 3
0 0 0 3
0 0 0 0

R

ddb

Q

cca

8
7
3
0

R

ddb =

Q

cca

10
6
0
0

R

ddb

Et celles de ”3(Q) = ”(”2(Q)) sont

�

Q

cca

10
6
0
0

R

ddb =

Q

cca

0 1 1 1
0 0 2 3
0 0 0 3
0 0 0 0

R

ddb

Q

cca

10
6
0
0

R

ddb =

Q

cca

6
0
0
0

R

ddb

Ainsi, ”(Q) = 3X2 + 7X + 8, ”2(Q) = 6X + 10 et ”3(Q) = 6. On déduit alors de
la question III.A.5 que

Les coordonnées du polynôme Q = X3 + 2X2 + 5X + 7
dans la base (H0, H1, H2, H3) de R3[X] sont (7, 8, 10, 6).

III.B.2 D’après la question III.B.1, on cherche P œ R5[X] tel que

”2(P) = 7H0 + 8H1 + 10H2 + 6H3

Or, on a vu au cours de la question III.A.4 que ”k(H¸) = H¸≠k pour 0 6 k 6 ¸ 6 n.
En particulier, Hi = ”2(Hi+2) pour tout i œ [[ 0 ; 3 ]] d’où

7H0 + 8H1 + 10H2 + 6H3 = ”2(7H2 + 8H3 + 10H4 + 6H5)

Enfin, le polynôme 7H2 + 8H3 + 10H4 + 6H5 appartient bien à R5[X] car deg(Hi) = i
pour tout i œ [[ 0 ; 5 ]]. Par conséquent,

Le polynôme P = 7H2 + 8H3 + 10H4 + 6H5 œ R5[X]
vérifie bien la relation ”2(P) = X3 + 2X2 + 5X + 7.

III.B.3 On sait que les solutions d’une telle équation s’obtiennent en ajoutant
une solution particulière aux solutions de l’équation sans second membre.

• Soit E le sous-espace des suites (uk)kœN œ RN telles que uk+2 ≠ 2uk+1 + uk = 0
pour tout k œ N. Comme le polynôme P = X2 ≠ 2X + 1 admet 1 pour racine
double, l’espace E est engendré par les suites (1)kœN et (k)kœN.

• Cherchons une solution de la forme uk = P(k) pour tout k œ N, où P œ R[X].
Le polynôme P doit alors vérifier

X3 + 2X2 + 5X + 7 = P(X + 2) ≠ 2P(X + 1) + P(X)
= [P(X + 2) ≠ P(X + 1)] ≠ [P(X + 1) ≠ P(X)]
= ”(P)(X + 1) ≠ ”(P)(X)

X3 + 2X2 + 5X + 7 = ”2(P)(X)

D’après la question III.B.2, le polynôme P = 7H2 +8H3 +10H4 +6H5 convient.
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• On en déduit ainsi que

Les suites réelles vérifiant la relation donnée sont
les suites (uk)kœN de terme général

ak + b + 7H2(k) + 8H3(k) + 10H4(k) + 6H5(k)

où a et b sont deux réels quelconques.

III.C.1 Par définition, le polynôme Hn = 1
n!

n≠1r
j=0

(X≠j) admet 0, 1, . . . , n≠1 pour ra-

cines simples. Soit alors k œ Z.
• Si k œ [[ 0 ; n ≠ 1 ]], c’est une racine de Hn donc Hn(k) = 0.
• Si k > n, on obtient en e�ectuant le changement d’indice ¸ = k ≠ j

Hn(k) = 1
n!

n≠1r
j=0

(k ≠ j) = 1
n!

kr
¸=k+1≠n

¸ = k!
n!(k ≠ n)! =

3
k
n

4

• Si k < 0, on pose p = ≠k œ Nú de sorte que

Hn(k) = 1
n!

n≠1r
j=0

(≠p ≠ j)

= (≠1)n

n!
p+n≠1r

¸=p
¸ en posant ¸ = p + j

= (≠1)n(p + n ≠ 1)!
n!(p ≠ 1)!

= (≠1)n

3
p + n ≠ 1

n

4

Hn(k) = (≠1)n

3
n ≠ k ≠ 1

n

4

Ceci montre que

’ k œ Z Hn(k) =

Y
_____]

_____[

0 si k œ [[ 0 ; n ≠ 1 ]]
3

k
n

4
si k > n

(≠1)n

3
n ≠ k ≠ 1

n

4
si k < 0

III.C.2 D’après le résultat de la question III.C.1, on a en particulier Hn(k) œ Z
pour tout k œ Z. En conséquence,

Hn(Z) µ Z

On travaille depuis le début du sujet avec un entier n œ Nú fixé. En fait,
le résultat de cette question est valable pour tout entier n œ Nú, et même
pour n = 0 puisque H0 = 1. Cela va s’avérer indispensable par la suite.

III.C.3 Soit P œ Rn[X] tel que P(Z) µ Z. Pour tout k œ Z, on a donc P(k) œ Z et
P(k + 1) œ Z, d’où ”(P)(k) = P(k + 1) ≠ P(k) œ Z. Ainsi,

Si P œ Rn[X] est à valeurs entières sur les entiers, ”(P) aussi.
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III.C.4 Soit P œ Rn[X].
• Supposons que le polynôme P est à valeurs entières sur les entiers. D’après

la question III.C.3, il en va de même pour ”(P) et, par une récurrence immé-
diate, pour ”k(P) pour tout k œ [[ 0 ; n ]]. En particulier, les nombres ”k(P)(0),
pour k œ [[ 0 ; n ]], sont tous des entiers. D’après la question III.A.5, ceci signifie
que les coordonnés de P dans la base (Hk)kœ[[ 0 ; n ]] sont entières.

• Réciproquement, supposons que les coordonnés du polynôme P dans cette base
sont entières. Ce dernier s’écrit alors P =

nq
k=0

akHk, avec ak œ Z pour tout

k œ [[ 0 ; n ]]. Soit maintenant m œ Z. Le résultat de la question III.C.2 étant
valable pour tout entier naturel n, Hk(m) œ Z pour tout k œ [[ 0 ; n ≠ 1 ]] d’où

P(m) =
nÿ

k=0
akHk(m) œ Z

Ainsi, P est à valeurs entières sur les entiers.
On a donc prouvé par double implication que

Un polynôme de Rn[X] est à valeurs entières sur les entiers si, et
seulement si, ses coordonnés dans la base (Hk)kœ[[ 0 ; n ]] sont entières.

III.C.5 Soit P œ R[X] de degré d œ N tel que P est à valeurs entières sur les entiers.
• Si d = 0, c’est un polynôme constant. De plus, cette constante est entière donc

P = d! P est à coe�cients entiers.
• Si d > 1, on peut utiliser le résultat de la question III.C.4 dans le cas n = d.

De ce fait, les coordonnés du polynôme P dans la base (Hk)kœ[[ 0 ; d ]] sont entières.
Autrement dit, il existe des entiers a0, . . . , ad tels que

P =
dÿ

k=0
akHk d’où d! P = d!

dÿ

k=0
akHk =

dÿ

k=0

d!
k! ak k! Hk

Soit k œ [[ 0 ; d ]]. Par définition, k! Hk œ Z[X]. De plus, k! divise d! donc d!/k! est
un entier, comme ak. En tant que somme d’éléments de Z[X], le polynôme d! P
est donc à coe�cients entiers.

Le polynôme P = X2/2 montre que la réciproque est fausse. En e�et, 2! P = X2

est coe�cients entiers, mais P(1) /œ Z. Par conséquent,

Pour tout P œ R[X] de degré d œ N, si P est à valeurs entières sur les entiers,
alors d! P est un polynôme à coe�cients entiers, mais la réciproque est fausse.
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IV. Généralisation de l’opérateur
de différence et application

IV.A.1 Comme f est de classe C Œ sur Rú
+, la fonction ”(f) aussi en tant que

composée et di�érence de fonctions de classe C Œ. Pour tout x > 0, on a de plus
”(f)(x) = f(x + 1) ≠ f(x)

d’où par dérivation
”(f)Õ(x) = f Õ(x + 1) ≠ f Õ(x) = ”(f Õ)(x)

Ainsi ”(f) œ C Œ(Rú
+,R) et ”(f)Õ = ”(f Õ)

Autrement dit, l’opérateur de di�érence commute avec l’opérateur de déri-
vation sur l’espace C Œ(Rú

+,R).

IV.A.2 Puisque les endomorphismes · et id de C Œ(Rú
+,R) commutent, on a encore

”k =
kÿ

j=0
(≠1)k≠j

3
k
j

4
· j

pour tout k œ N, comme à la question I.B.4. On en déduit que pour tout x > 0,

”k(f)(x) =
kÿ

j=0
(≠1)k≠j

3
k
j

4
· j(f)(x) =

kÿ

j=0
(≠1)k≠j

3
k
j

4
f(x + j)

soit ’ x > 0 ’ n œ N ”n(f)(x) =
nÿ

j=0
(≠1)n≠j

3
n
j

4
f(x + j)

IV.A.3 Soit x > 0. Comme la fonction f est de classe C Œ sur Rú
+ , elle est dérivable

sur l’intervalle [ x ; x + 1 ]. On déduit du théorème des accroissements finis qu’il existe
un réel x1 œ ] x ; x + 1 [ tel que

”(f)(x) = f(x + 1) ≠ f(x) = (x + 1 ≠ x) f Õ(x1) = f Õ(x1)
Si l’on pose y1 = x1 ≠ x, on a alors y1 œ ] 0 ; 1 [ et x1 = x + y1. Ainsi,

’ x > 0 ÷ y1 œ ] 0 ; 1 [ ”(f)(x) = f Õ(x + y1)

Depuis le début de la quatrième partie, on travaille avec une fonction f fixée.
Les résultats de cette question et des deux précédentes sont en fait valables
pour toute fonction f œ C Œ(Rú

+,R), ce qui va nous être utile par la suite.

IV.A.4 Soit x > 0 fixé. Considérons la propriété définie pour tout n œ Nú par

P(n) : « ’ f œ C Œ(Rú
+,R) ÷ yn œ ] 0 ; n [ ”n(f)(x) = f (n)(x + yn) ».

• P(1) est vraie d’après la question IV.A.3.
• P(n) =∆ P(n + 1) : supposons que la propriété P est vraie au rang n œ Nú.

Soit f œ C Œ(Rú
+,R). On a ”n+1(f) = ”n(”(f)). Comme ”(f) œ C Œ(Rú

+,R)
d’après la question IV.A.1, on déduit de la proposition P(n) qu’il existe un réel
yn œ ] 0 ; n [ tel que

”n+1(f)(x) = ”n(”(f))(x) = ”(f)(n)(x + yn)
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D’après la question IV.A.1, on a ”(f)Õ = ”(f Õ) d’où, par récurrence immédiate,
”(f)(n) = ”

!
f (n)", si bien que

”n+1(f)(x) = ”(f)(n)(x + yn) = ”
!
f (n)" (x + yn)

Comme f (n) œ C Œ(Rú
+,R) et x + yn > 0, il existe d’après la question IV.A.3

un réel y1 œ ] 0 ; 1 [ tel que

”
!
f (n)" (x + yn) =

!
f (n)"Õ (x + yn + y1) = f (n+1)(x + yn+1)

en posant yn+1 = yn + y1 œ ] 0 ; n + 1 [. Pour toute fonction f œ C Œ(Rú
+,R),

il existe ainsi un réel yn+1 œ ] 0 ; n + 1 [ tel que ”n+1(f)(x) = f (n+1)(x + yn+1),
ce qui montre que la proposition P(n + 1) est vraie.

• Conclusion : d’après le principe de récurrence, la proposition P(n) est vraie
pour tout n œ Nú. Ceci étant vrai pour tout réel x > 0, on déduit de la
question IV.A.2 que

’ x > 0 ’ n œ Nú ÷ yn œ ] 0 ; n [
nÿ

j=0
(≠1)n≠j

3
n
j

4
f(x + j) = f (n)(x + yn)

IV.B.1 Soit k œ Nú. Sa décomposition en facteurs premiers s’écrit k =
rr

i=1
pi

mi ,

avec r œ Nú, p1, . . . , pr des nombres premiers et m1, . . . , mr des entiers. Alors

k– =
3

rr
i=1

pi
mi

4–

=
rr

i=1
pi

–mi =
rr

i=1
(pi

–)mi > 0

Pour tout i œ [[ 1 ; r ]], l’entier pi est premier donc pi
– œ N par hypothèse, si bien que

k œ N par produit. De ce fait,

’ k œ Nú k– œ Nú

IV.B.2 Comme 2 est premier, on déduit de la définition du réel – que 2– est
un entier, forcément non nul. Par conséquent, 2– > 1 d’où – ln 2 > 0 soit

– > 0

IV.B.3 Dans cette question, on considère la fonction f– : x ‘≠æ x–.

• Si – œ N, la fonction f– est polynomiale de degré – si bien que f–
(–+1) = 0.

En particulier, f–
(–+1)(1) = 0.

• Si – /œ N, on a f–
(n)(x) = –(– ≠ 1) . . . (– + 1 ≠ n)x–≠n ”= 0 pour tout x > 0 et

pour tout n œ N.

Ainsi, – est un entier naturel si, et seulement si,
l’une des dérivées successives de f– s’annule sur
] 0 ; +Œ [.

IV.C.1 Soit j œ [[ 0 ; n ]]. Comme x œ Nú, alors x + j œ Nú et l’on déduit de la

question IV.B.1 que f–(x + j) œ N. Les nombres (≠1)n≠j et
3

n
j

4
étant des entiers,

il en découle que
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’ n œ N
nÿ

j=0
(≠1)n≠j

3
n
j

4
f–(x + j) œ Z



20 Centrale Maths 2 PC 2016 — Corrigé

IV.C.2 Soit x > 0. D’après les calculs e�ectués à la question IV.B.3,

f–
(n)(x) = –(– ≠ 1) . . . (– + 1 ≠ n)x–≠n

Comme n = Â–Ê + 1 > –, alors – ≠ n < 0 si bien que lim
xæ+Œ

x–≠n = 0 et donc

lim
xæ+Œ

f–
(n)(x) = 0 par produit de limites. En outre, yn > 0 d’où x + yn > x et

lim
xæ+Œ

x + yn = +Œ d’après le théorème de minoration. On obtient par composition
de limites

lim
xæ+Œ

f–
(n)(x + yn) = 0

Il est quand même un peu abusif de parler de la limite de f–
(n)(x + yn) alors

que yn, qui dépend de x, n’est pas défini de manière unique a priori. Il aurait
mieux valu mentionner le membre de gauche de l’égalité (IV.1).

IV.C.3 Posons vx = f–
(n)(x + yn) pour tout x œ Nú.

• D’après les résultats des questions IV.A.4 et IV.C.1, vx œ Z pour tout x œ Nú.
• D’après le résultat de la question IV.C.2, lim

xæ+Œ
vx = 0.

Ainsi, (vx)xœNú est une suite convergente d’entiers. Il s’ensuit qu’elle est stationnaire
et atteint sa limite. En particulier, il existe N œ Nú tel que vN = f–

(n)(N + yn) = 0.
Comme N + yn > 0, on déduit alors de la question IV.B.3 que

– œ N


