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I. L’OPERATEUR DE TRANSLATION
ET L’OPERATEUR DE DIFFERENCE

d
Soit P € R,[X] un polynéme non nul. 1l s’écrit P = " a, X*, avec a, € R
k=0
pour tout k € [0;d], d = deg(P) € N et ag = c¢d(P) # 0. Il en découle que

d
TP)=P(X+1)=> apX+ 1! =agX+1)!+Ry
k=0
ot deg(R1) < d. De plus, on a d’apres la formule du binéme de Newton

d
d
d_ ¢ _ xd
(X+1) _; (e)X =X?+ Ry
avec deg(Rs) < d également. De ce fait,
7(P) = agX? + R + agR2 = a4X¢ + R

ot le polynéme R = R; + a4Rq vérifie deg(R) < d. Comme a4 # 0, ceci montre que
7(P) est un polynéme non nul de degré d et de coefficient dominant a4. Ainsi,

’Pour tout P € R, [X] non nul, deg(7(P)) = deg(P) et cd(7(P)) = cd(P). ‘

Soit P € R,[X]. Considérons la propriété &7 définie pour k € N par
P(k): « TF(P) =P(X + k) »
o Z(0) est vraie puisque 7°(P) = P = P(X +0).
o P(k) = P(k+1): supposons que la propriété & est vraie au rang k € N.
D’aprés la proposition #(k), on a 78(P) = P(X + k) d’on
TEHIP) = 7(7*(P)) = 7(P(X + k)) = P(X + k + 1)

Ainsi, la proposition Z(k + 1) est vraie.

e Conclusion: d’aprés le principe de récurrence, la proposition (k) est vraie
pour tout k& € N, ce qui signifie que

(WP ER,X] YkeN 7H(P)=P(X+h)]

Pour déterminer cette matrice M, il faut calculer les images par 7 des différents
éléments de la base (Py)ycp1. 417 Soit j € [1;n+1]. Comme P; = X7~1 on déduit
de la formule du binéme de Newton que

Jj—1 -1 J -1 n+1 -1
) — j—1 _ - k _— B R - .
7(P;) = (X + 1) _;O ( L >X _Z; <i_1>PZ_; <Z._1>Pl
en utilisant le changement d’indice ¢ = k + 1 et la convention rappelée plus haut.
Les coefficients de la matrice M de 7 dans la base (Pk)ke[[l;nﬂ]] sont donc

. m .
Par convention, on pose (p) =0 des que p > m.

V(i,j) € [1in+ 1] Mm=(‘§:})

On reconnait ici les coefficients binomiaux apparaissant dans le triangle de
Pascal. En fait, M est tout simplement la transposée de ce triangle.
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Comme M;; = 0 pour ¢ > j d’apres la question I.A.3, la matrice M est
triangulaire supérieure. Son spectre (qui est aussi celui de ’endomorphisme 7) est
alors constitué de ses termes diagonaux. Or,

Vie[lin+1] M, = (2:1) -1

Ainsi, ’L’ensemble des valeurs propres de 7 est sp (1) = {1}. ‘

On peut remarquer que tout polynéme constant vérifie 7(P) = P(X+1) = P.
De ce fait, le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 contient Ry[X].

Raisonnons par ’absurde et supposons que I’endomorphisme 7 est diagonalisable.
Comme sa seule valeur propre est 1, il admet 1,1 pour matrice dans une base de
vecteurs propres, si bien que 7 = Idg, x) d’ott M = I,,;;. Ceci contredit le résultat
de la question I.A.3. On a ainsi prouvé par ’absurde que

’L’endomorphisme 7 n’est pas diagonalisable. ‘

Pour tous P et Q dans R, [X], on a
Q= 7(P) <= Q(X) = P(X + 1
— QX 1) =P(X)
Q=7(P) = P= QX - 1)

Ceci montre que

L’application 7 est bijective et sa réciproque est 7=1: P — P(X — 1). ‘

En procédant par récurrence comme & la question I.A.2, on établit que
VPeR,[X] VkeN 7kP)=(r1)"P)=PX -k

Ceci étend aux entiers négatifs la relation prouvée lors de cette question, si bien que

WP ER,[X] YhkeZ HP)=P(X+4h)

L’endomorphisme 7 étant bijectif, sa matrice M est inversible et son inverse

M~ est la matrice de 'endomorphisme 7~ dans la base (Pk)ycpy,,417- Afin de

la déterminer, nous allons calculer, comme & la question 1.A.3, les images par 77!

des différents éléments de cette base. Pour tout j € [1;n+ 1], on a
-1 i—1 « (i1 —1—kyk L (-1 i
)= ooy =3 (U e =3 (0] o,
k=0 i=1
en utilisant le changement d’indice ¢ = k + 1, si bien que
n+1 .
iRy =3 (121) o
i=1

Les coefficients de la matrice M~ de 7~! dans la base (Pk)ke[1;n+17 sont donce

V(i,j) €[lsn+1]2 (M), = (-1)/"" (‘Z_ D

‘ Notons que cette matrice est également triangulaire supérieure.
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Posons U = (uo,ul,...,un)T et V= (vo,vl,...,vn)T € R**1. On a
5k L (k
Vke[0;n] vk_Z(g>W_Z(e>W

=0 =0

soit, en effectuant les changements d’'indices j =k +1let i =0+ 1,

n+1 .
. —1
Viel[l;n+1] Vi1 = E <J»_1>Ui—1

2
i=1

On reconnait ici I’écriture du produit matriciel V.= MU, si bien que

’La matrice Q = M satisfait ’équation. ‘

Reprenons les notations U et V introduites a la question I.A.7. On sait
que V = MU d’apres le résultat de cette question et que M est inversible d’apres
la question I.A.6. De ce fait, U = M~!V soit

n+1 .
. (i1
Viel[lin+1]  wj=) (-1)~ (Z - 1) o

i=1

En effectuant les changements d’indices k = j — 1 et £ =i — 1, on obtient

IS SR ( P et ()

£=0 £=0

Enfin, ceci étant valable pour tout entier n € N*, on en déduit que

k
VkeN up = Z (—1)’“’Z (ﬁ) vp
£=0

Dans cette question, u; = M pour tout j € N. D’apres la relation (I.1), on a

k k

VkeN vkz<’;>AJZ<’;)AJ1M(A+1)k

Jj=0 Jj=0

grace a la formule du binéme de Newton. Ainsi, la suite (v ),y est définie par

VEEN  vo=(A+1)]

Pour tout k£ € N, on a d’apres la formule du binéme de Newton

k k
(—1)k=7 (k) vj = Z (k> A+ (-DF T =A+1-1)F =uy
— J — \J
j=0 7=0
donc ’Les suites (ux)cy et (Vr),ey Vérifient bien la relation (I1.2). ‘

d
Soit P € R,[X] un polyndme non constant. Il s’écrit P = 3~ i X*, avec
k=0
ax € R pour tout k € [0;d], d = deg(P) € N* et ag = c¢d(P) # 0. Par linéarité de d,

d d
S(P) = ard (XF) =) ar 6 (XF)
k=0 k=1
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car 6(1) = 0. Or, d’apres la formule du binéme de Newton, pour tout k € [1;d],

k—1 L k—2 L
5 (X*) :(X+1)’“—Xk:£z_;(€>X€:ka‘1+ez_;<£)X5

est un polynoéme de degré k—1 et de coefficient dominant k. On en déduit que le terme
dominant de §(P) est celui de aqd (X?). Ceci montre que §(P) est un polynéme
non nul de degré d — 1 et de coefficient dominant day. Ainsi,

Pour tout polynéme P € R, [X] non constant, on a
deg(0(P)) = deg(P)—1 et cd(0(P)) = deg(P) cd(P).

D’apres la question I.B.1, si P € R, [X] est non constant, alors 6(P) # 0.
Par contraposée, 6(P) = 0 implique que P est constant. Réciproquement, si P est
constant, on a P(X + 1) = P(X) d’ou 6(P) = 0. Il s’ensuit que 6(P) = 0 si, et
seulement si, P est constant. Autrement dit,

| Ker (8) = Ry[X]|

Intéressons-nous maintenant a Im (4).

e Soit P € R,[X]. Si le polynéme P est constant, §(P) = 0. Sinon, 6(P) est un
polynoéme de degré deg(P) —1 < n— 1. Dans tous les cas, on a §(P) € R,,_1[X],
si bien que Im (§) C R,—1[X].

e Appliquons le théoreme du rang a ’endomorphisme §: on obtient
n+1=dimR,[X] = dimKer (§) + rg (6) = 1 + dim Im (4)
d’ou dimIm (§) = n = dimR,,_1[X]

Comme Im (§) € R,,—1[X] et que dimIm (§) = dim R,,_;[X], on peut affirmer que

| Im (5) = R, 1[X]|

Soit P un polynéme non nul de degré d.

e D’apres la question I.B.1, si P est non constant, deg(d(P)) = deg(P) — 1.

e D’apres la question I.B.2, si P est constant, 6(P) = 0.

On en déduit, par une récurrence immédiate, que 6*(P) est de degré d — k (et donc
non nul) pour tout k € [0;d] et que §¥(P) = 0 pour tout k > d.

Soit maintenant j € [1;n].
e Pour tout polynéme P non nul, on a d’apres ce qui précede
5 (P)=0<= j > deg(P) < P e R;_{[X]

si bien que Ker (6) = R;_1[X] puisque 0 € Ker (6) NR;_4[X].

e Appliquons le théoréme du rang a 'endomorphisme §’ de R,,[X]: on obtient
n+ 1= dimKer (67) +rg (67) = j + dim Im (§7)

d’on dimIm (67) =n+1—j =dimR,_;[X]
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e Soit enfin P € R, [X]. Si deg(P) < 4, on a ¢/(P) = 0. Sinon,
deg (¢7(P)) = deg(P) —j <n—j

Dans tous les cas, 6/(P) € R,_;[X], ce qui montre que Im (/) C R,_;[X].
Ces deux sous-espaces vectoriels ayant la méme dimension, on en déduit que
Im (67) = R,,—;[X]. Par conséquent,

Viellin]  Ker(8) =R;4[X] et Im (&) =R, [X]|

Par définition, 6 = 7 — Id. Comme ces deux endomorphismes commutent,
on déduit de la formule du bindme de Newton que

VhkeN b= (r—Id)F = zk: (’;) i 1d)td = zk: (—1)k (’;) i

Jj=0 Jj=0

a k
d’out VPER,[X] VEeN  6*P)=> (-1)kJ ( ) 71 (P)

Soit P € R,,_1[X]. D’apres la question 1.B.3, on a R,,_1[X] = Ker (6™) donc
0"™(P) = 0. On déduit alors des questions I.B.4 et I.A.2 que

n

0=d"(P)=_(-1)"~ (?) 7I(P) = Zi:o (~1)~d (?) P(X + )

=0

En appliquant cette relation pour X = 0, on obtient

7) P(j) =0

VP e R,_;[X] / (=)
7=0 (J

Par hypothese, § = 42 donc 62 = u* d’ou

wod? =uout =u’ =utou=05ou

De ce fait, Les applications u et 62 commutent. ‘

Plus généralement, si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel E,
on montre que tout polynéme en u commute avec .

I.B.6.b | D’aprés la question 1.B.4, on a R;[X] = Ker (62). Les endomorphismes u
et 62 commutant d’apres la question I.B.6.a, le noyau et I'image de I'un sont stables

par 'autre. En particulier,

’ Le sous-espace vectoriel Ry[X] est stable par w. ‘

Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe A = (Z Z) € M>(R)

0 1 , .
0 O>' Il s’ensuit que

(2 0) = (e ) - (0 1)

d’on a?+bc=0 bla+d)=1 cla+d)=0 et d>+bc=0

telle que A? = <
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Comme b(a 4+ d) = 1, alors a + d # 0. Par conséquent, c¢(a + d) = 0 implique ¢ = 0.
On en déduit que a®? = d?> = 0 d’ou

a=d=0 et bla+d)=0
Ceci contredit b(a + d) = 1. De ce fait,

Il n’existe pas de matrice A € .#5(R) telle que A% = (8 (1)>

1.B.6.d | D’apres la question 1.B.6.b, le sous-espace vectoriel Ry [X] est stable par w.
Notons A € .#5(R) la matrice dans la base {1, X} de 'endomorphisme induit par u

sur R;[X]. Comme u? = §, A? est la matrice dans la base {1,X} de I'endomorphisme
induit par ¢ sur R;[X]. Or, 6(1) =0 et §(X) = 1. Il en découle que

AE%Q(R) et A° = (O 0)

ce qui contredit le résultat de la question I.B.6.c. Ceci achéve le raisonnement par
I’absurde de la question [.B.6 et permet d’affirmer que

’Il n’existe pas d’endomorphisme u de R, [X] tel que wou = 4. ‘

Soit P un polynome non nul de degré d < n. On a vu a la question 1.B.3 que
6% (P) est de degré d — k pour tout k € [0;d]. Puisque la famille (P,§(P),...,d%(P))
est ainsi constituée de polyndémes de degrés échelonnés,

Pour tout polynéme non nul P de degré d < n,
la famille (P,8(P),...,6%(P)) est libre.

Cette famille .# est de cardinal d 4+ 1. De plus, elle est contenue dans Ry[X],
qui est un espace vectoriel de dimension d + 1. C’est donc une base de cet espace.
En particulier, elle est génératrice d’on Vect (.F) = Ry4[X]. Il en découle que

Pour tout polynéme non nul P de degré d < n,
on a Vect (P,8(P),...,04P)) = Ry[X].

Soit V un sous-espace vectoriel de R,,[X] stable par ¢ et non réduit a {0}.
Considérons la restriction de Papplication deg: Q — deg(Q) & 'ensemble non vide
V' =V~ {0}. Elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs, car celles-ci appartiennent
toutes & [0;n]. De ce fait, elle atteint un maximum. Soit alors P € V' tel que
d = deg(P) = max {deg(Q) | Q € V'}

On a d < n puisque P € R,[X]. De plus, V étant stable par §, les polynémes
P,6(P),...,6%P) appartiennent & V. Ils engendrent donc un sous-espace de V qui,
d’aprés la question I.B.7.a, est Ry[X]. De ce fait, R4[X] C V. Réciproquement, comme
les polynomes non nuls de V sont de degré inférieur ou égal & d, on a V C Ry[X].
Par conséquent, V = R,4[X]. Ainsi,

Si V est un sous-espace vectoriel de R,,[X] stable par ¢ et non
réduit & {0}, il existe un entier d € [0;n] tel que V = Ry[X].

Pour déterminer les sous-espaces de R, [X] stables par d, on a uniquement
utilisé la relation deg(d(P)) = deg(P)—1 (si P est un polynoéme non constant).
De la méme facon, on montre que les seuls sous-espaces de R,,[X] stables par
lopérateur de dérivation D: P —— P’ sont les Ry[X], avec d € [0;n].
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II. APPLICATIONS EN COMBINATOIRE

I1.A.1 |Soient A et B deux ensembles finis. D’apres le cours, s’il existe une surjection
de A sur B, alors Card A > Card B. Par contraposée, on en déduit qu’il n’existe pas
de surjection de [1;p] sur [1;n] lorsque p < n. En conséquence,

¥pe[1in—1]  S(p.,n) =0

II.A.2 | Soient A et B deux ensembles finis de méme cardinal. D’apres le cours,
toute surjection de A sur B est une bijection. De ce fait, S(n,n) est le nombre de
permutations de [1;n], si bien que

S(n,n) =mn!

Une application est une surjection de [1;n+ 1] sur [1;n] si, et seulement
si, chaque élément de [1;n] posséde au moins un antécédent dans [1;n + 1]. Pour
tout k € [1;n], notons ay le nombre d’antécédents de 1’élément k. Déja, ar > 1.
De plus, comme tout élément de [1;n + 1] posséde une image dans [1;n], on a
n n

Zak:n—&—l d’ou Z(ak—l)zl

k=1 k=1
Ceci montre qu'un des nombres positifs a; — 1 vaut 1 et que tous les autres sont nuls.
Ainsi, un seul élément de [1;n] posséde deux antécédents tandis que les autres n’en
posseédent qu’'un. Voici maintenant comment construire une telle surjection.

e On commence par choisir 'élément e de [1;n] ayant deux antécédents, ce qui
nous donne n possibilités.

e On choisit ensuite ses deux antécédents a; et ag dans [1;n + 1], ce qui nous
. 1 n(n+1 .
laisse (n—; > = % possibilités.

e On attribue enfin & chacun des n — 1 éléments de [1;n+ 1] \ {a1;a2} une
image dans [1;n] ~ {e}, ce qui revient & construire une bijection entre deux
ensembles de cardinal n — 1. Il y a donc (n — 1)! possibilités.

Il en découle que

nn+1)
2

n(n + 1)n!

S(n+1,n) =n x X (n—1)!=

I1.B.1|Soient A et B deux ensembles finis. D’apreés le cours, il existe (Card B)“*™® #
applications de A dans B. De ce fait,

’Il y a n? applications de [1;p] dans [[1;n]].‘

I1.B.2 | Fixons p et n dans N* tels que p > n. Pour tout k € [1;n], on note Fy,
le nombre (éventuellement nul) d’applications ¢ de [1;p] dans [1;n] telles que

Card ¢([1;p]) = k. Voyons comment construire une telle application.

e Il faut d’abord choisir ¢([1;p]), qui est une partie de cardinal k£ de [1;n]. On

a (Z) possibilités.
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e Une fois cet ensemble choisi, il nous reste a déterminer ¢, qui est une surjec-
tion de [1;p] sur o([1;p]). Comme cet ensemble est de cardinal k, il est en
bijection avec [1;k]. On a donc S(p, k) possibilités.

Par conséquent, Fy = (Z) S(p, k)

Enfin, ZFk étant le nombre d’applications de [1;p] dans [1;n], on déduit de
k=1
la question II.B.1 que
~ (n
ey BE

Comme S(p,0) = 0 par convention, on peut sommer & partir de &k = 0. De plus,
la relation obtenue est encore valable pour n = 0, si bien que

Vpzn =3 (Z) S(p, k)

k=0

La condition p > n n’intervient pas du tout dans le raisonnement qui précede.
En fait, le résultat établi est valable pour tout entier n € N.

I1.B.3 | Fixons p € N*| puis posons v, = n? pour tout n € N et u;, = S(p, k) pour
tout £ € N. Le résultat de la question I1.B.2, qui est valable pour tout n € N, s’écrit

VneN ”":ZCI;;L)W

k=0

Autrement dit, les suites (v,),,cn €t (ur)g ey vérifient la relation (I.1). D’apres la for-
mule d’inversion établie a la question I.A.8, on a

Uy = i(—l)’l—k (Z) Uk

k=0

pour tout n € N. En particulier,

Vpsn S = Z k() v

0

I1.B.4 | Supposons que p < n. D’apres la question I1.A.1, S(p,n) = 0. Par ailleurs,
le polynéme P = XP appartient a R,,_1[X]. On déduit alors de la question I.B.5 que

Zn: (=1)"* (Z) kP = i G (Z) P(k) =0

k=0 k=0

donc S(p,n) = zn: (—1)n—k (Z) 2

Autrement dit,

Le résultat de la question II.B.3 est encore valable lorsque p < n.
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D’apres les résultats des questions I1.B.3, IT.A.2 et I1.A.3, on a

zn: (—nn* (Z) k™ = S(n,n) = n!

k=0

2
k=0

IT1I. ETUDE D’UNE FAMILLE DE POLYNOMES

‘ Les polynomes étudiés dans cette partie sont appelés polynomes de Hilbert.

ITI.A.1 | Par définition, on a deg(Hy) = k pour tout entier k € [0;n]. La famille
(Hg) ke[o;n] €St ainsi constituée de polynémes de degrés deux a deux distincts, donc

c’est une famille libre de R, [X]. Son cardinal étant égal & n + 1 = dimR,,[X], c’est
méme une base. Par conséquent,

La famille (Hk);co,,,7 est une base de R, [X].

ITI.A.2 | Le polynome Hy est constant donc §(Hp) = 0. Soit maintenant k € [1;n].
Calculons 7(Hy), en réorganisant les facteurs pour faire apparaitre Hy et Hy_1:

1 k=1 .
T(Hk)zg (X+1-1)
=0
1 k=2 '
= 7L 1(X —{) en posant £ =j — 1
1 k—2
= E(X+1)H (X—19)
- =0
1 k=2 k=2
=5 [(X—i—l—k)H(X—Z)—HcH(X—E)}
: 1=0 £=0
1 k=1 1 k=2
“r O T L0

T(Hp) = Hpy + Hyy
si bien que 6(Hy) = Hi—1. Ainsi,

’6(H0) =0 et §(Hy) = Hi_1 pour tout k € 1 ,n]]‘

ITI.A.3 |On déduit de la question précédente que 7(Ho) = Hp et 7(Hg) = Hp +Hy—y
pour tout k € [1;n]. De ce fait, 'endomorphisme 7 admet M’ pour matrice dans la
base (Hi)peosn-

Or, d’apres la question I1.A.3, 7 admet M pour matrice dans la base (Pk)keﬂo;n]]-
Comme elles représentent le méme endomorphisme dans des bases différentes,

Les matrices M et M’ sont semblables.
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IT1.A.4 | Par récurrence immédiate, on déduit de la question III.A.2 que

0 sik>/(
Hy,_;. sinon

V(k,0) € [0;n]? 6"'(H¢):{

En particulier, 6% (H,)(0) vaut 0 si k > £, Ho(0) = 1si k = £ et Hy_1(0) =0si k > ¢,
puisque tous les polynémes Hj, pour j € [1;n], admettent 0 pour racine simple.
Ceci étant vrai pour tout £ € [0;n], il en découle que

1 sik=/¢
0 sinon

V(k,€) € [0;n]? 5k(H1€)(0):{

IIT.A.5] Soit P € Ry[X]. Comme la famille (Hk);cpo., est une base de R,[X]

n
d’apreés la question IT1.A.1, il existe des réels ay, . . . , a,, uniques tels que P = Y a, Hy.
£=0
n
Pour tout k € [0;n], on a alors 6*(P) = > a, %(H,) par linéarité de &, d’ott
£=0

F(P)(0) = > 84 (H)(0) = a
=0

d’apres la question IT1.A.4. Par conséquent,

VPER,[X] P=>) d¢P)(0)H,

Ainsi, les coordonnées d’un polyndéme P de R, [X] dans la base (Hy) ke[0;5n]

sont (6%(P)(0))

ke[0;n]”

III.B.1 | I faut commencer par calculer les images de ce polynéme par 6% pour
k € [0;3]. Pour cela, appliquons les résultats de la partie I dans le cas n = 3.

L’endomorphisme 7 a pour matrice dans la base canonique

1 1 1 1
— 1 01 2 3
= (05),
i—1 1<ij<a 0 01 3
0 0 01
donc 'endomorphisme § = 7 — id a pour matrice
01 1 1
0 0 2 3
A=M-L=19 9 0 3
0 0 0 O

Posons Q = X3 4 2X2 +5X + 7. Comme les coordonnées de Q dans la base canonique
sont (7,5,2, l)T, celles de 0(Q) sont

7

o

A

= N Ot
o O O
OO O =
S o N
S W w =
= N Ot
|
O W o
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Celles de 62(Q) = §(5(Q)) sont

8 01 11 8 10
A7l fo o2 s f7]_ (6
3 (0o 0o 0 3 31 |0
0 00 0 O 0 0
Et celles de %(Q) = §(6%(Q)) sont
10 0 1 1 1 10 6
Alel_fooz2s|[6]_[o
0] |0 0 0 3 0] |0
0 0 0 0O 0 0

Ainsi, §(Q) = 3X2 +7X + 8, §2(Q) = 6X + 10 et 63(Q) = 6. On déduit alors de
la question III.A.5 que

Les coordonnées du polynéme Q = X3 +2X? +5X +7
dans la base (Ho, Hy, Ho, H3) de R3[X] sont (7,8, 10, 6).

IT1.B.2 | D’apres la question IT11.B.1, on cherche P € R5[X] tel que
§%(P) = THq + 8H; + 10H, + 6H3

Or, on a vu au cours de la question II1.A.4 que §*(H;) = Hy_x pour 0 < k </ < n.
En particulier, H; = 62(H;2) pour tout i € [0;3] d’ou

THo + 8H; + 10H; + 6H3 = 62(7H, + 8Hz + 10H4 + 6Hs)

Enfin, le polynéme 7Hy 4+ 8Hg + 10H, + 6Hs appartient bien a Rs[X] car deg(H;) =4
pour tout ¢ € [0;5]. Par conséquent,

Le polyndéme P = TH5 4+ 8Hs 4+ 10H, + 6H; € R;5[X]
vérifie bien la relation §%(P) = X3 + 2X? + 5X + 7.

II1.B.3 | On sait que les solutions d’une telle équation s’obtiennent en ajoutant
une solution particuliere aux solutions de 1’équation sans second membre.

e Soit E le sous-espace des suites (“k)keN e RN telles que Ug+2 — 2Upy1 +up =0
pour tout k£ € N. Comme le polynéme P = X2 — 2X + 1 admet 1 pour racine
double, I'espace E est engendré par les suites (1), oy et (), cy-

e Cherchons une solution de la forme u, = P(k) pour tout k € N, ou P € R[X].
Le polynéme P doit alors vérifier

X3 +2X2+5X+7=P(X+2)—2P(X+1)+P(X)
= [P(X+2) - P(X+1)] - [P(X +1) — P(X)]
= 6(P)(X +1) — §(P)(X)

X? 4+ 2X? 4+ 5X + 7 = 6*(P)(X)

D’apres la question II1.B.2, le polynéme P = 7TH5 + 8Hg + 10H4 + 6H5 convient.
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e On en déduit ainsi que

Les suites réelles vérifiant la relation donnée sont
les suites (ug),cy de terme général

ak + b+ THy(k) + 8Hs (k) + 10H, (k) + 6Hs (k)

ou a et b sont deux réels quelconques.

n—1

1
IT1.C.1 | Par définition, le polynéme H,, = = [T (X—j) admet 0,1,...,n—1 pour ra-
n: j=0
cines simples. Soit alors k € Z.
e Sike[0;n—1], c’est une racine de H,, donc H, (k) = 0.

e Si k > n, on obtient en effectuant le changement d’indice £ =k — j

B aj:o Nl—k41-n n
e Si k <0, on pose p=—k € N* de sorte que
Ha(k) = T (~p — J)
n = - —P—J
n'j:O
(_1)np+n—1
= IT ¢ en posant £ = p+ j
n. (=p
(=D)™(p+n—1)!

nl(p —1)!

— (~1) (ZH—Z— 1)

H, (k) = (—1)" <n k- 1)

n

Ceci montre que

0 sike[0;n—1]
k .

VkeZ  Hy(k)=<\p, stk >n
(-1)%(”_5_1> sik<0

ITI.C.2 | D’apres le résultat de la question III.C.1, on a en particulier H, (k) € Z
pour tout k € Z. En conséquence,

H,.(Z)CZ
On travaille depuis le début du sujet avec un entier n € N* fixé. En fait,

le résultat de cette question est valable pour tout entier n € N*, et méme
pour n = 0 puisque Hy = 1. Cela va s’avérer indispensable par la suite.

ITI.C.3 | Soit P € R,,[X] tel que P(Z) C Z. Pour tout k € Z, on a donc P(k) € Z et
P(k+1)e€Z, dou §(P)(k) =P(k+1) — P(k) € Z. Ainsi,

’ Si P € R,[X] est & valeurs entiéres sur les entiers, §(P) aussi. ‘
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I11.C.4] Soit P € R,,[X].

e Supposons que le polyndme P est a valeurs entiéres sur les entiers. D’apres
la question I11.C.3, il en va de méme pour 6(P) et, par une récurrence immé-
diate, pour §%(P) pour tout k € [0;n]. En particulier, les nombres §*(P)(0),
pour k € [0;n], sont tous des entiers. D’apres la question III1.A.5, ceci signifie
que les coordonnés de P dans la base (Hy) ke[0;n] SON entieres.

e Réciproquement, supposons que les coordonnés du polynéme P dans cette base
n
sont entiéres. Ce dernier s’écrit alors P = > axHy, avec ar € Z pour tout
k=0
k € [0;n]. Soit maintenant m € Z. Le résultat de la question III.C.2 étant
valable pour tout entier naturel n, Hi(m) € Z pour tout k € [0;n — 1] d’ou

P(m) = Zaka(m) S/
k=0

Ainsi, P est & valeurs entiéres sur les entiers.

On a donc prouvé par double implication que

Un polyndéme de R, [X] est & valeurs entiéres sur les entiers si, et
seulement si, ses coordonnés dans la base (Hy) ke[0;n] SON entieres.

ITI.C.5 | Soit P € R[X] de degré d € N tel que P est a valeurs entiéres sur les entiers.

e Si d =0, c’est un polynéme constant. De plus, cette constante est entiére donc
P = d! P est a coeflicients entiers.

e Si d > 1, on peut utiliser le résultat de la question II1.C.4 dans le cas n = d.
De ce fait, les coordonnés du polynome P dans la base (Hy,) ke[o;a] SOnt entieres.

Autrement dit, il existe des entiers ao, ..., aq tels que
d d d_
P=>) aH; dou d!P:d!Zaka:Zk—'!akk!Hk
k=0 k=0 k=0

Soit k € [0;d]. Par définition, k! Hy, € Z[X]. De plus, k! divise d! donc d!/k! est
un entier, comme ax. En tant que somme d’éléments de Z[X], le polynome d! P
est donc a coefficients entiers.

Le polynéme P = X?/2 montre que la réciproque est fausse. En effet, 2! P = X?
est coefficients entiers, mais P(1) ¢ Z. Par conséquent,

Pour tout P € R[X] de degré d € N, si P est & valeurs entiéres sur les entiers,
alors d!' P est un polynoéme a coefficients entiers, mais la réciproque est fausse.
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IV. GENERALISATION DE L’OPERATEUR
DE DIFFERENCE ET APPLICATION

IV.A.1| Comme f est de classe ¥ sur R¥, la fonction (f) aussi en tant que

composée et différence de fonctions de classe €°°. Pour tout > 0, on a de plus

0(f)(@) = flz+1) = f(x)

d’ou par dérivation
6(f) (x) = f'(x+1) = f'(x) = 0(f)(x)
Ainsi [6(f) € €>(RL,R) et 8(f) = (f)

Autrement dit, 'opérateur de différence commute avec 'opérateur de déri-
vation sur l'espace €*°(R*,R).

IV.A.2|Puisque les endomorphismes 7 et id de €°°(R%,R) commutent, on a encore

- k
ok = 1)k (V) I
2
7=0
pour tout k € N, comme a la question I.B.4. On en déduit que pour tout x > 0,

(f)(a) = ko v (B e =3 o (4) e

Jj=0

soit Ve>0 VneN 6"(f)(x):Z(—1)”_j <7;) flx+7)
=0

J

IV.A.3 |Soit > 0. Comme la fonction f est de classe > sur R} , elle est dérivable
sur l'intervalle [z ;2 4+ 1]. On déduit du théoréme des accroissements finis qu’il existe
un réel z1 € Jz;x + 1] tel que

5(f)(x) = fle+1) = f(z) = (x+1—x) f'(z1) = ['(21)

Si 'on pose y; = x1 —x, on a alors y; € ]0;1[ et 1 = x + y;. Ainsi,

Yo>0 3y eloil[ () =St

Depuis le début de la quatrieme partie, on travaille avec une fonction f fixée.
Les résultats de cette question et des deux précédentes sont en fait valables
pour toute fonction f € € (R*,R), ce qui va nous étre utile par la suite.

IV.A.4|Soit > 0 fixé. Considérons la propriété définie pour tout n € N* par
P(n): «VfeC®RLR) Ty, €]0sn[ 0"(f)(x) = [ (x +ya) ».
o (1) est vraie d’apres la question IV.A.3.

o P(n) = H(n+1): supposons que la propriété & est vraie au rang n € N*.
Soit f € €°(R*,R). On a §"TL(f) = 6"(5(f)). Comme §(f) € € (R*,R)
d’apres la question IV.A.1, on déduit de la proposition £(n) qu’il existe un réel
yn €10;n[ tel que

§"H(F)(x) = 6"(3(f)) (@) = 6(/)™ (@ + yn)
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D’apreés la question IV.A.1, on a 6(f)" = §(f’) d’ot, par récurrence immédiate,
5(f)m =46 (f(”))7 si bien que

ST f) () = 0(F) ™ (@ + yn) = 0 (F™) (& + yn)

Comme f( € ¥<(R* R) et x + 1y, > 0, il existe d’aprés la question IV.A.3
un réel y; €10;1] tel que

(™) (@ +yn) = (f™) (@ + g + 1) = FOV (@ + yosa)

en posant Ynt1 = Yn + y1 € ]0;n + 1[. Pour toute fonction f € €<°(R%,R),
il existe ainsi un réel y,,11 € ]0;n + 1] tel que 6" (f)(x) = fPF (2 + yny1),
ce qui montre que la proposition Z(n + 1) est vraie.

e Conclusion: d’aprés le principe de récurrence, la proposition &(n) est vraie
pour tout n € N*. Ceci étant vrai pour tout réel x > 0, on déduit de la
question IV.A.2 que

Ve>0 VneN' Fy,e€]0;n] Z(fl)"*j <?) fx+35) =" (z+y,)

Jj=0

”
IV.B.1| Soit k € N*. Sa décomposition en facteurs premiers s’écrit k = [] p;"™,

i=1

avec r € N*, pq,...,p, des nombres premiers et myq,...,m, des entiers. Alors
r « r r s
k.oc — (lem,) — Hpiocm,- — H (pia) i > 0
i=1 i=1 i=1

Pour tout ¢ € [1;7], Pentier p; est premier donc p;* € N par hypothése, si bien que
k € N par produit. De ce fait,

Vk e N* k® € N*
|

IV.B.2 | Comme 2 est premier, on déduit de la définition du réel a que 2% est
un entier, forcément non nul. Par conséquent, 2% > 1 d’ou aIn 2 > 0 soit

a=>0

IV.B.3 | Dans cette question, on consideére la fonction f,: x — z.

e Si a € N, la fonction f, est polynomiale de degré « si bien que fa(
En particulier, fa(aJrl)(l) =0.

e Sia¢N ona f,((z)=ale—1)...(a+1—n)z>" #£0 pour tout = > 0 et
pour tout n € N.

atl) — .

Ainsi, «a est un entier naturel si, et seulement si,
I'une des dérivées successives de f, s’annule sur
10; +00 .

IV.C.1| Soit j € [0;n]. Comme 2 € N*, alors z + j € N* et 'on déduit de la
question IV.B.1 que f,(x + j) € N. Les nombres (—1)"77 et (?) étant des entiers,

il en découle que
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VneN

n

> (-

Jj=0

G) falz+j) €
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IV.C.2 | Soit = > 0. D’apres les calculs effectués a la question IV.B.3,
fo™ (@) =ala—1).. (a+1—n)z*"

Comme n = |a] +1 > a, alors & —n < 0 si bien que lir+n %" = 0 et donc
Tr—+0o0
liql fa™(x) = 0 par produit de limites. En outre, y, > 0 d'ott © + y, > x et
T—r+00

lim z 4+ y, = +oo d’apres le théoreme de minoration. On obtient par composition
Tr—+00

de limites

lim fa(n)(x +yn) =0

T—+00

Il est quand méme un peu abusif de parler de la limite de fa(")(x +y,) alors
que y,, qui dépend de x, n’est pas défini de maniére unique a priori. Il aurait
mieux valu mentionner le membre de gauche de I'égalité (IV.1).

IV.C.3| Posons vy = fo™ (2 + y,) pour tout z € N*.

e D’apres les résultats des questions IV.A.4 et IV.C.1, v, € Z pour tout x € N*.

e D’apres le résultat de la question IV.C.2, lim wv, = 0.
T—+00

Ainsi, (vg),cn- est une suite convergente d’entiers. Il s’ensuit qu’elle est stationnaire

et atteint sa limite. En particulier, il existe N € N* tel que v = fo ™ (N + ) = 0.
Comme N + y,, > 0, on déduit alors de la question IV.B.3 que



