Corrections COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE 1

(%) Centrale PC 2019

Déterminer les polynémes P tels que

().
(b).

(X+3)-P(X)=X-P(X+1)
P(X?) = P(X)-P(X - 1)

().

Soit P un polynéme non nul vérifiant (X + 3)P(X) = XP(X + 1). Si « est une racine de P. Alors,
(¢ +3)-Pla)=0=a-Pla+1)

En particulier, si « est non nulle, on en déduit que a+1 est également une racine de P. On peut alors distinguer plusieurs
cas :

e Si P admet une racine « non entiére, elle est non nulle et le raisonnement précédent assure que a + 1 est également
racine, elle aussi non entiére. En réitérant le raisonnement, on en déduit que a 4+ k est racine pour tout entier k et
donc que P a une infinité de racines ce qui est absurde.

e La raisonnement est identique si P admet une racine entiére strictement positive.

e Si P admet une racine entiére négative «, on peut cette fois écrire (en remplagant X par o — 1)
(a+2)-Pla—1)=(a—1)-P(a) =0

ce qui montre que si o # —2, alors a — 1 est également racine. Un raisonnement similaire au premier cas montre alors
que si o < —2, alors P admet o« — k comme racine pour tout entier k ce qui est encore absurde.

On peut donc conclure de tout ceci que P ne peut admettre que —2, —1 ou 0 comme racines. Il est donc nécessairement
de la forme

P=XX%X+1)%(X +2)7

doit (X +3)P(X)=AX*(X+1)A(X +2)7(X +3) et  XP(X+1)=\X(X+1)X +2)5X +3)

donc nécessairement a« = § = v = 1. Finalement, P = A X (X + 1)(X + 2) et réciproquement, un polyndéme de cette
forme convient.

Les polynomes vérifiant (X + 3)P(X) = XP(X + 1) sont ceux de la forme
P=AX(X+1)(X +2)

olt A est un réel quelconque.

. Dans un premier temps, on remarque que P est nécessairement unitaire (car P(X?) et P(X — 1) ont mémes coefficients

dominants que P). De plus, les seuls polyndmes constants solutions sont 0 et 1.

Supposons maintenant que P vérifie la relation et est non constant. Soit z une racine complexe de P (elle existe d’apres
d’Alembert-Gauss). Alors,

P(z?)=P(z)P(z—1)=0

donc 22 est solution. Par récurrence immédiate, la suite (22" ),ey est une suite de zéros de P. Si z est non nulle et de
module différent de 1, on a alors une infinité de racines de P, ce qui est absurde car P est non nul. Ainsi, z est nulle ou
de module 1. Remarquons ensuite que

P((z4+1)?)=P(z+1)P(z+1—-1)=P(z+1)P(2) =0
Par conséquent, (z+1)? est également racine de P, donc elle aussi de module 1 ou nulle. On en déduit que z appartient a
K=Uu{oh)n{z, [z +1]=1}U{0})

2ir/3 —2im/3

On vérifie facilement (par un dessin par exemple), que 'ensemble K est réduit aux quatre éléments 0, 1, e ete
Mais si 1 est racine, alors (1 4 1)? soit 4 est racine de qui est absurde. Donc 1 n’est pas racine, et 0 non plus car sinon
(04 1)? soit 1 est racine. Il existe donc deux entiers a et b tels que

P= (X _ e2i7r/3)a(X _ e—2i7r/3)b
et alors PX)P(X-1)=(X - eQi”/g)“(X — e’%”/?’)b(X —1-— ezi”/?’)a(X —1-— 6*2”/3)’7

et P(Xz) _ (X2 _ e2i7r/3)a(X2 _ 672i7r/3)b _ (X _ eiw/S)a(X + eiw/S)a(X _ efm/?,)b(X + efiw/:})b

Remarquons maintenant les égalités
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ei7r/3 — 621'7r/3 +1 e—iTr/3 — e—2i7r/3 +1 _ e1'7r/3 — e—2i7r/3 et _ e—iﬂ'/?) — eQiTr/?)

Pour des raisons de multiplicités, on a donc a = b et réciproquement, si cette condition est vérifiée, le polynome P
vérifie (b). Sachant que (X — e?7/3)(X — e=27/3) = X2 + X + 1, il vient

‘Les polynémes vérifiant (b) sont le polynome nul et ceux de la forme (X2 4+ X + 1)? avec p € N.

[2] (s5)

Monter que pour tout entier n, il existe un unique polynome P, € R[X] tel que

Quel est son degré ? Déterminer P,. Montrer les deux relations suivantes :

P =nP,; e P,(1-X)+(-1)""P,(X)=0

Posons v: R[X] — R[X]
P+— P(X+1)+ P(X)

Il est clair que ¢ défini un endomorphisme de R[X]. Soit P € Ker ¢. Alors, pour tout entier k,
Pk+1)+P(k)=0 soit P(k+1)=—-P(k)

d’ou par récurrence immédiate Vk € N, P(k) = (=1)*- P(0)

Si P(0) =0, alors P(k) = 0 pour tout k. Sinon, P(k+ 1) et P(k) sont de signes opposés (strictement) ce qui par théoréme des
valeurs intermédiaires assure lexistence d’au moins une racine de P dans U'intervalle |k; k + 1], la encore pour tout k. Dans les
deux cas, P a une infinité de racines donc c’est le polynome nul. Ainsi, Ker ¢ = {0}, ce qui prouve que ¢ est injectif. Pour
tout polynome @, I'équation ¢(P) = @ d’inconnue P € R[X] admet donc au plus une solution dans R[X] et en particulier pour
) = 2X" pour tout entier n.

Remarquons maintenant que R,,[X] est stable par ¢ ce qui permet de définir 'induit ¢,, par ¢ sur ce sous-espace vectoriel.
Puisqu’il s’agit d’'un endomorphisme injectif en dimension finie, @, est bien bijectif. En particulier, ’équation ¢(P) = 2X"
admet une solution dans R, [X] donc dans R[X]. On peut donc conclure

(vneN, 1P, E€R[X],  Pu(X +1)+ Py(X) =2X"]

D’aprés la preuve précédente, P, est un élément de R, [X]. Mais si P, est de degré strictement inférieur a n, alors il en est de
méme de ¢(P,), ce qui contredit 1'égalité ¢(P,) = 2X™. Ainsi,

‘ Pour tout entier n, P, est de degré n. ‘

Pour déterminer P, on peut commencer par remarquer que pour tout polynéme P, son image ¢(P) a le méme degré que P
et un coefficient dominant égal au double de celui de P. Cela démontre que P, est nécessairement unitaire pour tout entier n.
Ensuite, si 'on note Py, = X2 4+ aX + b, alors

2X? =Py(X + 1)+ P(X) = (X? 42X + 1)+ b(X + 1) +c+ X?+bX +c=2X?+2(b+ )X + (L + b+ 2c)

donc b = —1 et ¢ = 0 par unicité des coefficients d’un polynéme. Finalement
Py=X?-X

Fixons maintenant n € N. Par définition, P (X+1)+P,(X)=2X"

donc par dérivation P/(X+1)+P(X)=2nX"""

soit (iP{l) (X+1)+ (:LP,Q> (X)=2Xxn"1

- - 1 o
Par unicité de P,,_1, il vient donc — P, = P,,_; soit bien
n

‘VnGN, P;L:npn—l‘

La seconde égalité s’écrit

P,(1—-X)=—(-1)""P,(X) soit encore P, (X) = (-1)"P,(1 — X)



Corrections COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE 3

Pour la justifier, notons Q = (—1)" P, (1 — X). Il suffit de montrer que ¢(Q) = 2 X™ puisque I'équation p(P) = 2 X™ admet
P, comme unique solution. Alors,

QX +1)+Q(X)

(=D)"Pu(1 = (X + 1)) + (=1)" P (1 = X)
(=) [Po(14 (X)) + P (—X)]

(=D [2(=X)"]

2X7L

QX +1)+Q(X)

ce qui permet de conclure que Q = P,, puis

(¥neN,  P.(1-X)+(-1)"""Py(X) =0]

(%) X PC 2014

Soit E un espace vectoriel et F7, F> deux sous-espaces vectoriels différents de E. Peut-on avoir Fy U Fp, = E7?

Raisonnons par I’absurde en supposant que E = F; U F5 et commengons par justifier que Fy; C Fy ou Fy C Fy. Supposons par
exemple que F; n’est pas inclus dans Fy. Il existe alors x € F tel que x ¢ F,. Considérons alors y € Fy. Alors,

r+ye F=FUFy donc dz e F1 U Fy, r+y==z

Si z € Fy, alors on peut écrire x = z — y avec z,y € Fy et donc x € F; ce qui est contraire aux hypothéses. On a donc z € F}
et par suite, y = z — x avec z,x € I} et donc y € Fy. Ceci étant vrai pour tout y, on a Fy C Fy. Par suite, [} UFy, = F} = F
ce qui est absurde car on a supposé que Fj était distinct de E. Le cas ot F5 n’est pas inclus dans Fj est similaire en montrant
dans un premier temps que F; C F5. Pour conclure,

‘ Si Fi et F5 sont deux sous-espaces vectoriels distincts de E, alors Fy; U Fy # E. ‘

(+)

Soit E un espace vectoriel et f, g deux symétries telles que Ker (f — I;) = Ker (g — I4). On pose h =go f — I,.

(a). Exprimer h comme combinaison linéaire de f et g (on pourra comparer Im (f + 1) et Ker (g — I)).

(b). En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que f et g commutent.

(a). Soit x € Im (f + I). Alors, il existe a € E tel que = f(a) + a. Par suite,
flx)=f*a)+ fla)=a+ fla) =2  dot  x€Ker(f— 1)

Par hypothése, on a donc x € Ker (g— 1) d’ou Im (f + 1) C Ker (g—1I4). On en déduit aussitot que (g—Ig)o(f+14) =0
soit en développant

lh=gof—1l.=f—y¢]

(b). Si f et g commutent, on a h = fog— I;. Par symétrie des rdles, on prouve de la méme maniére que h = g — f. Au final,
f—9=g— f donc f = g. Réciproquement, il est évident que si f = g, les deux endomorphismes commutent.

‘Si Ker (f —I;) =Ker (g — 1), f et g commutent si et seulement si f = g.

(s5)

On consideére ¢: R[X] — R[X]
P+—— P —XP

)

). Déterminer la parité de ¢(P) en fonction de celle de P.

(c). Montrer que pour tout entier n, X2"*1 est dans I'image de .
)

. On pose pour tout entier ¢, U, = ¢ (X2‘1+1) et F' = Vect {U,, ¢ € N}. Montrer que pour tout entier ¢ > 1, il existe un
réel 1, tel que X279 — y, € F.

(e). Prouver que Im ¢ = Vect { X?"*1, n € N} @ Vect { X% — 11y, g € N*}
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(a).

Il est clair que ¢ est un endomorphisme par linéarité de la dérivation et de la multiplication par un polynome. Etant
donné P € K[X] non nul, on a

deg P' < deg XP =degP +1 d’ou degp(P) =degP +1

Cette relation assure notamment que ¢(P) est non nul lorsque P est non nul d’ot U'injectivité de ¢, mais également que
Im ¢ ne contient aucun polynéme constant autre que 0, d’ott la non-surjectivité de ¢.

‘L’application  est linéaire, injective et non-surjective. ‘

n
. Si P est pair, il sécrit P = Y ap X?* de sorte que

k=0

o(P) =Y (2k)ar X2 =1 — 37 X?FF1 est impair
k=1 k=0

De la méme maniére, on prouve qu’un polynéme impair a une image paire.

‘Un polynéme pair (resp. impair) a une image impaire (resp. paire) par ¢. ‘

. On procéde par récurrence sur n. Pour n = 0, il suffit de constater que X = (—1). Si n est un entier tel que X"+ ¢

Im ¢, on a alors
P(X?2+2) = (2n + 1) X2+l — X203 soit X283 = (X2 H2) — 2n+ )X € Im

Le principe de récurrence prouve donc que

‘Pour tout n € N, X2"+! € Im o. ‘

. A nouveau, on effectue une récurrence sur ¢ € N*. Pour ¢ = 1, on remarque que U; = ¢(X) = 1 — X2, 1l suffit donc de

poser p1 = —1 pour avoir X2 — iy = —U; € F. Puis, étant donné ¢ € N* et p, tel que X7 — i, € F, on écrit de méme
o(X2Fh) = (29 + 1) X270 — Xx?2a+2 d’out X292 4 (24 Dpg = —Ugrr — (2¢+1) [X?7 — py] € FeIm ¢

11 suffit donc de poser g1 = (2g + 1)p4 pour valider la propriété au rang ¢ + 1. Finalement, par récurrence,

‘Pour tout ¢ € N*, il existe un réel y, tel que X?4 — u, € F. ‘

. Il suffit de montrer que la famille F = {X2"+1, n e N} U Vect {qu — Mg, q € N*} est une base de Im . D’aprés ce

qui précéde, il s’agit déja d’une famille d’éléments de Im ¢. De plus, les polyndémes sont de degrés deux a deux distincts
donc cette famille est libre. Reste & montrer le caractére générateur.
d

Soit @ € Im ¢ que I'on note Q@ = Y ax X*. On écrit alors
k=0
Ld/2] L(d—1)/2]
Q = Z a2kX2k + a2k+1X2’“+1
k=0 k=0
Ld/2] on [(d—1)/2] _— Ld/2]
= Y ao [XP -]+ Y app X4 A2k fik
ld/2)
Puisque @ € Im ¢ de méme que X2¥ — py, et X251 pour tout k, on en déduit que le polynéme constant > aoxfix
k=0

appartient également a Im ¢. Mais on a vu a la question (a) que le seul polynéme constant de l'image est le pglynéme
nul. Ce terme est donc nul ce qui prouve que ) est bien combinaison linéaire d’éléments de F. C’est finalement une base
de Im ¢ ce qui permet de conclure.

Im ¢ = Vect {X?"* n e N} & Vect { X?7 — iy, q € N*}

[6]

() Mines PC 2014

Soit E un espace vectoriel, ¢ : E — K une application linéaire et f € L(F). On note H = Ker . Justifier I’équivalence

H stable par f <= I\ ek, pof=Ap

Soit © € H = Ker ¢. Alors p(z) = 0 donc p o f(x) = Af(z) = 0 soit ¢(f(z)) = 0. Par suite, f(z) € Ker ¢ = H ce qui
prouve bien que H est stable par f.
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Si ¢ est nulle, le résultat est évident : il suffit de prendre n’importe quel réel A\. Supposons donc ¢ non nulle. Alors, H

est un hyperplan de E. Notons a un élément qui n’appartient pas & H de sorte que F = H & m et ¢(a) # 0. Sous réserve
d’existence de A, on a

wo fla) = Ap(a) d’ou A=

Vérifions maintenant que ce réel convient. Soit x un élément de E. Il existe h € H et a € K tels que x = h + aa. Dés lors,

p(r) =apla) et pof(x)=e(f(h)+ap(fl(a))
Puisque H est stable par f, f(h) € Ker ¢ et donc

po f(x) = ap(f(a)) = Aap(a) = Ap(x)

Ceci étant vrai pour tout réel z, on a bien ¢ o f = Ap.

()
Soit f, g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E. Montrer les équivalences de

(i) fogeglE)

(ii)  f surjective, g injective, E = Ker f & Im g

(iii) f surjective, g injective,Im (go f) =Im ((go f)?) et Ker(go f) =Ker ((go f)?)

(i) = (ii) | Soit y € E. Puisque f o g est surjective, il existe © € F tel que y = (f o g)(x) soit y = f(g(x)). Ainsi, f est

surjective.

Soit € Ker g. Alors g(x) = 0 donc (f o g)(x) = 0. Puisque f o g est injective, on en déduit que x = 0. Ainsi, Ker g = {0} et ¢
est injective.

Soit maintenant € Ker f NIm g. Alors f(x) = 0 et il existe a € E tel que = g(a). En composant, il vient (f o g)(a) =0
donc a = 0 par bijectivité de f o g et donc = g(a) = 0. On a bien Ker f NIm g = {0}.

Pour finir, soit z € E. Alors en notant h = (f o g)~!, on a

fl@—=(gohof)(x))=flx)=[(fog)eho fl(z)=f(z) - fz) =0

On peut donc écrire x=[x—(gohof)(z)]+(gohof)(x)

eKer f €lm g

ce qui justifie finalement que E = Ker f @ Im g. On peut conclure

‘f est surjective, g est injective et £ = Ker f & Im g. ‘

(ii) = (iii) | Les inclusions Im (g o f)2 C Im (g o f) et Ker (g o f) C Ker (g o f)? sont évidentes.
Soit € Im go f. Il existe a € E tel que x = (go f)(a). On peut alors écrire a = b+c avec b € Ker f et ¢ € Im g. Alors f(b) =0
et il existe d € F tel que ¢ = g(d). Enfin, par surjectivité, il existe e € E tel que d = f(e). Finalement,

x=g(f(0) +9(f(g(fle)) = (9o f)*(e)
Cela valide I'inclusion Im (g o f) C Im (g o f)%.
Soit maintenant x € Ker (g o f)2. Alors g(f(g(f(x)))) = 0 d’ott f(g(f(x))) = 0 par injectivité de g. Ainsi, g(f(z)) € Ker f.
Mais il est clair que cet élément appartient aussi & Im g. Comme Ker fNIm g = {0}, il vient g(f(x)) = 0 soit « € Ker (g o f).
On a bien établi

[Im(go f)=Tm(go f)* et Ker(gof)=Ker(gof)?|

(iii) = (i) | Soit = € Ker (f o g). Par surjectivité de g, il existe a € E tel que = f(a). Alors, (fog)(x) =(fogo f)(a) =0
puis en composant par g, (g o f)%(a) = 0. Par hypothése, il s’ensuit que (go f)(a) = 0 et g étant injective, que f(a) = 0 soit
x = 0. Ainsi, Ker (f o g) = {0} donc f o g est injective.

Soit maintenant y € E. Il existe a € E tel que y = f(a). Alors, (g o f)(a) € Im(go f)? donc il existe b € E tel que
(90 )(a) = (g0 /)*(5). Puisque g est injective, il vient f(a) = (f o.go f)(B), soit y = (f 0 g0 £)(b) = (f 0 g)(f(b)). Cela prouve
la surjectivité de (f o g). Ainsi,

‘ (f o g) est bijective. ‘

(%) Mines PC 2011
Soit @ : P +—— P(X + 1) — P(X) dans R[X].

(a) Montrer que ® est un endomorphisme de R[X] et calculer ®™(P) pour tout entier n et tout polynome P.
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n
(b) Calculer pour tous entiers n et p avec p < n la somme kZO(Z) (—1)kkP.

(a) Lalinéarité de ® est évidente compte tenu de celle de P — P(X+1). Un calcul rapide montre que pour tout polynéme P,
P2(P) = P(X +2) —2P(X +1) + P(X) et ®3(P)=P(X +3)—3P(X +2)+3P(X +1) — P(X)

On reconnait une formule du type binéme de Newton. Une preuve classique sur n utilisant les propriétés habituelles des
coefficients binomiaux montre que

VneN, VPeK[X], &"(P)= kijo(—l)”*k(z)P(X k)

(b) Commengons par remarquer grace au résultat précédent que

S (1) (— 1)k = (87(X7)) (0)

k=0

Déterminons par conséquent ®"(X?) en commencant par étudier d”.
11 est clair que ®(1) = 0. Par ailleurs, pour tout p € N*,

o) = (x4 - xv = (£ ) - xe =T )

11 s’ensuit que ®(X?) est de degré p — 1 et de coefficient dominant (2’) c’est-a-dire p. Par linéarité de ®, on en déduit
que pour tout polynéme P de degré p > 0 et de coefficient dominant a,, son image ®(P) par ® est de degré p — 1 et de
coefficient dominant p a,. Un polynéme constant est pour finir dans le noyau de ®.

Une récurrence immédiate permet ensuite de montrer que si P est un polynéme quelconque de degré p et de coefficient
dominant a,, alors ®"(P) est de degré p —n et de coefficient dominant p(p —1)--- (p —n+1) a,, tant que n < p, et que
®™(P) est nul sinon.

En appliquant ce résultat au polynéme P = XP, il vient immédiatement
Vn>p, O"(XP)=0 et " (X™) =nl

On en déduit aussitdt la valeur cherchée.

n

Vn>p, S (=D)"FQ)EP =0 et fj (=) F(P)k" = n!
k=0 k=0

9] (+)

Soit A I’élément de M,,(R) dont tous les éléments diagonaux sont égaux a a et tous les autres coefficients égaux a b.

(a). Calculer A%. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que cette matrice soit inversible. Déterminer alors
son inverse. Application pour a =0 et b = 1.

(b). Calculer A™ pour tout m € N.

Notons J la matrice dont tous les coeflicients sont égaux & 1. Alors
A=(a—0b)I,+bJ

Puisque J et I,, commutent, on peut appliquer la formule du bindme ce qui donne pour tout p € N

A™M = in: (7]:)1) (Cl _ b)kbm_k,]m_k

On peut alors remarquer que J2 = nJ d’oit par récurrence immédiate, J* = n*~1.J pour tout k& > 1. Ainsi,

A™ = (a—b)™I, + (7:2_3:(’,;‘)((1 - b)kbm—knm—k—1> J
soit A™ = (a—b)"I, + % [((a—b) +nb)"™ — (a—b)™] J

On remarque alors que I,,, A et A2 appartiennent a ’espace de dimension 2 engendré par I, et J. Elles sont donc liées.
Précisément,
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A? = (a—b)%I, + [2b(a — b) +nb?| J
= (a —b)%I, + (2a — 2b + nb) bJ
A% = (a—b)%I, + (2a — 2b+nb) [A — (a — b)1,)]

et finalement A[A—(2a—=2b+nb)I,)=(b—a)(a+ (n—1)b)I,
Sib—aeta+ (n—1)bsont non nuls, on en déduit aussitot que A est inversible d’inverse

1
(b—a)(a+(n—1)
Si en revanche a = b, il est clair que A est de rang 1 donc non inversible, et si a + (n — 1)b = 0, il en est de méme puisqu’alors
le vecteur *(1,1,...,1) est un élément non nul de Ker A.

Al = (A—(2a—2b+nb) I,,)

’ A est inversible si et seulement si (b —a)(a + (n —1)b) # 0. ‘

En ce qui concerne le cas particulier a = 0 et b = 1, on a donc A inversible et

0 1 - 1\ " 2-n) 1 .- 1

1 ! 1

U | n—1 : . . 1
1 -+ 1 0 1 1 (2—-n)

(0
Une matrice M est dite magique si la somme sur chaque ligne, chaque colonne et chaque diagonale est la méme. On la note
alors s(M).

On note E l'ensemble des matrices magiques de taille 3, Fy ’ensemble des éléments M de E tels que s(M) = 0. Pour finir, on
note J la matrice dont tous les éléments sont égaux a 1.

(a). Montrer que E et Ej sont des sous-espaces vectoriels de M3(R).
(b). Déterminer Ey N S3(R) et Eg N A3(R).
(c). Montrer que F = Ey @ Vect {J} et Ey = EoN S5(R) @ Ep N A3(R). En déduire la dimension de E.
(d). Déterminer toutes les matrices de taille 3 dont les coefficients sont les entiers de 1 & 9.
(a). Evident.
(b). Soit A un élément de Ey N S3(R). On note
a+b+c=0
a b c b+d+e=0
A=1b d e d’ou c+e+f=0
c e f a+d+f=0
2c+d=0

On procéde par pivot de Gauss en éliminant successivement les variables a, b, ¢, d dans les égalités, puis en remontant le
systéme triangulaire obtenu. Les systémes successifs deviennent

a+b+c=0 a+b+c=0 a=—f
b+d+e=0 b+d+e=0 b=f
c+e+f=0 c+e+f=0 c=
—b—c+d+f=0 d+e+f=0 d=0
2c+d=0 e+ f=0 e=—f
-1 1 0
Au final, Ey N S3(R) = Vect 1 0 -1
0o -1 1
0 a b
De la méme maniére, on notant [ —a 0 ¢ | un élément de Ey N A3(R), on trouve
-b —c 0
0 1 -1
EO N A3 (R) = Vect —1 0 1
1 -1 0
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(c). Par définition, Ej est le noyau de la forme linéaire définie sur E qui & M associe s(M). Puisque J n’est pas dans ce
noyau, on a immeédiatement F = Ey @ Vect {J}.
Soit maintenant M un élément de Fy. On sait que 'on peut écrire
M+tM M—tM
M = Sy + Apnr avec SM:%GS;J,(R) et AM:TEAg(R)
Mais puisque M est magique, il est clair que *M puis Sy et Axr le sont. Cela justifie que Ey est bien la somme de
Ep N S5(R) et By N A3(R). L’intersection de ces deux espaces étant réduite a {0} (car S3 N As = {0} ou encore via la
question (b)), il vient

| E = (Eo N S5(R)) @ (Eo N A3(R)) © Vect {J} |

Ces trois espaces étant de dimension 1 chacun, F est de dimension 3 et une base de E est donnée par J et les deux
matrices de la question (b).

(d). Soit A un élément de M dont les éléments sont les entiers de 1 & 9. D’aprés ce qui préceéde, il existe trois réels «, S et v

tels que
—B+7 a+B+y  —aty
A=|—-a+8+7y v a—p+y
aty —a—-B+y  f+y

La somme de tous les éléments de la matrice est alors égale a 45 mais aussi a 3s(A4). On en déduit que s(A) = 15 d’ou
3y = 15 puis v = 5. Cherchons maintenant la place du 9 et du 1. Supposons que 9 soit « en haut a gauche ». On a alors
[ = —4 et la matrice est de la forme
9 a+l SH—-«
—a+1 5 a+9
a+d —a+9 1

de sorte que quel que soit le choix de o non nul, la matrice comporte un coefficient supérieur a 9 a 'emplacement (2, 3)
ou (3,2). Si « est nul, la matrice n’est pas non plus de la forme voulue. En raisonnant de la méme maniére pour les 3
autres « coins », on constate que le coefficient 9 ne peut étre qu’aux emplacements d’indices (1,2), (2, 1), (2,3) et (3,2).
Supposons maintenant que 9 soit « en haut au milieu ». On a alors a4+ 3 = 4 et en notant § = QT_ﬂ, onaa=2+/Jet
S =2 — 6 et la matrice est de la forme

3+0 9 3-90

5—20 5 5420

T+6 1 T7-96

On constate alors immédiatement sur cette forme que seuls 6 = 1 ou § = —1 conviennent. Un raisonnement similaire
lorsque 9 est dans les autres emplacements (2,1),(2,3) et (3,2) montre que les matrices magiques de taille 3 dont les
éléments sont les entiers de 1 a 9 sont les 8 éléments

4 9 2 2 9 4 2 7 6 4 3 8
3 5 7 7 5 3 9 5 1 9 5 1
8 1 6 6 1 8 4 3 8 7 6
6 7 2 8 3 4 6 1 8 8 1 6
1 5 9 1 5 9 7 5 3 3 5 7
8 3 4 6 7 2 2 9 4 4 9 2
(++)
Soit A = (ai,5)i,je[1;n] une matrice réelle d’inverse B = (b; j); je[i;n] telle que
Vi,j S [[l;ﬂ]] s Qj,j >0 et bi,j >0

Montrer que A a un et un seul élément non nul par ligne et par colonne.

Fixons ¢ € [1;n]. La ligne L; de A comporte au moins un coefficient non nul, sans quoi A ne pourrait étre inversible. Notons
a;i,o, ce coefficient. Alors, pour tout j # ¢,

n
(AB)ij = > airbr; =0
k=1

On a ici une somme de termes positifs dont la somme est nulle donc tous les termes sont nuls. Notamment, puisque a; ,, # 0,
cela impose b, ; = 0. Par suite, b, ; est le seul coefficient éventuellement non nul de la ligne L, de B.

Justifions maintenant I'unicité du coefficient non nul a; ., de la ligne L; de A. Par I’absurde, si on suppose qu’il en existe un autre
a; y,, le méme raisonnement montre que la ligne L,, de B ne comporte également que b, ; comme coefficient éventuellement
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non nul. On peut alors remarquer que les deux lignes L,, et L,, sont colinéaires, ce qui contredit I'inversibilité de B. Par suite,
le coefficient non nul a; , de la ligne L; de A est unique.

Résumons : on a justifié que si A est inversible a coefficients positifs et d’inverse également a coefficient positifs, alors chaque
ligne de A a un unique coefficient non nul par ligne. Si on applique ce résultat a *A d’inverse ‘B qui vérifient ces mémes
hypotheéses, on en déduit que cette propriété sur les lignes de A est également vérifiée par ses colonnes.

‘La matrice A a exactement un coefficient non nul par ligne et par colonne.

(+%)
Soit A € M3, (K) telle que A3 = 0 et rg A = 2n. Montrer que Im A% = Ker A, puis que A est semblable & la matrice par blocs :

0 I, O
0 0 I,
0 0 O

Commencons par remarquer que puisque A% = 0, on a Im A? C Ker A et d’aprés le théoréme du rang,
dimKer A=3n—-rg A=n

Par suite, rg A% < n. Appliquons maintenant le théoréme du rang a la restriction de A a4 Im A. Le noyau de cette application
est égal & Im AN Ker A, et son image n’est autre que Im A? si bien que

dim(Im ANKer A) +1g A2 =rg A d’out rg A2 =1g A—dim(Im ANKer A) >rg A—dimKer A=n

Par encadrement, on a donc rg A2 = n et par inclusion et égalité des dimensions, Im A2 = Ker A.

Considérons donc une base (e1, ..., e,) de Im A2. Il existe donc des vecteurs (g1, ..., g,) tels que A%g; = e; pour tout i € [1;n].
On pose alors f; = Ag; pour tout i et on note B la famille (e1,...,en, f1,..., fn, 915, gn). Il ne reste plus qu’a justifier qu’il
s’agit d’une famille libre de K3”, et donc d’une base de K", pour conclure car alors la matrice dans cette base sera de la forme
voulue.

Etant donnés (\;)iei;3n] tels que

Ater + o+ Apen + A1 i+ Ao S+ Aant1g1 + o+ Azngn =0
on obtient en multipliant par A et A? les relations
Ang1er + o+ Aapen + Aopg1fi+ -+ A3 fan =0 et Aongi€1 + -+ Azpep, =0

La liberté de la famille (eq,...,e,) assure successivement la nullité de Aoyq1,..., Asp, PUiS A\pi1,..., Aoy et enfin Aq, ..., A\,.
On peut donc conclure :

Les espaces Im A2 et Ker A sont égaux et il existe une base
de K®” dans laquelle la matrice de A est de la forme

0 I, 0
0 0 I,
0 0 0
(%) Mines PC 2008

Soit A € M,,(R). Déterminer le rang de endomorphisme M — AM de M, (R).

Méthode 1 : Notons 7 le rang de A. Alors, il existe deux matrices inversibles P et @ telles que A = PJ,.Q ou J, est la
matrice dont les r premiers coefficients diagonaux valent 1 et tous les autres sont nuls. Dés lors, on peut remarquer qu’en notant
wA:Mr—— AM, on a

PA=PPOPLJ. CPQ

Les endomorphismes ¢q et ¢p sont bijectifs, d’inverses ¢g-1 et ¢p-1 donc ils ne modifient pas le rang de ¢, . Pour déterminer
de dernier, on remarque que Im ;. est 'ensemble des matrices dont les n —r derniéres lignes sont nulles. Ainsi, le rang de ¢,
est égal & la dimension de cet espace soit nr ou encore nrg A. Au final,

‘Le rang de M —— AM est égal a nrg A. ‘

Meéthode 2 : Déterminons Pour tous (i,5) € [1;n], on a

o(Eij) = ( Y apg Ep,q) Eij= Y apqdqiEp;= Zlap,i Ep;
=

1<p,g<n 1<p,g<n

Cette égalité assure que la matrice de p respectivement a la base canonique ordonnée dans le sens
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Can= (Ey1,FE21,....,Eni1,E12,...,Eno, ..., Eyny)

A (0)
est de la forme Matcan(p) =
(0) A

Si I'on note r le rang de A, alors ses vecteurs colonnes engendrent un espace de dimension r. Il est alors clair que ceux de A
engendrent un espace de dimension n - r. Par suite,

‘Le rang de M —— AM est égal a nrg A.

() Centrale PC 2008
Soit a € N, > 2.

(a). Justifier I'existence et 'unicité d’une suite (ay)ren telle que pour tout entier p,

(1+x)1/a :0a0+a1x+~~+ap'mp+o(xp)

r—r
Déterminer cette suite.
p
Soit p € N fixé. On note P = > ap X*
k=0

(b). Montrer que P® — 1 — X est divisible par X?P*1.

(c). Soit A € M, (R) nilpotente. Montrer qu’il existe B € M, (R) telle que A + I,, = B“.
(d). Soit A € M, (R). Existe-t-il nécessairement une matrice B € M, (R) telle que B* = A?

(a). L’application z — (1 +2)"/* est de classe C> sur I = |—1; +oo[ donc elle admet un développement limité a tout ordre
en tout point de I (notamment en 0) et ce dernier est unique. Précisément au voisinage de 0, on a pour tout entier p

1 1P
(1+$)1/a 1+ —z+---+ 11 <f_k)7'_~_0(xp)
a k=0 ‘v p!
(b). Par définition, on a (14 2)* = P(z) + o(zP)

En élevant ce DL a la puissance «, il vient puisque P(z) = O(1) au voisinage de 0,
142 = (P(x)+ o(zP))* = P(x)* + o(aP) soit P(x)* —1—2 = o(xP)

Un polynéme non nul étant équivalent en 0 & son terme de plus petit degré, on en déduit que P* — 1 — X est soit nul,
soit de la forme a, X" + - -- a4 X% avec r > p + 1. En particulier,

‘Pa — 1 — X est divisible par XP*1!. ‘

(c). Il suffit de poser B = P(A), P étant défini comme dans la question précédente avec p tel que AP = 0. On sait qu'’il existe
Q € R[X] tel que P¥ — 1 — X = QXP*+! et ainsi

B*=PA)*=1,+A+Q(A)APT =1, + A

‘Il existe B € M,,(R) telle que B* = I,, + A.

(d). Il suffit de prendre A réelle de déterminant négatif et a entier pair. S’il existait B tel que B* = A, on aurait notamment
(det B)® = det A mais (det B)* > 0 ce qui est absurde. Ainsi,

’ Il n’existe pas nécessairement B telle que B* = A pour une matrice A arbitraire dans M., (R). ‘

() Petites Mines PC 2019

Soit A € G£,(R) telle que A+ A1 =1,

Calculer A* 4 A% pour tout entier k ot I'on note A=F = (A_l)k.

En élevant ’égalité au carré, il vient

10
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A2 421, + A2 =1, soit A2 4+ A2 =1,
En multipliant cette égalité par la premiére, il vient

—I,=(A+A7") (A4 A4 ) =4+ A+A14+473

et donc A3+ A3 =-2],
Montrons par récurrence sur k que pour tout entier k, il existe un réel ay, tel que A* + A=F = qy, I,,.
e La propriété est vraie jusqu’au rang 3 avec a9 =2, a1 = 1, ap = —1 et ag = —2.
e Supposons la propriété vraie au rang k > 3. Alors, d’une part
(AR + AF) (A4 A =ap I, - I, = ay I,
et d’autre part

(Ak—‘,-A*k) . (A%—A*l) :AkJrl_'_Af(kH) _,’_Akfl_kAf(kfl) — Akt +A7(k+1) +ap_1 1,

soit AR A — (ay, —ap ) I,

11 suffit donc de poser ax41 = ap — ap—1 pour obtenir la relation souhaitée.

Par récurrence, on en déduit donc que Vk € N, AF AR = I,
ou la suite (ax)ren est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 définie par

agp =2 a; =1 et Vk € N, Qfto = Qk+1 — Of
L’équation caractéristique de la récurrence est donnée par

rP—r+1=0

1 V3

de racines ry = 5 +1 > = eim/3 et ro =77 = e i7/3

Il existe donc deux complexes A\ et u tels que
Vk € N, ap = NehT/3 4y emikT/3
Les valeurs de la suite pour k£ = 0 et k = 1 donnent le systéme
At p=2 . Ae™ /3 — eim/3) = 2e=im/3 — 1
{ Nel™/3 4 peim/3 =1 dou { p(e=i/3 — ein/3) = 1 — 2¢im/3

soit aprés simplifications A=pu=1
. ikm/3 —ikm/3 km
Finalement vk e N, ap =e +e = 2cos 3
k —k km
et donc vk e N, AF 4+ A7F = 2cos 5 I,

(+)

Calculer le déterminant de la matrice de taille n et de coefficient d’indice (i, ) égal a |i — j|.

On commence par supposer 1 > 3. Notons A = (|i — j|)1<i,j<n. Alors

0 1 2 - (n-1)
) . . . .
detA=| o 9
(n—-1) -+ 2 1 0

On commence par ajouter la derniére ligne a la premiére. On obtient

11
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(n-1 (n-1) (n—-1) -+ (n—1) 1 11 - 1
1 0 1 (n—-2) 1 0 1 - (n—2)
detA=| 2 Col=m-1)] 2 :
: - . - 1 : LT 1
(n—1) - 2 1 0 (n—1) - 2 1 0

Dés lors, il suffit d’appliquer les opérations élémentaires L; «— L;—L;_1— Ly pour i décroissant de n a 3, et enfin Ly +— Lo— 14
pour étre ramené & une matrice triangulaire supérieure, précisément,

1 1 r -1
0 -1 % - %
detA=(n—1): . =2
P P
0 -+ - 0 -2
Finalement, ‘detA =—(n—1)(-2)"2 ‘

On remarquera pour finir par un calcul élémentaire que la formule reste vraie pour n =1 ou n = 2.

(+)

Soit a,b € K et n > 2. Calculer le déterminant de la matrice de taille n suivante :

1 1 -« o1

a b 0 0
A,=10

0

0 0 a b

b 0 - -0 | |

a b 0 0 e b .
detA, =0 . . H—alg

: . . . 0 . ... ,.. ..' 0

o --- 0 a b 0 ... 0 0 b

ou les matrices sont cette fois de taille n — 1. On a donc la relation de récurrence, en notant A,, = det A,, et par convention

A = (1),
Vn > 2, A, =b""1—aA,_4
Lorsque a = 0, on obtient directement A,, = b"~1. Sinon, si I'on note §,, = A,,/(—a)", cette relation se réécrit
1 —b n—1
22 Gy -G = ()
a a
En sommant cette relation, on obtient finalement par téléscopage,
k-1
12 /—b
Q=2

Or, le terme 07 est égal & —1/a donc finalement,

n b k-1 n—1
det A, = (—a)"" 1t () = Y bF(—a)r 1k
k=1 \ @ k=0
() Mines PC 2019
Soient a1, as, ..., a, des complexes et w = %™/ On note P = a; + asX + -+ + a, X" et on définit les matrices

12
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aq ag as s Ay 1 1 1 L 1
G 1 w w? cee Tl
2 4 . 2(n—1)
A = a et M — 1 w w w
3
as : : - a2 1 w1 2(n-1) w172
a2 as LR (07% ay

Calculer AM et en déduire det A. On exprimera le résultat a I'aide de P.

Commengons par remarquer que pour tous i,j € [1;n],

Qi_;u1 S1j>1 ) .
A= j—i+ J ot M;; = wE=DG-1)
’ Apyj—it1 Sinon ’

Rappelons également que w™ = 1. Par produit matriciel, pour tous ¢, € [1;n],

(A-M);j = > Ai My,
k=1

i—1 . n .
= Z an+k7i+1w(k_1)(]_1) + Zakfl?i»lw(k_l)(]_l)
k=1 k=1

Effectuons les changements de variable p = n+ k —i 4 1 dans la premiére somme et p = k — i+ 1 dans la deuxiéme. On obtient

n . . n—i+1 ) )
(A-M); = > a wPpTi—n=2)(G-1) 3 apw(p+z—2)(1—1)
p=n—i+2 p=1
Notons ensuite que wPti—n=2)G-1) — ,(p-1(-1) . ,GE-1)(G-1) . (wn)j—l

= w(p_l)(j_l) . w(i_l)(j_l)
wpti—n=2)(G-1) — ,(p+i=2)(j-1)

ce qui permet de rassembler les deux sommes en une :

(A- M), = 3 aye®-D0-D . ,(-DG-1) = P (w™1) - w061
p=1

Pour résumer, Si 'on note C1, ..., ), les colonnes de la matrice M, alors

(A-M)= [P(l) -C1, P(w) - Cy,...,P(w"1)- Cn]

Par multilinéarité du déterminant, on peut donc en déduire que

det(A- M) = P(1)- P(w)--- P(w" 1) - det[Ch,...,Cp] = P(1) - P(w)--- P(w" ') det M

Or, det(A- M) =det A-det M

n—1

et M est une matrice de vandermonde associée a la famille des n racines de 'unités 1,w,...,w qui sont 2 & 2 distinctes.

Elle est donc inversible et son déterminant non nul. En simplifiant par det M, il vient pour finir

det A= P(1)- P(w)--- P(w" ) = 11 P(w")

Remarque : L’allure de A - M se visualise beaucoup plus facilement sur un dessin, ce qui peut suffire le jour de I'oral. Une
autre solution (plus classique) pour calculer le déterminant de A consiste a remarquer que A se décompose en

A:alln+a2']+"'+an—1']n_1

0O --- --- 0 1

1 . 0 0
ou J est la matrice circulante définie par J=1p

o --- 0 1 0

et utiliser ensuite la diagonalisabilité de cette derniére : son polynome caractéristique est X” — 1 qui est scindé a racines simples
et ses racines sont les racines n-iémes de 'unité.

(+)

13
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Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, u € FE et ¢ : E — K une application linéaire. On définit f : © — ¢(z)u.
Montrer que det (Iz + f) =1 4 ¢(u).

Si uw est nul, alors f est nulle et le résultat est évident. On suppose donc u non nul et on compléte {u} en une base B =

{u,e9,...,e,} de E. La matrice de I; + f dans cette base est alors donnée par
L+o(u) wlea) -+ - plen)
0 1 0 - 0
Matg(p) =
: " i 0
0 B | 1

On reconnait une matrice triangulaire supérieure dont le déterminant est égal au produit des éléments diagonaux. Ainsi,

‘det([d + f) = det Matg(p) =1+ ¢(u) ‘

()

(a). A Tl'aide du calcul du déterminant d’une matrice triangulaire par blocs, montrer que

VA, B € M, (C),  det (g f;) — det(A + B) det(A — B)
A B C
(b). Généraliser adet | C A B | avec A, B,C quelconques dans M, (C).
B C A

(a). Notons M € My, (K) la matrice de I’énoncé. On effectue les opérations élémentaires L;y,, <— L;in + L; pour tout
i € [1;n]. Ainsi,

A B
dethdet<A+B A—l—B)
Aprés quoi, on effectue les opérations C; «— C; — C;1,, et on a
A—-B B
detM:det< 0 A+B>

On est ramené & un déterminant de matrice triangulaire supérieure par blocs, ce qui permet de conclure

A B
det (B A) = det(A + B)det(A — B)

(b). On note N € Ms,(K) la matrice de I’énoncé. Effectuons dans un premier temps les opérations élémentaires C; <—
Ci + Ciyn + Citapn pour tout i € [1;n], En notant D = A+ B + C, cela donne

D B C
detN=|D A B
D C A

On peut alors retrancher la ligne L; & L;, et L; o, pour tout ¢ € [1;n]. Ainsi,

D B C
detN=|0 A-B B-C
0 C-B A-C

On va maintenant chercher a annuler par opérations élémentaires le bloc d’indice (3,2). Notons j = exp(2in/3) de sorte
que 1+ j + j2 = 0. On effectue les opérations C; +— C; — j?L; 4, pour i € [n+ 1;2n], puis L; +— L; + j2L;_,, pour
i € [2n + 1;3n]. 11 vient successivement

D B - j2C C D B — j*C C
detN=1|0 A+jB+j?C B-C|=|0 A+jB+j%C B-C
0 —j2A-B—-jC A-C 0 0 A+ 3j2B+jC

Cette derniére forme étant triangulaire supérieure par blocs, on peut conclure :

A B C
C A B|=det(A+ B+ C)det(A+jB+ j2C)det(A+ j2B + jO)
B C A

14
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(+%)

Soit P € K[X] de degré n > 1. Montrer que la famille (P(X), P(X +1),...,P(X 4+ n)) est libre dans K[X].

Soit « un réel arbitraire et p € N. Appliquons la formule de Taylor pour P entre x + b et x 1l vient

n P (z
Ple+p) = 3 Ty
k=0 :

Cette égalité étant valable quel que soit x, on en déduit ’égalité polynomiale

n k
VpeN, PX+p) =3 %P(’“)
k=0 "v:

Or, la famille B = (P,P’,..., P™) est échelonnée en degré donc c’est une base de K, [X] et la matrice de la famille F =
(P(X),...,P(X 4+ n)) dans cette base est

1 1 . e 1
ot 1! ol ...t
Matg(F) = | 0% 1%/2 22/2 - n?/2
0" 1%/n! 2%/n! ... n"/n!
Par multilinéarité, son déterminant se raméne & un déterminant de Vandermonde. En effet,
1 | P |
ob 1t 2t ... pl
1 2 42 92 2 - _H_< — 1)
detMatB(]-'): — 0 1 2 e :%:1
L IT &
k=1 S : S Pt
or 1 on . nn

Puisque son déterminant est non nul, il vient d’aprés le cours que

La famille (P(X),..., P(X 4+ n)) est libre. ‘

@ () Mines PC 2008
Soit M € M,,(R) de vecteurs colonnes C4,...,C,. On définit M’ de vecteurs colonnes C1, ..., C) définis par

vie[Lin], Ci=3C;
i

Exprimer le déterminant de M’ en fonction de celui de M.

Notons J = > C;. Alors, det M' = det[J — C1,...,J — )]
k=1

On peut développer ce déterminant par multilinéarité. En utilisant le caractére alterné du déterminant, seuls n + 1 termes sont
non nuls, précisément,

det M’ = det[—C’l, ceey —Cn] + Z det[—Cl, coey=Ch1, J, —Crg,y - . o —Cn]
k=1
Toujours par multilinéarité, on a
det[-C1,...,—Cy] = (=1)"det[Cy,...,C,] = (1) det M
Par ailleurs, pour tout k € [1;n], en ajoutant toutes les colonnes a la k-iéme, il vient
det[—Cl, ey —Ckfl, J, —Ck+1, ey —Cn] = det[—Cl, ceey —Ckfl, C']€7 _CkJrl, ooy —Cn] = (—1)”71 det M
Ainsi, [det M/ = (—=1)"(n — 1) det M |

(%)

15
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Notons E = R et considérons fi, ..., f, € E formant une famille libre. Montrer qu’il existe x1,...,x, € R tels que la matrice
(fi(5))ijeqi;n] soit inversible.

On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 1, il s’agit de montrer que si {f1} est libre, soit si fi est non nulle, il existe x; tel
que fi(z1) # 0, ce qui est immédiat.

Supposons maintenant le résultat vrai pour toute famille de n éléments. On raisonne par contraposée en considérant une famille
{f1,+s fns1} telle que

fi(z1) fi(zn) Ji(Tny1)
Tt ) e falee) | ™
forr(@1) o fari(@n)  fagi(Tng)

On veut montrer que { f1, ..., fn4+1} est lice. Sila famille { f1,..., f,} est liée, c’est terminée. Sinon, on peut appliquer I’hypothése
de récurrence et en déduire l'existence de aq, ..., a, tels que

fl(al) fl(Oén)

A=l o o =0

falar) o fu(am)

On applique alors la propriété (x) avec (z1,...,2,) = (a1,...,q,) et ,41 = z arbitraire dans R, puis on développe ce

déterminant par rapport a la derniére colonne. Il vient
n+1
Vr € R, S (=D)Fntl i (2)Ar =0
k=1

oit Ay, est le déterminant obtenu en supprimant la derniére colonne et la k-iéme ligne de la matrice (fi(z;))i je[i;nt1]- En
particulier, Ay est une quantité indépendante de x, et A, 1 est le déterminant A non nul ci-dessus. On peut donc écrire
1 n+1

>0 (=1)FAg fi

n+1 k=1

fn+l - A

ce qui prouve que f, 11 est combinaison linéaire de fi,..., f, et ainsi que la famille est liée. La propriété est donc vraie au rang
n + 1, donc pour tout n € N* par principe de récurrence.

’ Si{fi,..., fu} est une famille libre, il existe x1,...,z, tels que (fi(x;)); jeqi;n] est inversible.

(%) CCP PC 2019

Soit f:R? — R? et g: R? — R? et p = f o ¢g. On suppose que p est de rang 2. Déterminer le rang de f et le rang de g.

Par définition, rg p = dimIm p = dim p(R?) = dim (f (g(R3)))
Rappelons que pour toute application linéaire u : ' —— F, le théoréme du rang donne

dim F = dimIm u + dim Ker u d’ou dimIm v = dimu(E) < dim E

Ici, on a donc 2 =rg p =dim (f (g(R3))) < dim (g(R3))

Mais g(R?) est un sous-espace vectoriel de R? donc de dimension au plus 2. Il est donc de dimension 2 exactement par
encadrement (et donc égal a R?), ce qui prouve que g est de rang 2. L’égalité initiale devient donc

dim (f(R?)) =2

ce qui prouve que f est également de rang 2. Finalement,

‘Les 2 endomorphismes f et g sont de rang 2.

(*)
(a) Soient F,G deux sevs d'un ev E de dimension n. On suppose que dim F' + dim G est strictement supérieur a n. Montrer
que FF NG # {0}

(b) Soit n € N* et F' un sous-espace vectoriel de dimension k de K™. Justifier qu’il existe un vecteur non nul de F' dont les
k — 1 premiéres coordonnées sont nulles.

16
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(a). D’apres la formule de Grassmann, on a
dim(FNG) = dim F + dim G — dim(F + G)

Or dim F 4+ dim G > n et dim(F + G) < n puisque F + G est un sous-espace vectoriel de E. Dés lors, dim(F N G) > 0

et donc
FNnG#{0}

(b). Notons G le sous-espace vectoriel de K™ constitué des vecteurs dont les k — 1 premiéres coordonnées sont nulles. En
notant (eq,...,e,) la base canonique de K™, on a donc

G = Vect (eg,...,e,) et dimG=n—k+1 d’ou dmF +dimG=n+1>n

D’apres le résultat de la question précédente, F' NG # {0}, ce qui signifie que F' contient un élément de G non nul. En
d’autres termes,

‘Il existe un vecteur non nul de F' dont les k — 1 premiéres coordonnées sont nulles.

(%)

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de F tel que u™ = 0. Montrer que u est de rang n — 1 si et
seulement si 4" ~! est non nul.

En vertu du théoréme du rang, Ker u est de dimension 1. Justifions maintenant pour tous endomorphismes v et w de E
I'inégalité

dim Ker (v o w) < dim Ker v + dim Ker w

On applique pour cela le théoréme du rang a la restriction de v & Im w. L’image de cet endomorphisme est égal a Im (v o w) et
son noyau est égal & Im w N Ker v. Par suite,

dim(Im w N Ker v) +rg (vow) =rg w
En appliquant & nouveau le théoréme du rang a v et v o w, cette égalité se réécrit
dim Ker (v o w) = dim(Im w N Ker v) + dim Ker w
et I'inégalité s’ensuit car Im w N Ker v C Ker v. En appliquant ce résultat, il vient par récurrence immédiate
Vk € N, dimKer u* < k

et notamment dim Ker ©"~! < n — 1 d’ott Ker u"~! # E et donc

Par hypothése, on peut trouver e € E tel que u™ (e) # 0 (et donc u™(e) = 0). Un exercice trés classique pour qu’alors
B = (e,u(e),...,u""1(e)) est une famille libre donc une base de E. Ainsi,

Im u = u(B) = Vect {u(e),...,u""!(e)}

L’image Im u est donc engendré par une famille libre & n — 1 éléments ce qui prouve qu’il est de dimension n — 1.

‘L’endomorphisme u est de rang n — 1. ‘

(++)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et F,G deux sous-espaces vectoriels de FE. A quelle condition existe-t-il un
endomorphisme u de E tel que F = Ker u et G =Im u?

Une condition nécessaire pour l'existence de f est la condition dim F' 4+ dim G = dim F en vertu du théoréme du rang. Vérifions

que c’est une condition suffisante. Notons p la dimension de E et considérons (f1,..., fp) une base de F et (gpy1,...,gn) une
base de G. On compléte ces familles libres en deux bases (f1,..., fn) et (g1,...,9n) de E. Soit u 'unique endomorphisme défini
par

Vi € [1;p] , u(fi)=0 et Vie[p+1;n], u(fi) = gi
Par construction, on a clairement U'inclusion F' C Ker u et

Im u = Vect {u(f1),...,u(fn)} = Vect {gps1,..., 90} =G

L’égalité entre F et Ker u se démontre alors soit « & la main », ou par un argument de dimension (via le théoréme du rang).

17
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Il existe u € L(FE) tel que F' = Ker u et G =Im u si et seulement si dim F' + dim G = dim E.

(%)

Soit E, F, G trois espaces vectoriels, de dimensions respectives p,q,r, u € L(E, F),v € L(F,G), et w =vou.

(a). Soit vy la restriction de v & Im u. Déterminer Ker v; et Im v; en fonction de u, v et w.

(b). Montrer que rg u 4 rg v < g + rg w. L’inégalité peut-elle étre stricte ?

(a). On vérifie facilement que Ker vy =KervNImu et Im v =Im(w) ‘

(b). En appliquant le théoréme du rang a vy, on obtient

rg w + dim(Ker v NIm u) =rg u

Par ailleurs, dim(Ker v NIm u) < dimKer v = dim F —rg v

En réinjectant cette inégalité dans ce qui précéde, on obtient immédiatement le résultat

‘rgu+rgv§q+rgw

L’inégalité est stricte dés lors que Ker v N Im u est strictement inclus dans Ker v ce qui a lieu dés lors que Ker v n’est
pas inclus dans Im w. Il suffit par exemple de prendre u nul et v non injectif pour cela.

()

Soit E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels.

(a).
(b).

Justifier que F'U G est un sous-espace vectoriel si et seulement si FF C G ou G C F.

On suppose que E est de dimension finie et que dim F' = dim G. Montrer en raisonnant par récurrence décroissance sur
la dimension commune, que F' et G ont un supplémentaire commun.

(a).

On raisonne par I’absurde. Supposons que F'U G est un espace vectoriel avec F' non inclus dans G et réciproquement.
Soitx € FCGetyeGCF. Alors, x € FUG de méme que y donc z +y € FUG. Si x4y € F, alors on peut écrire
y = (z +y) — x ce qui prouve que y € F car F est un sous-espace vectoriel. C’est contraire & nos hypothéses. Le cas
x +y € G se traite de la méme maniére et aboutit aussi & une absurdité. Au final,

F U G n’est un sous-espace vectoriel que si F C G ou G C F.

. Notons n la dimension de E et k la dimension commune de F et G. Effectuons une récurrence décroissante sur k € [0;n].

Si k =mn, alors F = G = F et il suffit de prendre {0} comme supplémentaire commun.

Supposons maintenant le résultat vrai pour tous sous-espaces vectoriels F' et G de dimension k+1 avec k dans [0;n — 1].
On considére I’ et G de dimension k. On les suppose distincts sans quoi le résultat est évident. Dés lors, on ne peut
avoir I'un inclus dans 'autre puisqu’alors, 1’égalité des dimensions aménerait a une absurdité. Le résultat de la question
(a) assure donc que F' U G n’est pas un espace vectoriel, et notamment est distinct de E.

On peut donc introduire un vecteur x qui n’appartient ni & F', ni & G puis poser F/ = F @ Vect {z} et G’ = G& Vect {z}.
Ces deux espaces sont de dimensions k 4+ 1 donc admettent un supplémentaire commun H par hypothése de récurrence.
On vérifie alors facilement que H @ Vect {x} est un supplémentaire commun a F et G, ce qui prouve la propriété au
rang k. Par récurrence décroissante, il s’ensuit que le résultat est vrai quel que soit la dimension commune de F' et G

Deux sous-espaces vectoriels de méme dimension admettent au moins un supplémentaire commun. ‘

()

Montrer tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie peut s’écrire comme composée d’un projecteur et d’un
automorphisme.

Soit u € L(E) avec E de dimension finie. On munit E d’une base de Ker u, notée (eq,...,ex), que 'on compléte en une base
B = (e1,...,en). Alors, (u(er11),...,u(e,)) est une base de Im u que I'on peut compléter en une nouvelle base de E, notée
B' = (fi,..., fr,u(€gs1),-..,u(ey)). On peut maintenant définir deux endomorphismes p et a de la maniére suivante :

Vi e [1;k], ple;) =0 et  Vie[k+1;n], ple;) = e;

18
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puis Vi e [1; k], ale;) = fi et Vielk+1;n], ale;) = u(e;)

Il est clair que par construction, on a (aop)(e;) = u(e;) et (pop)(e;) = p(e;) pour tout i € [1;n]. L’endomorphisme p est bien
un projecteur et u = a o p. De plus, a envoie la base B sur la base B’ donc a est un automorphisme. On a donc justifi¢ que

‘ Tout endomorphisme est la composée d’un projecteur et d’un automorphisme. ‘

(s5) Mines PC 2011

Soit F un espace vectoriel de dimension finie. Déterminer les endomorphismes nilpotents u de E tels que tout sous-espace
vectoriel stable par u admette un supplémentaire stable par w.

Soit u nilpotent tel que tout sous-espace vectoriel stable par u admette un supplémentaire stable par u. En particulier, Ker u
étant stable par u, il admet un supplémentaire H stable. Considérons = € H. L’endomorphisme u étant nilpotent, on peut
trouver un entier r € N* tel que u” = 0 et donc u"(x) = 0. Soit 7o le plus petit entier tel que v (z) = 0. Si ro > 1, alors par
définition :

e u"~1(z) est non nul, par définition de 7,

e u™~!(z) appartient & H, par stabilité de H par u,

e u"~1(z) appartient & Ker u car urg(z) = 0.

Ces trois propriétés contredisent le fait que H et Ker u soient supplémentaires. On a donc rqg = 0 et = 0. Ainsi, H = {0} et
Ker v = K”. En d’autres termes, u est nul. La réciproque étant évidente,

L’endomorphisme nul est I'unique endomorphisme nilpotent pour le-
quel tout sous-espace vectoriel stable admet un supplémentaire stable.

() Mines PC 2011
Soient A, B € M,,(R) telles que AB — BA soit de rang 1. Montrer que (AB — BA)? = 0.

Notons C'= AB — BA. Alors C est de rang 1 donc son noyau est de dimension n — 1. De plus,
Tr C=Tr(AB) —Tr(BA)=0

Notons maintenant ¢ ’'endomorphisme canoniquement associé a C. On choisit une base (eq, ..., e,_1) de Ker ¢, que 'on compléte
en une base B = (ey,...,e,) de R™. Dans cette base, la matrice de ¢ est de la forme
0 - 0 e
Matg(c) =
0 -+ 0 cum

Mais C (et donc ¢) étant de trace nulle, cette nouvelle matrice est également de trace nulle, ce qui implique ¢, ,, = 0. Dés lors,
un calcul immédiat montre que le carré de la matrice ci-dessus est nul. Il s’ensuit que ¢? = 0, d’oit C2 = 0, et ainsi,

[(AB - BA)* =0

() Mines PC 2011

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E. Montrer que f2 = 0 si et seulement si il existe deux
endomorphismes g et h tels que f =goh et hog=0.

S’il existe g et h tels que hog =0 et go h = f, alors par associativité de la composition,

fP=(goh)?=go(hog)oh=0
——
0

Soit f un endomorphisme de E tel que f? = 0. Cela signifie que Im f est inclus dans Ker f. Pour trouver g et h tels que
f=gohet hog=0, prenons h = f et g un projecteur quelconque sur Im f. Vérifions que ce choix convient.

e Par définition, Im ¢ =Im f C Ker f = Ker h, et ainsi ho g = 0.

e Par ailleurs, pour x quelconque dans E, on a h(x) = f(z) € Im f. Puisque g est un projecteur sur Im f, il vient
g(f(x)) = f(z) soit (goh)(x) = f(x). Ceci étant vrai pour x arbitraire, on a bien goh = f.
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On peut donc conclure :

Un endomorphisme f vérifie f2 = 0 si et seulement si il existe
deux endomorphismes h et g tels que f =gohet ho f=0.
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