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I. RESULTATS PRELIMINAIRES

Méme si ce n’est pas toujours explicitement demandé, il est généralement
apprécié que 'on justifie que les intégrales et les sommes de séries sont bien
définies.

La fonction ¢ +— 1/(1 + t2)™ est continue sur le segment [0;1] donc I,, est bien
définie. Maintenant, pour tout ¢t € [0;1], on a

1 1
(1 + t2)" ~ 9n
Par croissance de l'intégrale, il s’ensuit

1 1
1 1

/72dt2 —dt
o (L+t3)n 0 2"

Autrement dit, I, > —

La fonction ¢ + 1/(1 + %)™ est continue sur l'intervalle [0;+oo [. De plus,
1 1
(1 + £2)" 1700 £20
et la fonction t ~ 1/t?" est intégrable au voisinage de +oo puisque 2n > 1 (c’est une

intégrale de Riemann). Par comparaison d’intégrales de fonctions positives, la fonc-
tion ¢+ 1/(1 +#2)" est intégrable au voisinage de +oo. Finalement,

’L’intégrale K,, est bien définie. ‘

Calculons maintenant Kj, en reconnaissant la fonction arctangente comme pri-
mitive de l'intégrande :

+oo
1 +00
K, = /0 e dt = [Arctan t]

ce qui donne finalement K; =

T
2

Remarquons tout d’abord que, pour tout ¢t € R,
1+t2—2t=(1-1t)22>0
Par conséquent, pour tout t € R, 1 + ¢ > 2t. Par suite, la fonction z — z" étant
croissante et la fonction inverse décroissante sur R* | pour tout ¢ € [1;+00 ],
1 1
<

T+ S e
La propriété a démontrer est un résultat asymptotique pour n au voisinage de +oo.
On peut donc supposer n > 1 et la fonction ¢ — 1/t™ est par conséquent intégrable

sur [1;+00[. Appliquons maintenant la propriété de croissance de l'intégrale & I'in-
égalité précédente :

e oo 1 -1 N 1
2ndt< nndt:TL n—1 = n
L 1+ .20t mp—1 |1, (n—1)2

Puisque n — 1 ~ n, on conclut enfin que

“+00 1 1
[ u+pw“—o(mJ
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D’apres la relation de Chasles,

K +00 1 d 1 1 d +00 1 d I +00 1 d
/0 1+ /0 1+ +/1 1+ +/1 1+ )

Autrement dit, pour n au voisinage de +oo, grace au résultat précédent,

1
KTL - In + (@) ()
n2n

Or, d’apres la question 1, pour n au voisinage de +00,

11,
0< —<—=o0(

n2" " n o (In)
Par encadrement, on en déduit 1/(n2") = o(I,) d’ou K,, = I,,4+0(L,), soit finalement
Kn ~ In

n—+oo

Calculons K,, en intégrant par parties. La fonction

1
v gy = (1O

est de classe C! sur R et sa dérivée est la fonction

—2nt
t= —n(l+) " I x2%= ——
( + ) (1 + t2)n+1
En outre, la fonction constante égale a 1 admet pour primitive la fonction ¢ — t et

t 1
(]_ + t2)" t—::r’oo t2n—=1 ¢ 4100

Le théoreme d’intégration par parties donne alors

B | t oo too _ont
——dt = | ——— — ————— x tdt
0 (1 +t2)n (1 +t2)7L 0 0 (1 +t2)7l+1

+oo t2
=2n / (R dt (le crochet étant nul)
0

+0o0o 1 t2 _ 1
= Qn/ S dt
o (L)t

+00 1 d 2 “+00 1 d +00 1 d
——dt = ——dt — e dt
/o (1 +2)" "(/ 1 +e)r / (1 + @) )

On en déduit K,, =0+ 2n(K,, — K;,41), autrement dit

1
K, = Kn+1 + %Kn

@ D’apres la question précédente,

1 2n—1
Kn+1 = (1 - > Kn = 7/L7}<n
2n n

Avec ce type de relation, on voit souvent (aussi bien dans certains livres que
des copies de concours) des calculs rédigés en itérant la relation de récurrence
de la maniére suivante :

2n—1 2n-—3 2n—1)2n—-3) x...x1

Ko = X g 1 = o — x X2
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Comme 2n X (2n —2) X ... x2=2"nx (n—1) x...x1=2"nlet

(2n)!
2n —1)(2n — 3 Lox 1=
(2n-1)2n—3)x .. x 1= o
. 2n)!
on obtient Kpt1 = 22(11(7;)2 1

Cette rédaction est discutable, car elle esquive notamment ’écriture d’une
récurrence pourtant indispensable. Il est donc préférable de ne s’en servir que
pour deviner 'expression de K,,, avant de rédiger ensuite la preuve qui va
suivre.

Montrons par récurrence que la proposition

(2n —2)! ™

A(n): K, = —
() 220=T)((n — 1)1)2 2

est vraie pour tout entier naturel n non nul.

e (1) est vraie car, d’apres la question 2,

2x1-2)! 7 0!

_ T_T g
2x(I-D((1—-1)H22 20022 2

e P(n) = Z(n+1):soit n € N* tel que Z(n) est vraie. Alors

2n—1
Kpi1 = n K, (question 5)

2n
2n —1 (2n — 2)! (par 2(n))

2n(2n —1)(2n-2)! =

(2n)2227=2((n — 1)1)2 2
2n)! =

227 (pl)2 2

Kn+l ==

ainsi Z(n + 1) est vraie.
e Conclusion : pour tout entier naturel » non nul,
(2n —2)! T
22(n=1)((n —1))2 2
Or, d’aprés la question précédente, pour n au voisinage de +o00, K11 = K, + o(K,,)
donc K, 1 N K,,. Par transitivité de la relation d’équivalence, on déduit alors de

K, =

la question 4 que pour n au voisinage de +oo,
K _ (2n)! ™
n—:roo ntl 22"(TL!)2 2
On peut cependant difficilement qualifier cet équivalent de « simple ». Cherchons
donc un équivalent plus simple a ’aide de la formule de Stirling. Pour n au voisinage

de +o0,
m 2n
2n)! (e> dmn

™
2n(m1)2 b) n 00 2n B}
22n(nl)2 2 n—+ 92n (E) (Vamn)? 2 2

e

1 /m
En conclusion, I, ~ —=/—
n—+oo 2 n

I

S

B
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Calculons, grace au changement de variable affine ¢t = u/\/n,

vn 1 g
/0 (1+u2/n)" du:/o (1+¢2)n xy/ndt

" 1
ce qu1 donne \/ﬁ In = /O m du

Utilisons I’expression précédente et appelons f, la fonction définie sur [0;+o00 |
de la fagon suivante:

Vu € [0;+00] fn(u):mX[o;\/ﬂ(u)

ol X[0; ] est la fonction valant 1 sur Uintervalle [0;+/n] et 0 en dehors de cet

intervalle.

La fonction X[0; ] est appelée la fonction indicatrice de I'intervalle [0; y/n].

+o00
Ainsi, Vvnl, = / fn(u) du
0

L’existence de I'intégrale étant assurée par la continuité par morceaux de f,, et le fait
que cette fonction est nulle en dehors d’un segment.
Etudions la convergence simple de (fy)nen+. Soit u € [0;+00[. Alors

X[O?\/ﬁ](u) n—+oo 1

puisque pour n suffisamment grand, on a u € [0;+/n]. Par ailleurs, pour n au voisi-

nage de +00,
1 u\ " u?
e (14 %) et (145))

Comme la quantité u?/n est au voisinage de 0 lorsque n est au voisinage de +oc, on
peut effectuer un développement limité :

exp (—nln (1 + f)) = exp <—n (f +o0 (i))) = exp (—u®+o(1))

Par continuité de la fonction exp, il s’ensuit

exp (—nln (1 + l:j)) ——— exp(—u?)

n—+oo

Tout ceci permet donc d’affirmer que la suite de fonctions (f,,)nen converge simple-
ment vers la fonction u — exp(—u?) sur [0;+o0 .

Justifions maintenant que I'on peut permuter limite et intégrale. Pour cela, cher-
chons une fonction intégrable indépendante de n qui domine les fonctions f,,. Soit un
réel u € [0; +00[. Posons, pour tout € [1;+00],

gu(z) = —zn (1 + f)

La fonction g, est dérivable et, pour tout x € [1;+00],

2 02 /02 2 5
gu/(x)_ln<1+u)xxu/x_1n<1+u)+u
X
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La fonction g, est & nouveau dérivable: pour tout z € [1;+00],

—u?/z? 5 1 u? u? ut
JR— —_ u e _— =

1+u?/x (x+u?)?  z@w4z) (W+z)? z@w42x)?
Cette quantité est positive ou nulle pour tout € [1;+00[. Par conséquent la fonc-
tion g, est croissante sur lintervalle [1;+o0c[. En outre,

9."(x) =

gu'(#) ——0
T—+00

ce qui prouve que g,/(x) < 0 pour tout z € [1;+oc0[. Ainsi, la fonction g, est
décroissante sur [1;+o0[. On a done, pour tout « € [1;+00],

gu(2) < gu(1) = —In(1 +u?)
Par suite, pour tout entier naturel n non nul, la fonction exponentielle étant crois-
sante,

1
14+ u?

2
exp (nln <1 + u)) = exp(gu(n)) <exp (—In(1+u?)) =
n
En résumé, pour tout entier naturel n non nul et tout u € [0;+00 [,

1
et la fonction u — 1/(14u?) est intégrable sur R. Comme les fonctions f,, sont toutes
continues par morceaux et que la fonction u + exp(—u?) est continue sur [0;+00 |,

le théoréme de convergence dominée assure I'intégrabilité de u +— e ™

lim +Oofn(u) du = /0+O° ( lim fn(u)) du

sur R, et

n—r+oo 0 n—+oo
+o00 5
c’est-a-dire lim /nl, = / e " du
s . VT
@ D’apres la question 6, vnl, ~ -“—

n—+oco 2

On en déduit, grace a la question 8,

+00
/ e du= lim \/ﬁlnzﬁ
0

n—-+oo 2

Cette intégrale, appelée l'intégrale de Gauss, est un grand classique des
concours. Il existe de multiples manieres de la calculer.

Pour la seconde partie de la question, commencons par remarquer que la fonction
ye . p— 2 . 7
définie par u +— e =% /2 est paire: par conséquent,

+0oo 2 +0o0 2
/ e ¥ /Qdu=2/ e /24y
—00 0

Effectuons maintenant le changement de variable affine s = u/ V2. 11 vient

+o0o +oo /
/ e /2 du = / e~ \/2ds = —;W
0 0

+0oo
et il s’ensuit / e~ U /2 dy = V2

o0
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Soit ¢t > . Comme t/x > 1 et p(t) > 0,

~+

p(t) < —olt)

Notons que ¢ — t¢(t) est continue, et intégrable sur [z ;+o0o[ (et plus généralement
sur R) puisque par croissances comparées

t3 2
B3p(t) = —=—e /2 ——— 0  soit to(t)=

1
= le) J—
V2r [t|—>-+00 |t]—+00 (tQ)

Il s’ensuit, par croissance de I'intégrale,

/xm@(t) dt < /mt@(t) dt = i/;ootap(t) at

R
+0o0 1 +00 5 1 5 +00
Or to(t)dt = — te /th:—[fe*t /2}
/m wlt) \/277/90 2T x
Comme e~A2
A—+o00
+0o0 1 R
on peut en déduire que / to(t) dt = me*“’ 12 = p(x)
+o0
d’on finalement / o(t) dt < wix)
Posons, pour tout x € ]0;+00 |,
+o0 P
ma) = [ el = e

Remarquons que la fonction

x»—>/x+oo<p(t) dt:/o+oo<p(t) dt—/:w(t) dt

est dérivable d’apres le théoreme fondamental de I’analyse, de dérivée —p. La fonc-
tion h est donc dérivable et, pour tout x € ]0;+00 |,

x (22 —2r X2 x
W(a) = —p(o) - 2D o) - )

Or, pour tout = € | 0;+00],

¢ a) = ——=re*"/2 = —ap(a)

2 22

d’on W(x) = <1 - (9512 1y + o 1> o(x)

B (2?2 +1)2 - (1 —2H) (2 +1) + 22

- (22 +1)2

2
W (z) = _WSD(CU)

ce qui prouve que Vze]0;+00[ h'(z) <0
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Par conséquent, la fonction h est décroissante sur | 0;+00[. En outre, la fonction ¢
étant intégrable,

+0o0o
L p(t) dt ———>0

Par suite, h(z) ——— 0. Ainsi, pour tout z € ]0; +oo [, h(z) > 0, c’est-a-dire

Tr—+00

T

@</ o) dt

D’apres la relation de Chasles pour les intégrales et la question 9,

+oo +oo 1 +00 2/
@x—l—/ @tdt:/ gotdt:—/ e t/2dt =1
@+ [ ety [ ewa=— [

+o00
ce qui entraine 1—®(x) = / p(t) dt

On en déduit, grace aux questions 10 et 11, que pour tout = > 0,

x o(z)
- <1-— <
x2+1<p(x)\l ®(z) < -
Or, pour x au voisinage de +00,
x 1 1 o(x)

Le théoréme d’encadrement permet de conclure que

~ 7
T—400 I

1—®(z) ~ $lz)

T—+00 I
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I. RESULTATS PRELIMINAIRES

Montrons par récurrence que la propriété :
n n
P(n): V(r1,z2,...,2,) € R, ’<H (1+xk)> — 1‘ < (H (1+ |xk)) -1
k=1 k=1
est vraie pour tout n € N*.

o P(1) est vérifiée car |r1]| = |z1| pour tout z; € R.

o X(n) = L(n+1): supposons que la propriété Z(n) est vérifiée pour un
entier n € N* fixé, et montrons Z(n + 1). Soit (z1,22,...,Tps1) € R?TH

("ﬁla +xk)) - 1‘ _ ‘(ﬁ (1 +xk)> (14 2na1) — 1‘

k=1 k=1

((fﬁu+xw)—1>u+an+ﬂmH

k=1

donc 'inégalité triangulaire donne que

’<nﬁ1(1+xk)) “1) < ‘(ﬁ(lerk)) 1

k=1 k=1

(I + [znga]) + [2nia]

En utilisant 'hypothése de récurrence, on obtient alors que

(ifoena) o ( (i o) 1) e b
n+1
< (M a+ian) -1

k=1
et on en déduit Z(n + 1).

e Conclusion:

Pour tout n € N* et tout (z1,z2,...,2z,) € R™,
n n
(fLasan) <1< (fLa+iah) -1
k=1 k=1

Soit (21, x2,...,2,) € [—1;+00[™. En utilisant I'inégalité de convexité 1+u < e
qui est valable pour tout v € R, on obtient que 1+ x; < e™ pour tout k € [1;n].
De plus, comme les xj sont choisis dans [—1;+00[ on a 1 + z, > 0 pour tout
k€ [1;n], et cela permet d’effectuer la majoration

[T (1 +2) < [[e™ =exp (Zm)
k= k=1 k=1

1

n n
Ainsi, YV (x1,%2,...,Tn) € [—1;+00[" H(1—|—J;k)<exp<2xk>
k=1 k=1

Soit t € C. La fonction exponentielle est développable en série entiere sur C,
et son développement s’écrit
+00 L
t
ot —

et
k=0
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Gréace a cette expression, et a l'inégalité triangulaire, on obtient

+00 tk +00 tk +00 |t‘k

_ et — | | = _ =

(1 +#) —eff = =2 S
=2 k=2 k=2

Mais remarquons que (k — 2)! < k! pour tout k > 2, donc en passant & linverse,

1 1
— g R
k!~ (k—2)!
En injectant cette inégalité dans 'inégalité précédente, il vient
+o00 |t‘k 2+oo |t|k72 2+oo |t|n
T+t)—et| <y —— =ty ——— =t L
[(1+1) —e’l kzzz(k_2)! I\I;(k_z)! \I;n!

avec le changement d’indice n = k — 2 pour obtenir la derniére série. On reconnait
alors la série définissant el*l et on en déduit bien que

VieC (1 +1t) —ef| <[t el

Soient (a,b) € C? et n € N*, et posons M = max {|a|,|b]}. En utilisant la
factorisation de a™ — b™ par a — b, c’est-a-dire 1’égalité

n—1
a® —b" = (a— b)Y an1TkpF
k=0

et I'inégalité triangulaire, on obtient que

n—1
la™ —b"| = |a —b| | > an "1 FpF
k=0

n—1
<la=b Y fa" " ol
k=0

Mais par définition de M on a |a] < M et |b] < M, donc le k-iéme terme de la somme
ci-dessus peut étre majoré par M*~1=FM* = M"~1. Comme cette majoration est
indépendante de k, et qu’il y a n termes dans la somme, on en conclut bien que

¥(a,b) €C* VneN |a" —b"| < oM a—b]]

Soit n € N* et soit z € C. Par propriétés de I'exponentielle, on a e* = (e*/™)"
donc, d’apres la question 4,

(D) e = (D) e

ou M est défini par

oM |14 2 e
n

Mzmaux{’l-i—E
n

’|ez/n|}

D’une part, en utilisant encore une fois 1'inégalité de convexité 1 + u < e qui est
valable pour tout v € R, et I'inégalité triangulaire, on a

1| <14 3 < eleim
n n
D’autre part, grace a I'inégalité triangulaire et au développement en série entiere de

I’exponentielle,
+oo 1 Z\k
> ()
k=0 k! \n

too ]

< 7H — olel/n
\;;::Ok‘! n

et =
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et on déduit de ces deux inégalités que M < e!?I/™ Enfin, en utilisant le résultat de

la question 3 avec t = z/n, on a

2 eim
< —5¢

n

142 oo
n
Si on injecte cette inégalité ainsi que la borne sur M dans l'inégalité initiale, on

obtient que
n—1)ﬁ|z|2 |z|/n
" C

z n
’(1—&—7) —e” éne(
n n
N z\" E
d’ou VneN* VzeC ’(1+7> —e*| g el
n n
@ A la question 5, on a montré que
2ell
Vn € N* |un—ez|<|z‘7e
n

Le terme de droite dans cette inégalité tend vers O lorsque n tend vers l'infini par
croissance comparée, donc un passage a la limite quand n — +o0o montre que

lim u, =e”
n—+00o

II. EXEMPLES DE CALCUL DE PRODUIT INFINI

Calculons le premier produit infini en définissant son produit partiel

N 1
VN > 2 PNZH(1—n2>

n=2
et en essayant d’évaluer sa limite lorsque N tend vers I'infini. En écrivant que
1 n—1 n—-1n+1

1 —_— = =

n? n2 n n

on remarque que si on définit la suite (uy,)n>2 par u, = ——, alors on a
n—

N

Un+1

Px = —_—

v=]1 o
n=2
On reconnait ici un produit télescopique, que 'on sait calculer:

uny1 N+1 1
Py = - o =
U2 2N N—+oo 2

En faisant tendre N vers l'infini, on obtient finalement que

()

n=2
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Calculons de la méme maniere le second produit. Définissons son produit partiel

. N (_1)n+1
sz B (0
n
n=2
et suivons 'indication en nous intéressant a Paon. Le (—1)""’1 qui est présent dans
le terme général de ce produit partiel suggere qu’il faut distinguer selon la parité
de l’indice n. En scindant Pon en deux produits, le premier portant sur les in-

dices n € [2;2N] qui sont pairs, et le second sur les impairs, on peut écrire

ran (2

n=2

) )
152N—kli[1<1—21k> ><kl:[2<1+2k1_1>

Regroupons a présent ces deux produits en un seul, en isolant le terme pour k =1

du premier produit:
N
~ 1 1 1
Pon = = —— (1
Y. (1 2k)( +2k1)

/CEQ
1
— 51_[1
1 =2
Pon = 3
La sous-suite (ISQN)N>2 est donc constante égale & 1/2, ainsi
~ 1
lim PQN = —
N—+o0 2

Attention, a ce stade on ne peut pas en déduire la valeur du produit infini,
c’est-a-dire la limite de la suite (Pn)n>2. En effet, on connait seulement la

limite de la sous-suite (ﬁgN)Ngg. Pour conclure, on doit également trouver la
limite de l'autre sous-suite (Pont1)n>2.

Pour tout N > 2,

. (_1)2N+2 . 1 1
P =(1+——"—|Pon== 1+ ——
N ( TNy )ty T U TN

et avec cette expression, on en déduit également que

~ 1
lim P = -

Nofoo NF1 2
Comme les deux sous-suites (Pon)n>2 et (Pony1)n>2 convergent et partagent la

méme limite, on en déduit que la suite (f’N)N>2 converge vers cette limite, et donc

finalement
+00o
—1 n+1 1
H (1 + H) = -
n 2

n=2
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Soit n € N. Intégrons par parties 'intégrale définissant W,,;2, en dérivant la
fonction u — cos™ ! u (qui est de classe € sur [0;7/2]) et en intégrant la fonction
u +— cosu (dont la primitive u — sinu est de classe € sur [0;7/2]):

w/2
Wi g2 = [sinu x cos" ! u]g/2 - / sinu x (n+ 1)(—sinw) cos™ u du
/2 0
=(n+ 1)/ sin? u cos” u du
0
2u=1-cos?u, il vient

Wige = (n+ 1)(Wy, = Wyi2)

En remarquant que sin

d'ot (neN  (n+2)Wapp=(n+ )W,

De cette relation de récurrence, on obtient en remplacant n par 2n — 1 que pour
tout n € N*,
2n

Waopg1 = ——Wa,,_
21 = gy Wane
et en itérant,
2n(2n — 2)
Waopi1 = n—
T on+1)(2n—1) P
o (@2n)x(2n—2) x---x2 W
T 2n+ D) x@n—1)x---x3 !
2
2n) x (2n —2) x --- x 2
W2n+1: [< ) ( ) } Wl

[(2n+1)x (2n—1) x ---x 3] x [(2n) x (2n —2) x -+ x 2]

En factorisant par 2 chaque terme du produit, on voit que le numérateur est égal a
(2"n )2, tandis qu’au dénominateur on reconnait (2n + 1)!. Enfin, un simple calcul
montre que

w/2
W, :/ cosu du = [sinu]g/2 =1
0

227 (p )2

donc finalement, YneN Wy, = @nt+ i)

@ Pour déterminer un équivalent de la suite (Way,11)nen, on utilise 'expression
prouvée a la question 8 et la formule de Stirling qui donne un équivalent de la

factorielle
n n
n! ~ (7) 2mn
n—+oo \ e

On obtient alors en remarquant que (2n + 1)l = (2n+1) - (2n)!:

n\ 2n
22n (g) 2mn 1 27mn
W2n+1 n~>f\-:—oo 2n + 1 n 2n n—)f\-:—oo % VAamn
<) V21 X 2n
€

c’est-a-dire Wopnt1 ~ —
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Une preuve plus classique de ce résultat consiste a d’abord remarquer que
la suite (W), oy est décroissante puisque cosu est a valeurs dans [0;1]
lorsque u € [0;7/2]. Par conséquent, d’apres la formule de récurrence de la
question 8§,

Wn+27n+]-<wn+1
W, n+2 W,

d’ot W,41 ~ W,,. Remarquons que cette formule de récurrence donne
n—+00o

<1

également que la suite ((nJr 1)Wn+1Wn)n cy ©st constante, égale a son terme
initial qui vaut 7/2. Ainsi,
~ 2 T
(n 4+ W1 Wn, n—+o0 W n—+oo 2
I

et alors n o~ —
n—+o0o \| 2n

On obtient le méme résultat qu’avant en remplacant n par 2n + 1.
Soit N > 1, considérons le produit partiel

al 1
Pe=IT (14 g

n=1
Il peut étre réécrit sous la forme:

N 4n? N 2n 2n N 2n N 2n
P = _— = _— = JE—
v=11 (4n2—1> H<2n—12n+1) <n112n—1> . (Han)

n=1
Mais remarquons que par un changement d’indice,

N N N—1 1 N
2n—1) = 2n—1) = 2n+1) = 2n+1
Tl en-1)= I (20-1)= 1+ 2N+1£1< )
N m, N
donc il vient
onc 1l vien an_ 11
N 2
si bien que Py=0N+1) (]] 2n
d N o

Il suffit maintenant de calculer le produit qui est a droite de cette égalité. Comme
dans la question 8, si I'on substitue n par 2n — 1 dans la relation de récurrence
satisfaite par la suite (W,,),en, on obtient que

Vn € N* (277’ + 1)W2n+1 = 2nW2n—1

N
H Woni1 Woang

W2n 1)+ 1_ Wiy

N
Par conséquent, H
] 2n+1

car on reconnailt ici un produit télescopique. Des lors, en se rappelant que W; = 1
et en utilisant 1’équivalent de la suite (Way,41)nen que 'on vient de prouver, on en
déduit que

Py = (2N + )Woni2 ~ 2N,/ = =2
N—+o0

E lusi 0(i+—t z
1 conclusion —_— = —
’ 4n? —1

n=1
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Soient n,N € N tels que N > n. Puisque —P(A,) > —1 pour tout p € N,
I'inégalité démontrée en question 2 donne

0< IT (1-P(A,) < exp (— iP(A»)

p=n

Puisque par hypothése, la série > P(A,) diverge et est & termes positifs, on a

n>0

N
I P(A,) =
i P, =

donc en faisant tendre N vers l'infini dans I'inégalité ci-dessus, par encadrement et
continuité de I’exponentielle, on obtient effectivement que

VneN  I1(1-P(A,) =0

p=n

Par passage au complémentaire,

r(NUA)=1-r(N U

neENp>n neNp>=n
. p( UnN Ap>
neNp>n
Ensuite, par positivité et sous-additivité de la probabilité, on a
o<r(UN®)<Xr( N5
neENp>n neN p=n

Comme les événements (A,),en sont supposés indépendants, la suite des complémen-
taires (Ap)pen est également une suite d’évenements indépendants. En particulier,

P< OnAp) = TIPA,) = 1 (1-P(4)

et d’apres la question 10, ce produit converge et vaut 0. Chaque terme de la série a
droite de I'inégalité ci-dessus étant nul, on en déduit que sa somme est nulle, d’ou
par encadrement

P(UN®) -0

neNp>n

ou encore P( m U Ap) =1

neNp>n

Ce résultat est I'une des deux versions d’un résultat bien connu en proba-
bilités, appelé le lemme de Borel-Cantelli. Dans cette version, il peut étre
interprété de la maniére suivante: si 'on a une suite infinie d’événements
indépendants dont la série des probabilités diverge, alors avec probabilité 1,
une infinité d’entre eux se réalise.
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IT1I. ETUDE D’UNE FONCTION DEFINIE
PAR UN PRODUIT INFINI

Soient x € S et n € N*. Par définition de Q,(x), on a
Qn+1(2) = Qu(x) = (1 + [fos1(2)]) Qu(@) — Qu(w)
= [fns1(2)[ Qn(z)

Comme les fonctions (f,)n>1 sont a valeurs dans | —1; 400 [, I'inégalité démontrée
en question 2 donne

Qu(@) = 1T (1 + | ful@) < exp (z |fk<x>|)
k=1 k=1

La somme a l'intérieur de ’exponentielle est une somme de termes positifs, on peut
donc la majorer par la somme de sa série qui vaut Ro(x), d’ott Q,(z) < e®o(®) par
croissance de ’exponentielle. Par suite,

o les fonctions (| fn|)n>1 sont continues sur S car les fonctions (fy,)n>1 le sont;
e la série > |f,| converge uniformément vers Ry sur S.

Par le théoréeme de continuité de la somme d’une série de fonctions, on en déduit
donc que la fonction Ry est continue sur le segment S. En particulier elle est bornée
et cela donne 'existence d’'un M > 0 tel que

VeeS  0<Rola)<M

Par croissance de 1’exponentielle, on obtient alors que Q,(z) < eM pour tout z € S,
et I’égalité initiale donne

(M>0 VzeS VaeN  Quu(r) — Qu(@) < eM|fu(2)l]

Soit z € S et soit n € N*. Calculons

[Prs1(z) = Pu(z)] = |(1+ fus1(z) = 1) IT (1 + fi(2))

k=1

= Ifn+1(x)|klill 1+ fu(a)]

! ‘

Par I'inégalité triangulaire, pour tout k € [1;n], on a 0 < |1+ fir(z)| < 1+ |fr(x)]
donc on peut effectuer la majoration

[Pry1(z) = Pr(@)] < [frsa(2)] kl:[1 L+ [fe(@)]) = | frt1(2)| Qn()
Mais, comme a la question précédente,

[fr1(2)] Qu(x) = (1 + | frs1(@)]) Qn(z) — Qn(z) = Quia(x) — Qn(z)

donc finalement,

V2 eS WneN"  [Puii(z) = Pu(o)] < Quii(a) — Q)]

Pour tout x € S et tout n € N* on a 1 + f,,(z) > 0 donc son logarithme est
bien défini et on a l'identité

P, (x) = exp (é I (1+ fk(x))>
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Fixons z € S. La convergence uniforme de la série ) |f,,| entraine la convergence
absolue de la série numérique Y f,(z) qui, & son tour, entraine la convergence
fn(x) ——— 0. Par conséquent,

n—+oo

|1n (1 + fn(z))| ~ | fu(z)]

n—+oo

Comme ce sont des suites positives et comme |f,(z)| est le terme général d’'une
série convergente par hypothése, le théoréme de comparaison donne que la série
> In (1 + fn(a?)) converge absolument. Par continuité de I’exponentielle, la suite
(Pp(2))nen+ converge et alors la fonction P est bien définie.

La suite de fonctions (P, )nen+ converge simplement vers la fonction P par défi-
nition, 'objectif est de montrer que cette convergence est uniforme, c’est-a-dire que

IP—Pylloo —— 0
n—+0oo

Soient z € S et n € N*. On peut écrire

[P(2) — Po(a)] = é@ (P (1) — Py()) | < kg” [P (2) - Pe(a)]

grace a I'inégalité triangulaire. Maintenant, appliquons successivement les résultats
des questions 13 et 12 pour obtenir

|P(z) — Pn(z)] < ;i:o (Qrt1(z) — Qr(x)) (question 13)
< eM;rz::o [ frr1 ()] (question 12)

A droite de cette inégalité, on reconnait R, (z) telle que définie dans ’énoncé, qui
existe bien par convergence de la série de fonctions > |f,|. Puisque ce sont des
sommes de termes positifs, on a 0 < R, (z) < Rg(z) pour tout x € S. Or, on a
montré a la question 12 que la fonction Ry était bornée sur S donc on en déduit que
la fonction R, est également bornée sur S. Par conséquent, sa norme infinie existe
bien et en la majorant par celle-ci, cela donne

[P(z) — Pu(2)] < eM|Rnllo

Comme cette inégalité est vraie pour tout x € S, on peut passer au supremum a
gauche et obtenir

[P —Pylloo < eMHRnHoo

Par hypotheése, la série >_ | f,,| converge uniformément vers la fonction Ry, cela signifie
que |Ry || converge vers 0 lorsque n tend vers l'infini. En passant & la limite sur n
dans I'inégalité ci-dessus, on voit donc que

’ La suite de fonctions (P,,),en+ converge uniformément sur S vers la fonction P.

Pour tout n € N*| la fonction P,, est continue comme produit de fonctions
continues. On a démontré a la question 14 que ces fonctions convergent uniformément
sur S vers la fonction P donc par théoréme,

La fonction P est continue sur S. ‘
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Montrons a présent que la fonction P ne s’annule pas sur S. Les fonctions (fy, )nen-
sont choisies & valeurs dans | —1; 400, donc la fonction P est un produit infini de
fonctions strictement positives.

Néanmoins, comme ce produit est infini, on ne peut pas en déduire que P
est a valeurs strictement positives. Par exemple, le produit infini des termes
de la suite (e_l/")neN*, qui sont tous strictement positifs, est nul. En effet,

N N 1
VN e N* e‘”"zexp(—E)—)O
n=1 n=1M N—-+oo

car la série harmonique diverge vers +oco. Cela nous force a travailler un peu
plus, en exploitant 'hypothese que la série > |f,| converge uniformément.

Soit x € S. En question 14, en exploitant la convergence uniforme de la série
> |fal, on a montré que la série 3 In (14 f,,(z)) converge absolument. En particulier,
cette série converge et on peut noter £(z) € R la valeur de sa somme. Par continuité
de I'exponentielle, en laissant n tendre vers U'infini dans I'identité,

P, (z) = exp (é In (1+ fk(x))>

on en déduit donc que P(z) = e“®) et alors P(x) > 0 comme étant 'exponentielle
d’un nombre réel. On en conclut que

’La fonction P ne s’annule pas sur S. ‘

Fixons x € R%. Pour tout n € N*, définissons la fonction

{Rj — R
gn: R
r — —e

La suite (gn)nen+ est une suite de fonctions continues, prenant des valeurs plus
grandes que —1. Pour tout = € R*, la série Y |g, ()| est une série géométrique
de raison e~ € ]0;1[, donc elle converge. Pour vérifier les hypothéses de la par-
tie ITIT.A, montrons que la série de fonctions > |g,| converge uniformément sur tout
segment [a;b] avec 0 < a < b, c’est-a-dire que sous réserve d’existence, le reste

+00

Ro(z) = 32 lgr(x)|

k=n+1
converge uniformément vers 0. Or, c’est une série géométrique convergente, donc pour
tout x € R} et tout n € N*
+oo —(n+1)z®
2 e
Rn(x) = Z ek = 1 2
k=n+41 —€

Fixons a,b tels que 0 < a < b, et prenons = € [a;b]. A droite, en minorant le

. . a2 . . _ 2 .
dénominateur par 1 —e ™% et en majorant le numérateur par e (nt+1)a , on voit que

e —(n+1)a?

Ra(z) < 1_o-a

Comme cette inégalité est vraie pour tout = € [a;b], en passant au supremum sur z
a gauche, on obtient que

—(n+1)a?
||RnHoo,[a;b] < ¢

1—e—%% noioo
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Cette convergence vers zéro signifie que la série Y |g,| converge uniformément sur
tout ensemble de la forme [a;b] avec 0 < a < b. Le résultat de la question 15 donne
que la fonction f est continue sur chacun de ces ensembles. Etant donné Parbitraire
sur a et b, on en conclut que

’La fonction f est définie et continue sur RY.

Pour tout n € N*, définissons le produit partiel
R¥ — R
fn . n
x — ] (1 +gk(x))
Pruls

=1

Tout d’abord, pour tout n € N*| la fonction 14 g, prend ses valeurs dans ] 0;1 [, alors
n
VneN* Vo eR: 0< J](1+g(z) <1
k=1

et en faisant tendre n vers I'infini on obtient que
Vo € R} 0< f(z) <1

D’apres la question 15, la fonction f ne s’annule pas donc on a méme mieux :
Vo € R} 0< f(z) <1

Soient z,y € R% tels que < y. Comme pour tout n € N*, la fonction 1 + g, est
croissante et positive, on obtient que f,(x) < f.(y), et en passant a la limite sur n
cela montre que la fonction f est croissante. Notons
£y = lim f(x) et loo = lim f(x)
z—0

T—r+00

qui existent bien d’apres le théoréme de la limite monotone, puisque f est une fonction
monotone et bornée. Le tableau de variations de la fonction f a donc ’allure suivante :

T 0 +00
leo

f(z) S
4o

Calculons a présent les limites ¢ et /.. Comme remarqué précédemment, les fonc-
tions (fn)nen+ et f prennent des valeurs strictement positives, on peut donc définir
leur logarithme. Pour tout n € N* et tout = € RY,

2
n _ —nx
. 1 (§

n
In fol@) = 3 (1 —e *") < = Yo' = e v o ——
k=1 k=1 l—e®
en utilisant 'inégalité de convexité In(1+u) < u valable pour tout u > —1. Par conti-
nuité du logarithme, si on fait tendre n vers 'infini dans cette inégalité, on obtient

7:1/’2

e
In f(z) < Epp——
Cette inégalité montre que lim0 In f(z) = —o0
r—r
donc par passage a ’exponentielle,
li =
lim f(x) =0
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Calculons a présent {.,. Pour cela, on va utiliser le théoréme de la double limite
et on alors besoin de montrer la converge uniforme de In f,, vers In f sur un inter-
valle [a; +00 [. On choisit a de sorte que lorsque x € [a;+00 [, on a e ~"* < 1/2 pour
tout n € N*. Comme on a e "% < 2" pour tout n € N* il suffit que e ™ g 1/2
d’ott x > vIn 2. De cette maniére, g, () appartient a [—1/2;0[ C [~1/2;1/2] pour
tout n € N*. La fonction u — In(1 + u) est continue et dérivable sur [—1/2;1/2],
et sa dérivée satisfait

11 1
v —— = < <2
ue[ 2’2} 0 1+u

donc d’apres I'inégalité des accroissements finis,

11
Vue{—2;2] IIn(1+ w)| = [In(1 +u) — In(1 + 0)| < 2 |ul

Par conséquent, en appliquant cette inégalité apres I'inégalité triangulaire, on voit
que pour tout x > vIn2 et tout n € N*,

Inf@) —nfu@ < S [In(1+ ge(@)]

k=n-+1
+0o0
<2 3 gr(o)]
k=n+1
I f(a) = In fu(@)] < 20Rnlloo [ vinz; 100 |

Cette inégalité étant vérifiée pour tout = > v/In 2, on peut passer au supremum sur x
a gauche et obtenir que

e—(n+1)In2 1

10 f =10 falloo [ iz, +oo [ S 2Rnlloe [vinz; 100 S Tog=mz = 30

d’apres la majoration uniforme de R,, prouvée dans la question 16, lorsque a = v/In 2.
Cela montre que la série > In(1 + g,) converge uniformément vers la fonction In f

sur [\/1112 3 +00 { De plus, pour tout n € N*,
ZEIPOO In(1+ gp(z)) =0
donc d’apres le théoreme de la double limite, on a
+00 +o00

lim Inf(zr)= lim > In(1+g,(z))= > lim In(1+gn(z)) =0

T—r+00 T—r+00 n—1 n—1 x— 400

d’otl, par composition par la fonction exponentielle,

lim f(z)=1

r——+00

Comme pour tout n € N*, la fonction 1+ f,, prend des valeurs strictement posi-
tives, c’est également le cas du produit partiel P,, et on peut prendre son logarithme.
Pour n € N* et z € S, on a donc

P, (z) = él In (1 + fi(z))
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La fonction P,, est de classe €' sur S comme produit de fonctions de classe %!,
donc par composition In P,, est également de classe €. De la méme maniére, comme
somme de compositions de fonctions de classe €', le terme de droite dans I'identité
ci-dessus est également de classe €'. En dérivant les deux cotés de cette égalité,
on obtient

(@) _ 3~ f,g<x
(x) 1+ fe(x

k=1

n

ce qui se réécrit, comme voulu,

YneN" VzeS P! () =P, (x)

‘ On aurait également pu procéder par récurrence.

Repartons de 1'égalité

VneN* VzxeS InP,(z) = kil In (1+ fr(z))

e Pour tout n € N*, la fonction In(1 + f,,) est de classe € par composition.

e La série > In(1+ f,,) converge simplement vers la fonction In P par continuité
du logarithme et d’apres la question 14.

e La série des dérivées

> (In(1+ £,))' Z

n>1 = Jrfn

converge uniformément sur S par hypothese.

Par théoreme de dérivation de la somme d’une série de fonctions, on en déduit que
InP est une fonction de classe €', et que sa dérivée est donnée par

veeS  (InPy ZHf

En composant avec la fonction exponentielle qui est de classe €', on trouve que

La fonction P est de classe € sur S. ‘

En dérivant In P dans ’expression ci-dessus, on a ainsi

33‘

Vo eS =) Zan
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IV. EXPRESSION DE LA FONCTION
SINUS COMME PRODUIT INFINI

D’apres la formule du binéme de Newton,

(SO ) ) ()

k=0 k=0

20 o0 . X \F
P n—+

1 i 2n+1 ) 1 2n 2n+1 iX k
J— n+1 _ _ (_1\k
Pn(X) i (2n+1) X JrQikZ_O( k )(1 (=1) )<2n—|—1>

Le polynoéme P, s’écrit comme la somme de polynémes de degrés inférieurs ou égaux
a 2n + 1, donc degP,, < 2n + 1. Mais dans la formule précédente on voit que le
coefficient devant X?"*! dans P,,(X) est non nul, alors

)—U
2
s

I

’dean:2n+1

Prenons k € [0;2n], et montrons que xy tel que défini dans 1’énoncé est racine
de P, c’est-a-dire que P, (x) = 0. D’une part,
izy, .
1 = 1+itan
* 2n+1 * (

T
2n+1

] km L isin km
“S\on 1 il ST |

Cos il
2n+1

el km/(2n+1)

B cos il
2n+1

et d’autre part, par le méme calcul

iz efikﬂr/(2n+1)

1— =
2n+1 km
cos
2n+1

Par conséquent, en utilisant la formule d’Euler pour le sinus,

elhm _ g —ikm sin(km)

1
2i kr 2n+1 kr 2n+1
COSs COS
2n+1 2n+1

puisque sin(k7) = 0 pour tout entier k. Comme la fonction tangente est positive
sur [0;7/2[, négative sur |7/2;7], et qu’elle est strictement croissante sur chacun
de ces intervalles, ces racines sont distinctes. On dispose de 2n + 1 racines distinctes
pour le polynoéme P,, qui est de degré 2n+ 1 (d’apres la question 20), donc on a bien
décrit ’ensemble des racines de P,,. Ainsi,

’L’ensernble des racines de P, est {zy |k € [0;2n]}. ‘
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Dans la question 21, on a montré que P,, est scindé a racines simples et que ses
racines sont exactement les xj pour k € [0;2n]. Cela veut dire que P,, s’écrit

P,(X) = aj;n[o(X —xp)

pour un certain o € C. Déja, remarquons que xyp = 0, donc on peut isoler un fac-
teur X, et que toutes les autres racines sont non nulles. Ensuite, pour k € [1;n],
puisque la tangente est impaire et m-périodique, on a

km km
x = (2n + 1) tan (2n+1) = —(2n+ 1) tan (—2n+1)
km
= —(2n+1)tan (7r 2n+1)

@Cn+1-kK)rm
2n+1

—(2n+ 1)tan<

’M = — Ton+l—k ‘

donc chaque racine dans [1;n] est 'opposé d’une racine dans [n + 1;2n], et on
peut les mettre par paires. Plus précisément,

aX(ﬁ(X—Ik)>< f_n[ (X—xk)>

k=1 k=n+1

X (kf‘:[l(x - a:k)) (j

en effectuant le changement d’indice j = 2n + 1 — k dans le second produit. Mainte-
nant, en utilisant 1'égalité x; = —z2,41—; que l'on vient de démontrer, et en regrou-
pant les deux produits, il vient :

Py (X)

s

(X - x2n+1—j)>

1

n

Pp(X) = oX ] (X — 2))(X + 2;)

I
Q
>~
<
1=
|
8
.
\_lf
N——
—=
/N
—_
|
LI
o
N————

n
donc en posant A = a [[ (—z;2) € C, on obtient comme désiré que
=1

P,(X) = )\XH (1 - ) pour un certain A € C.

2
Lj

j=1

Suivons l'indication et calculons P/ (0). D’une part, en utilisant I’expression
de P, (X) démontrée a la question 22, on a

P (X) = )\jlill (1 - ﬁ) A (]f[l <1 B ;(;))
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d’out P, (0) = A. Mais d’autre part, par un calcul direct avec la définition de P,,,

1 i X \*" —i X\
~((@n+1 1 —(2n+1 1-
% <(”+ )2n+1( +2n+1) (2n+ )2n—|—1( 2n+1) )

1 - iX 2"+ L X n
2 2n+1 2n +1

et en évaluant en zéro, P) (0) = 1. Par conséquent, A = 1 et finalement,

0315

P (X)

Fixons z € R, et définissons les suites (), oy €t (Un), ey PAT

iz\" iz\"
Vn € N* un:<1—|—> et vn:<1—)
n n

D’apres la question 6, ces suites convergent et leurs limites sont données par
lim wu, =e'® et lim v, =e™'*
n—+oo n—+oo

Dés lors, les deux sous-suites (u2n+1)nen €t (Vant1)nen= convergent respectivement
vers les mémes limites, et donc en remarquant que

1
Pn(x) == i(u2n+1 - U2n+1)
ei:v _ e—iw
on en déduit que lim P,(z) = ——— =sinzx
n—»+oo 21

d’apres la formule d’Euler. Cela étant vrai pour tout z € R, il vient que

’La suite de fonctions (P,,),en+ converge simplement sur R vers la fonction sinus.

Soit t € R, et soit k € N tel que k > 2. Comme les fonctions vy et vy_1 ont des
définitions différentes selon la valeur de ¢, on distingue trois cas. Plus précisément :

e Lorsque t < k — 1, vi(t) et v_1(t) sont tous deux égaux a P4 (z) donc
[0 () — o1 (B)] = 0
et le résultat est satisfait dans ce cas.

e Lorsque k — 1 <t < k, on a par définition

[t] 2
’Uk(t>=PUJ(.T)=a:‘H 1-—
j=1

<tan (2LtJJ7T+1) 2t + 1))2

2

k—1
et Uk—1(t):$H 1- x
j=1

(tan <2Ltjf+1> (2[t] + 1)>2
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Mais puisque dans ce cas [t] = k — 1, ces deux quantités sont égales et on a
encore une fois

vk (t) — ve—1(t)| =0
donc le résultat est vrai.
e Enfin, lorsque ¢ > k, par définition on a

.’1?2

mOE (on (=Y em) A

372

() — vk—1()] = 3 [ve—1(t)]

(tan (2[211) 2t + 1))

Montrons l'inégalité suivante :

d’out

VuG[O;%[ tanu > u

La fonction g : u — tanu — u est continue et dérivable sur [0;7/2], et sa
dérivée est donnée par ¢'(u) = tan®u. Sa dérivée est & valeurs positives, donc
la fonction g est croissante sur [0;7/2[ et comme ¢g(0) = 0 on a g(u) > 0 pour
tout u € [0;7/2], ce qui prouve I'inégalité.

Puisque t > k, on a également |t] > k et alors

0< km < km T
S20t+1 20t T2
Ainsi, on peut utiliser 'inégalité que l'on vient de prouver pour minorer la
tangente au dénominateur de ’expression précédente. Cela donne
2 2

x T
[0u(8) = w1 (1) < 3l 1 ()] = Sy lon-1(0)

<2£11(2 1t] + 1))

En conclusion, on a bien montré que

2

VEER., k22 fun(t) v (O] < g e ()]

Soit t € R, et soit n € N*. Distinguons deux cas:
e Sit <k, alors

[t] 72
ok ()] = [Py (@)| = 2| [T |1 -
j=1

(tan (2@11) 2t + 1))2

[t] 2
<[] |1+
j=1

(tan (2Ltjf+1> 2[t] + 1)>2
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d’apres 'inégalité triangulaire. Dans I'ordre, en appliquant 'inégalité tanu > u
valable pour u € [0;7/2[ (prouvée & la question précédente), I'inégalité dé-
montrée & la question 2, le fait que |t] < k, et la croissance de ’exponentielle,
il vient

Lt] [t] 22 ko2
() |x|H<1+ ><|x|exp iy R | g

Pt = Um)

e Lorsque t > k, la preuve est la méme au détail prés que dans ce cas on a déja k
au lieu de [t| dans la borne supérieure du produit.

ko2
Finalement, |Vte R, VkeN* |k ()] < |z|exp ZL

2 (jmp?

Pour n € N plus grand que 2, et pour ¢t € R, définissons les sommes partielles

n

Sult) = 3 (k) ~vea () et Salt) = 3 Ionlt) — vaa (1)

k=2
Appliquons successivement 'inégalité de la question 25 et celle de la question 26 pour
voir que

n
1,2

k 2

Sa(t) < [ok—1(2)] (question 25)
k

2~ 1 x
g = || exp : (question 26)
k=2

La série > 1/n? est une série de Riemann convergente dont on note ¢ > 0 la valeur.
n=2
Il vient

2 +o0 2 |£L'|

_ 1’2 +0o0 1
Sn(t) < — (Zk?> || exp 22
k=2

Par conséquent, la suite (gn(t))

a2 /n

o €St une suite croissante (comme somme de termes
positifs) et majorée, alors elle converge. Cela veut dire que la suite (Sn(t)) converge
absolument, et on note S(t) sa valeur. Montrons que cette convergence est uniforme

par rapport a t € R, c’est-a-dire montrons que
IS = Snlleo = sup [S(t) = Sn(t)] ———0
teRy

n—+oo
Soient n > 2 et t € R,. En appliquant successivement 'inégalité triangulaire,
I'inégalité de la question 25 et celle de la question 26, il vient

+0o0

IS() =Sn(®)| < 22 [vk(®) — ve—1(?)] (inégalité triangulaire)
k=n+1
+0oo 1’2
<X 722 |ve-1(t)] (question 25)
k=n-+1
22 = k—1 22
< Wzkzn;rle || exp ;(jwﬁ (question 26)

560 - 8,0 < Slleeti 55 L

k=n-+1
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Cela étant vrai pour tout t € R, on peut passer au supremum a gauche et obtenir
Iffl
IS = Sullee < 3L
k=n-+1

A droite de cette inégalité on reconnait le reste d’une série de Riemann convergente,
donc il tend vers 0 et alors ||S — S, [0 —— 0. En conclusion,
n—+oo

La série de fonctions Y (vy — vk—1) converge uniformément sur R .
k>2

Commencons par calculer la limite de v (t) lorsque ¢ tend vers Uinfini, et k € N*
est fixé. Comme on va faire tendre ¢ vers l'infini, on peut déja supposer ¢t > k, si bien
que v (t) s’écrit

2

:le;[l B (tan (%) @) + 1))2

Comme tanu ~ wu, pour tout j € [1;k], on a
u—0

Jm Jm
tan (M‘H) (2t]+1) R SInE] 2t +1)=4m

si bien que, par opération sur les limites,

x? x?

(tan (%) 2[t] + 1))2 e

On peut donc passer & la limite dans le produit définissant v (t) puisque c’est un
produit fing, et cela donne

k 22
Vk € N* hm v (t H ( )

Ensuite, calculons la limite de vg(t) lorsque k tend vers l'infini et ¢ € R, est
fixé. Puisque cette fois c’est k£ qui tend vers l'infini, on peut supposer ¢t < k sans
perte de généralité. De cette maniere, on a vi(t) = P|;)(z) qui ne dépend pas de k,
et finalement

vt e R, lim vg(t) = Py (x)

k—+oo

Tout d’abord, pour tout t € Ry,

S(t) = ;gi(vk(t) —ua(t) = lim og(t) — o1 (8) = Py (@) — 01 0)

d’apres la question 28. Par conséquent, en utilisant la question 24, et encore une fois
la question 28, on a

lim S(t) =sinz — x (1 - “”’“’2) (1)

t—+o00 7'(‘2



22 Centrale Maths 2 PC 2024 — Corrigé

Toutefois, on a montré en question 27 que la série Y (vy, — vk—1) converge uniformé-
k>2
ment, et d’apres la question 28,

VE=2  lim (ok(t) — v ( ﬁ ( - ) 1:[ (

Le théoréeme de la double limite s’applique et donne

+00

i S0 = lim 5 ((0) ks 0)
= ]:;Oztglgloo (’Uk(t) — ’U]cfl(t))
+00 k 1'2 k—1 .’£2
-3 (- o) T (- o)

On reconnalt a présent une série télescopique, ainsi

lim S(t _a:H< )—x<1—ﬁ> (2)

Les égalités (1) et (2) permettent donc de conclure que

sinz) = ﬁ (1- (jcﬂ)

Notons I = [—n/2;7/2] ~ {0} et prenons x € I. D’apres la question 29, la
fonction f : xz +—— sin(x)/x s'écrit

sinx +oo

Vo el f(z) = I:[(l‘f'fn( ))
ou pour tout n € N*, on a défini la fonction
I — R
fn: 22
T — _7127'('2

Les fonctions (f,)nen+ sont de classe € sur I, et elles prennent leurs valeurs dans
[-1/4;0[ C]—1;+00[. De plus, pour tout n € N* et tout x € I,

x? 1

= — < —
@) = 5 < 5

car |z| < w/2. En passant au supremum sur x a gauche, on obtient donc que

fallle < 3o

Le terme a droite de cette inégalité est le terme général d’une série de Riemann
convergente, donc par majoration la série Y || f,||L, converge. Cela veut dire que la
série de fonctions Y | f,| converge normalement sur I, et en particulier elle converge
uniformément sur 1.
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De la méme maniere, pour tout n € N* et tout x € 1,

f/
‘1+fn

m
2—
20 2 4

= NS =
n2m? — x2 72 mw(4n2? —1)
n2n2 — o
4
donc en passant au supremum sur = € I & gauche, on obtient

1 4 1
<— =0(—=
’ Tt o ll oy - w(dn? — 1) Ol

A droite, on a le terme général d’une série convergente donc par théoréme de com-
paraison on en déduit comme avant que la série de fonctions > f/ /(1 + f,) converge
normalement sur I, et en particulier elle converge uniformément sur I.

On dispose de toutes les hypotheses requises pour pouvoir appliquer le résultat
de la question 19, qui donne alors que la fonction f est de classe €' sur I, et que

et IS @ (X

f@)  SH1+fie) = (Gm)? —a?
Or, pour tout z € I, f(@) = w
T
xcosT —sinx
. fl@)  — g _esz 1
f(z) sinx sinx

x
et cela montre que

T T cos(x) 1 — 2
Vme[—i,g}\{O} sin(a:)_5_7,_21(3'71')2—172

Suivons I'indication et calculons (sous réserve d’existence)

. xcosx —sinx
lim ————
z—0  x2sinx
Pour cela, utilisons les développements limités du sinus et du cosinus
2 3
T . x
cost=1—-"+ o (2?) et sinzx =1— "+ o (2°)

2 x—0 6 z—0

qui donnent

a? 2 z® 3
1- 2 _ _
rcosx —sinx _ x( 2 +w9>0(x )) (x 6 ergo(x )>

r2sinx o 12 (x—i— o (x))

0
—-+ o (1)
_ z—0
1+ o (1)
. x—0
TrCcosx —sinx 1
o T o ==
z2sinx =0 3
.. . xcosx —sinz 1
Ainsi, lim — s =3
z—0 z2sinx 3




24 Centrale Maths 2 PC 2024 — Corrigé

Or, d’apres la question 30,

. +o00
rcosx —sinx 1 fcosz 1 Z 2
x?sinx z \sinz =z ; 1(j7r)2 —z?
J=
+oo
. 1 1
donc cela montre que lim —_—— = =

a0 £ (jm)2—x2 6

Vérifions que 'on peut intervertir la limite avec la série. Pour tout n € N*, on définit
la fonction g, : I — R par
1
)= ——=
gn(@) (nm)? — z2
Puisque lorsque z € T on a |z| < 7/2, il vient
1 B 4
27T 22 - 1)
7r w2 (4n
2
nm)? — —
(w2 - =
donc en passant au supremum sur x a gauche,

4 1
I < —
”gn“oo ~ 7T2(4TL2—1) O<n2>

Le théoréme de comparaison montre que ||g,||}, est le terme général d’une série
convergente, ce qui signifie que la série de fonctions > g, converge normalement
sur I, et en particulier elle converge uniformément sur I. De plus,

|gn ()| <

1
Vn € N* —_—
ne 9n(®) =5 G2
On peut alors appliquer le théoréme de la double limite, qui donne
+00 +00 +o0 +00
1 1 1 1 1
li — = lim ——— = I N
250 (nmr)? — a2 250 (nm)2 — 22 Z n?n?  w? Z n?
n=1 n=1 n=1 n=1
+0o0o 1 7_(_2

En conclusion, 155
n

n

V. AUTOUR DE LA FONCTION I

Pour (z,t) € (R%)2, notons f(z,t) = t* le~!. Vérifions les hypotheses du
théoréme de continuité d’une intégrale a parametre.
e Pour tout z € R¥, I'application ¢t — f(x,t) est continue par morceaux sur R} .
e Pour tout ¢t € R¥, l'application x — f(x,t) est continue sur R¥.

e Fixons a,b € RY avec a < b, et considérons le segment K = [a;b]. Lorsque
t € [0;1], Papplication & — t*~! est décroissante sur K donc t*~1 < ¢!
pour tout z € K. Au contraire, lorsque ¢ € [1;+00 [, Papplication z — t*~1
est croissante sur K et donc t*~1 < ¥~ pour tout z € K. Dans tous les cas,

Vee K 71 <max (12711071 ot 40!



Centrale Maths 2 PC 2024 — Corrigé 25

En définissant la fonction ¢ : R* — R, par ¢(t) = (t2~ 1 +#*~1)e~* pour tout
t € R%, on a la domination

VeeK WeR:  [f(a,0)] <o)
La fonction ¢ est continue par morceaux, montrons qu’elle est également inté-
grable sur R*%. D’une part,

Po(t) ——0  domc  p(t)= o (1)

t—+00 T t—too \ £2

et alors la fonction ¢ est intégrable sur [1;+o0o [ par théoréme de comparaison.
D’autre part,

1—a/2 — (+a/2 b—a/2\,—t _ a/2—-1
t o(t) = (t** +t )e WO donc P(t) tgo(t )

qui est une expression intégrable sur |0;1] puisque a/2 — 1 > —1 par critére
de Riemann. D’oui I'intégrabilité de ¢ sur RY.
D’apres le théoreme de continuité d’une intégrale a parameétre, la fonction I' est
définie et continue sur tout segment [a;b] C RY, d’ou

La fonction I' est définie et continue sur RY.

Dans l'ancien programme, il était également requis de vérifier que pour tout
x € R*, la fonction ¢ — f(x,t) est intégrable sur R*. C’est une condition
suffisante pour montrer que l'intégrale a parametre est bien définie. Or, cette
condition a été retirée dans les nouveaux programmes car elle est en fait une
conséquence directe de I’hypothése de domination. En effet, s’il existe une
fonction ¢ intégrable sur R* telle que | f(z,t)| < ¢(t) pour tout (z,t) € (R*)?,
alors par comparaison on obtient immédiatement que la fonction ¢t — f(z,t)

est intégrable sur R pour tout x € R%.

Montrons par récurrence que la propriété

P(n): VreR: gn(z) = — n!
[I(z+k)
k=0
est vraie pour tout n € N*.
o P(1) est vérifiée car, pour tout = € R¥,
! T 1 1
gl(a?):/o w1 —w) du = [x_ x—i—lLZ r 41 z(x +1)

o P(n) = Z(n—+1): supposons que la propriété F(n) est satisfaite & un rang
n € N* fixé, et montrons & (n + 1). Pour cela, fixons = € R* et intégrons par
parties dans I'intégrale définissant g, 1 (z), et intégrant la fonction u — u®~!
(dont la primitive u — u®/z est de classe €* sur [0;1]) et en dérivant la
fonction u — (1 —u)"*! (qui est de classe € sur [0;1]):

1
gni1(z) = / w11 —u)" 1 du
0

1/
+i/ u®(1 —u)"” du
0 T Jo

I
—
‘:
—
—_
|
<
~
3
+
—_
—

gnir (@) = 2 g @ 1)
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Ainsi, d’apres 'hypothése de récurrence,

n+1 n! n+1 n! (n+1)!

gn—&-l(x) = z n = r ntl = o+l
[1@x+1+k) I1 (z + k) 1 (z+k)

k=0 k=1 k=0

et cela montre Z(n + 1).

n!

(x+ k)

e Conclusion: |Vn e N* VzeR: gn(x) =

bl
=

Fixons x € R}. Pour n € N* et ¢ € RY, notons
t n
fu(®) =110.n)(0) (1 — n) et

ot 1jg,,] désigne la fonction indicatrice de I’ensemble [0;n].

e Pour tout n € N*, la fonction f,, est continue par morceaux sur R7.

e Pour tout t € RY, f,,(t) — f(t) =t*"le~t d’apres la question 6.

n—+0oo
e La fonction f ainsi définie est continue par morceaux sur RY.

e Pour tout n € N*, et tout ¢t € R*, on a la domination |f,(t)| < f(t). En effet,
lorsque t € [0;n], d’apres 'inégalité de convexité 1+ u < e* valable pour tout
u € R,
t_ Ly AN
0<l——<e W/ donc 0<|1—— <e
n n
De plus, on a montré a la question 33 que la fonction f est intégrable.

D’apres le théoreme de convergence dominée, on en déduit que

+00 +00
Jim [ nwa= [ e
- . "1 t\"
et cela se réécrit lim t* 1——) dt=T(x)
n—+oo Jq n

Soient z € R} et n € N*. Observons qu’en effectuant le changement de variable
affine t = nu,

[ (= 5) = [ i = o

Ainsi, d’apres Iexpression prouvée a la question 33,

n n T |
/ po1 (1_t> a— "
0 " 1 (z+k)

k=0
et comme 'on sait, grace a la question 34, que cette intégrale converge vers I'(z)
lorsque n tend vers Uinfini, il vient

n*n!

Vo eR:  T(x)= lim — "
I1 (x+k)
k=0

n—+oo
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Fixons 2 € | 0;1[. D’aprés la question 35,
n“n! nl=on!

[M@+k) [[(-z+Fk)
k=0 k=0

MNz)(1—z)= lim P,(z) ol P,(z) =

n—+oo

Mais en effectuant le changement d’indice k' = k + 1 dans le second produit du
dénominateur, on voit que

Pale) = )
(fie+n) (=)
_ n (n!)?
LD @ Ry (k- )
k=1
I
_ n k=1
z(n+1—x) ﬁ (k2 — 22)
k=1
- n 1
S a(n+l-z) 22
(%)
P, (x) = ™ 1
nx—n_’_l_x n _(7T$)2
ol (1- &)

On reconnait ici un produit qui converge vers la fonction sin(wz) d’aprés la ques-
tion 29, donc en faisant tendre n vers l'infini,

= —_— ~Y
n_lgloo it sin(7mx) car n+1—xno+oo T

™

et alors Vre]0;1] MNa)r'(l1—=z) =

sin(mx)

Pour tout n € N*, définissons

|

a, = ——1Inn
k=1
et montrons que la suite (ay),cy. ainsi définie est convergente. La convergence de

cette suite équivaut & la convergence de la série > (a,+1 — a,), donc on en revient

a montrer que la suite (u,), . définie par

1 n+1
Vn € N* n=0ntl — Gy = —1
n U Gnt1 — Q I n( " )

est le terme général d'une série convergente. La suite (uy), - est de signe constant.
En effet,

1 +In(1 1 < 1 1 <0
Uy = n — S - X
T n41 n-+1 n+1 n+1
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pour tout n € N* d’apres l'inégalité In(1+ u) < u valable pour tout u > —1. De plus,
en faisant un développement limité a I'ordre 2,

1 n 1 1 n 1 1
u = _ _ (o) JR— ~ [
" notoo n 4 1 n+1 2(n+1)2 n2 ) ) notoo  2n2
donc la suite (u,), oy~ est le terme général d’une série convergente par théoreme de

comparaison et critere de Riemann, et on en déduit que la suite (a,), . converge.
On peut noter v € R la valeur de sa limite, et ainsi,

a, = ~v+o(l)

n—+

"1
ou encore Z% = Inn+~v+o0(1) pour un certain v € R.
k_

—+00

Soit € R%. Repartons du résultat de la question 35:

n*n!

11 (= + &)

k=0

I(z) = lim P,(x) ou VneN* Py (z) =

n—+oo

En écrivant que n® = e*™ " en utilisant le résultat de la question 37 pour remplacer
Inn et en développant la factorielle en produit, on voit que

zlnn M k

e 1 "1 . z\ !
Pn(x): xr l};[lx+k - Eexp ([E (;k_’y_knﬂqroo(l)))kl:[l(l_'_k’)
—yx n 1

Comme e°() converge vers 1 lorsque n tend vers I'infini, un passage & la limite montre
comme désiré que

oy 00 .
Ve eR?  T(z) =2 e/ (1+2)
X n

n=1




