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1. Préliminaires

1 Comme R œ Od(R), par définition, on a R
€

R = Id donc

1 = det(Id) = det(R
€

R) = det(R
€

) det(R) = det(R)
2 œ R

ce qui assure que det(R) œ {≠1, +1}

2 L’application (A, B) ‘æ ÈA, BÍ = tr (A
€

B) est une forme bilinéaire de Md(R) car

• la transposition est un endormorphisme de Md(R) ;

• les multiplications à droite et à gauche par une matrice de Md(R) sont aussi

des endomorphismes de Md(R) ;

• la trace est une forme linéaire de Md(R).

Montrons que (A, B) ‘æ ÈA, BÍ = tr (A
€

B) est symétrique. Soit (A, B) œ Md(R)
2
.

ÈA, BÍ = tr (A
€

B) = tr
!
(A

€
B)

€"
= tr

!
B

€
(A

€
)
€"

= tr
!
B

€
A

"
= ÈB, AÍ

Ainsi, (A, B) ‘æ ÈA, BÍ = tr (A
€

B) est symétrique. Montrons maintenant qu’elle est

définie positive. Considérons A œ Md(R). Notons Ai,j pour (i, j) œ [[ 1 ; d ]]
2

ses coef-

ficients.

ÈA, AÍ = tr
!
A

€
A) = tr

A3
dq

k=1

Ak,iAk,j

4

(i,j)œ[[ 1 ; d ]]2

B
=

dq
i=1

dq
k=1

Ak,i
2 > 0

en tant que somme de carrés de nombres réels. Supposons de plus que ÈA, AÍ = 0.

Dans ce cas, chaque terme de la somme précédente est nul, donc

’ (i, k) œ [[ 1 ; d ]]
2

Ak,i = 0

Autrement dit, A est la matrice nulle. On a obtenu que l’application (A, B) ‘æ ÈA, BÍ
est définie positive. En conclusion,

L’application (A, B) ‘æ ÈA, BÍ définit un produit scalaire sur Md(R).

3.a Soient (u, v) œ (Rd
)
2

et A œ Md(R). Vu leurs tailles respectives, on peut écrire

Èu, AvÍRd = u€
Av

= tr
!
u€

Av
"

car u€
Av œ M1(R) = R

= tr
!
vu€

A
"

= tr
!
(uv€

)
€

A
"

Èu, AvÍRd = Èuv€, AÍ

Ainsi, ’ (u, v) œ (Rd
)
2 ’ A œ Md(R) Èu, AvÍRd = Èuv€, AÍ

Cette preuve fait appel au résultat selon lequel pour des matrices A et B

de dimensions compatibles, tr (AB) = tr (BA) qui est au programme en PC.

Pourtant, on demande au candidat de redémontrer ce résultat à la ques-

tion 3.b. Les correcteurs attendent peut-être pour cette question 3.a une

preuve plus pédestre en faisant apparaître les sommes concernées. On se dis-

pense de la faire ici, vu qu’elle serait tout à fait similaire au raisonnement de

la question 3.b.
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3.b Considérons A et B deux matrices de Md(R). Par définition du produit matriciel

et de la trace, il vient

tr (AB) = tr

A3
dq

k=1

Ai,kBk,j

4

(i,j)œ[[ 1 ; d ]]2

B

=

dq
i=1

dq
k=1

Ai,kBk,i

=

dq
k=1

dq
i=1

Bk,iAi,k

= tr

A3
dq

i=1

Bk,iAi,¸

4

(k,¸)œ[[ 1 ; d ]]2

B

tr (AB) = tr (BA)

Ainsi, ’ (A, B) œ Md(R)
2

tr (AB) = tr (BA)

Cette preuve est valable pour toutes matrices A œ Mm,n(R) et B œ Mn,m(R)

et pour tout (n, m) œ (Nú
)
2
. Elle est au programme de PC. C’est donc une

question de cours.

3.c Soit (A, B, C) œ Md(R)
3
. D’une part,

ÈA, BCÍ = tr (A
€

BC) = tr

1
(B

€
A)

€
C

2
= ÈB€

A, CÍ

D’autre part, en appliquant le résultat de la question 3.b à A
€

B et C, il vient

ÈA, BCÍ = tr (A
€

BC) = tr (CA
€

B) = tr

1
(AC

€
)
€

B

2
= ÈAC

€, BÍ

Ainsi, ’ (A, B, C) œ Md(R)
3 ÈA, BCÍ = ÈB€

A, CÍ = ÈAC
€, BÍ

4.a Comme R œ Od(R), par définition R
€

R = Id. Autrement dit,

’ (i, j) œ [[ 1 ; d ]]
2

dq
k=1

Rk,iRk,j = ”j
i

où ” désigne le symbole de Kronecker. En particulier,

’ i œ [[ 1 ; d ]]

dq
k=1

Rk,i
2

= 1

On a ici une somme de termes positifs ou nuls, chacun des termes est donc plus petit

que la somme. Ceci assure, pour k = i, que Ri,i
2 6 1 pour tout i œ [[ 1 ; d ]] puis que

’ i œ [[ 1 ; d ]] |Ri,i| 6 1

4.b On a ÈD, RÍ = tr (D
€

R) = tr (DR) =

dq
i=1

–iRi,i

Or, ’ i œ [[ 1 ; d ]] –i > 0 et Ri,i 6 1 d’après 4.a

donc ’ i œ [[ 1 ; d ]] –iRi,i 6 –i

Enfin, en sommant sur i œ [[ 1 ; d ]], on obtient

ÈD, RÍ 6 tr (D)
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2. Ensembles des déplacements de Rd

5.a Soient a et b deux vecteurs de Rd
. Soit g = (·, R) un élément de Dep (Rd

).

Par définition,

--„g(a) ≠ „g(b)
-- =

--Ra + · ≠ (Rb + ·)
--

=
--R(a ≠ b)

--
--„g(a) ≠ „g(b)

-- = |a ≠ b|

car R est la matrice d’un endomorphisme orthogonal (c’est-à-dire une isométrie vec-

torielle) dans la base canonique ce qui justifie qu’elle conserve la norme.

’ (a, b) œ (Rd
)
2 ’ g œ Dep (Rd

)
--„g(a) ≠ „g(b)

-- = |a ≠ b|

5.b Soient g = (·, R) et gÕ
= (· Õ, R

Õ
) deux éléments de Dep (Rd

). Si g = gÕ
, on a

directement „g = „gÕ car · = · Õ
et R = R

Õ
. Réciproquement, supposons que „g = „gÕ .

Alors, en particulier „g(0) = „gÕ(0) c’est-à-dire · = · Õ
, puis

’ x œ Rd „g(x) = „gÕ(x)

ie ’ x œ Rd
Rx + · = R

Õx + ·

ie ’ x œ Rd
Rx = R

Õx

ce qui prouve que R = R
Õ
. Dès lors, g = gÕ

. Par double implication,

’ (g, gÕ
) œ Dep (Rd

) „g = „gÕ ≈∆ g = gÕ

5.c Montrons d’abord l’existence puis l’unicité de e.

• Existence : Posons e = (Id, 0). On a bien e œ Dep (Rd
) car Id œ Od(R) et 0 œ Rd

.

De plus,

’ x œ Rd „e(x) = Idx + 0 = x

• Unicité : Considérons (e, eÕ
) œ

!
Dep (Rd

)
"2

tel que

’ x œ Rd „e(x) = „eÕ(x) = x

Cela signifie en particulier que „e = „eÕ . Le résultat de la question 5.b assure

donc que e = eÕ
.

Il existe un unique e œ Dep (Rd
) tel

que „e(x) = x pour tout x œ Rd
.

6.a Considérons g = (·, R) et gÕ
= (· Õ, R

Õ
) deux éléments de Dep (Rd

). Alors, pour

tout x œ Rd
, on obtient

(„gÕ ¶ „g)(x) = „gÕ(Rx + ·) = R
Õ
(Rx + ·) + · Õ

= (R
Õ
R)x + (R

Õ· + · Õ
)

Or, Od(R) est un groupe pour le produit matriciel ce qui assure que R
Õ
R œ Od(R).

De plus, R
Õ· + · Õ œ Rd

. En posant

gÕÕ
= (R

Õ· + · Õ, R
Õ
R)
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on obtient gÕÕ œ Dep (Rd
) et „gÕÕ = „gÕ ¶„g, ce qui assure l’existence de gÕÕ

. Son unicité

s’obtient par le même raisonnement que celui de la question 5.c en utilisant le résultat

de la question 5.b.

Pour tout (g, gÕ
) œ

!
Dep (Rd

)
"2

, il existe un

unique gÕÕ œ Dep (Rd
) tel que „gÕÕ = „gÕ ¶ „g.

On vient ainsi de construire une loi de composition interne sur Dep (Rd
).

6.b Considérons g1 = (·1, R1), g2 = (·2, R2) et g3 = (·3, R3) trois éléments

de Dep (Rd
). Utilisons la formule obtenue dans la question 6.a.

g1(g2g3) = g1(R2·3 + ·2, R2R3)

=
!
R1(R2·3 + ·2) + ·1, R1(R2R3)

"

= (R1R2·3 + R1·2 + ·1, R1R2R3)

par associativité du produit matriciel

=
!
(R1R2)·3 + (R1·2 + ·1), (R1R2)R3

"

= (g1g2)(·3, R3)

g1(g2g3) = (g1g2)g3

Ainsi, ’ (g1, g2, g3) œ Dep (Rd
)
3

g1(g2g3) = (g1g2)g3

On a prouvé ici que la loi de composition interne sur Dep (Rd
) introduite à

la question 6.a est associative.

7.a Notons g = (·, R). Soient x et y deux vecteurs de Rd
.

„g(x) = y ≈∆ Rx + · = y

≈∆ Rx = y ≠ ·

„g(x) = y ≈∆ x = R
€

(y ≠ ·) car R œ Od(R)

Ainsi, l’application „g admet une application réciproque. Autrement dit,

L’application „g est bijective.

7.b D’après ce qui a été fait à la question 7.a,

’ y œ Rd „g
≠1

(y) = R
€

(y ≠ ·) = R
€y ≠ R

€·

Or R
€ œ Od(R) car R œ Od(R) et ≠R

€· œ Rd
. Prendre gÕ

= (≠R
€·, R

€
) œ Dep (Rd

)

convient donc pour avoir „gÕ = „g
≠1

. De plus, l’unicité d’un tel gÕ
est assurée par le

résultat de la question 5.b.

Il existe un unique gÕ
= (≠R

€·, R
€

) œ Dep (Rd
) tel que „gÕ = „g

≠1
.

7.c Notons g = (·, R) et rappelons que l’on a obtenu à la question 5.c que e = (0, Id).

D’après la formule obtenue à la question 6.a, on peut écrire d’une part que

ge = (R0 + ·, RId) = (·, R) = g

et d’autre part que eg = (Id· + 0, IdR) = (·, R) = g

Ainsi, ge = eg = g
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De plus, comme on l’a vu dans la question 7.b, g≠1
= (≠R

€·, R
€

) et R œ Od(R)

assure que R
€

R = RR
€

= Id. Ceci permet d’écrire

gg≠1
=

!
R(≠R

€·) + ·, RR
€"

= (≠· + ·, Id) = (0, Id) = e

et g≠1g = (R
€· ≠ R

€·, R
€

R) = (0, Id) = e

En conclusion, gg≠1
= g≠1g = e

Ainsi, Dep (Rd
) muni de sa loi de composition interne est un groupe.

8 Notons e1 le premier vecteur de la base canonique de Rd
. Soient g = (e1, Id)

et gÕ
= (e1, ≠Id) deux éléments de Dep (Rd

). D’après la formule obtenue dans la

question 6.a,

gÕg = (≠Ide1 + e1, ≠IdId) = (0, ≠Id)

mais ggÕ
=

!
Ide1 + e1, Id(≠Id)

"
= (2e1, ≠Id) ”= gÕg

Aucune valeur de d œ Nú
ne convient pour avoir l’éga-

lité ggÕ
= gÕg pour tous g et gÕ

éléments de Dep (Rd
).

3. Distance à déplacement près

9.a Considérons g et gÕ
deux éléments de Dep (Rd

) ainsi que z œ E n
d (R). On obtient

g · (gÕ · z) = g ·
!
„gÕ(zi)

"
iœ[[ 1 ; n ]]

=
!
(„g ¶ „gÕ)(zi)

"
iœ[[ 1 ; n ]]

=
!
„ggÕ(zi)

"
iœ[[ 1 ; n ]]

(6.a)

g · (gÕ · z) = (ggÕ
) · z

Ainsi, ’ (g, gÕ
) œ Dep (Rd

) ’ z œ E n
d (Rd

) g · (gÕ · z) = (ggÕ
) · z

9.b Soient (x, y) œ E n
d (R)

2
et g œ Dep (Rd

) tels que x = g · y. Alors,

’ i œ [[ 1 ; n ]] xi = „g(yi)

donc ’ i œ [[ 1 ; n ]] yi = „g
≠1

(xi)

car „g est bijective comme on l’a vu à la question 7.a. De plus, vu le résultat de la

question 7.b, „g
≠1

= „g≠1 ce qui permet d’obtenir

’ i œ [[ 1 ; n ]] yi = „g≠1(xi)

Autrement dit, y =
!
„g≠1(xi)

"
iœ[[ 1 ; n ]]

= g≠1 · x

En conclusion,

’ (x, y) œ E n
d (R)

2 ’ g œ Dep (Rd
) x = g · y =∆ y = g≠1 · x

10.a Soient (x, y) œ E n
d (R)

2
et g œ Dep (Rd

). Les définitions de la loi · et de la

norme sur E n
d (Rd

) ainsi que le résultat de la question 5.a permettent d’écrire

Îg · x ≠ g · yÎ2
=

nq
i=1

--„g(xi) ≠ „g(yi)
--2

=

nq
i=1

|xi ≠ yi|2 = Îx ≠ yÎ2

En conclusion,

’ (x, y) œ E n
d (R)

2 ’ g œ Dep (Rd
) Îg · x ≠ g · yÎ = Îx ≠ yÎ
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10.b Soient (x, y) œ E n
d (R)

2
et g œ Dep (Rd

). On note que e · y = y car „e = IdRd

comme on l’a vu à la question 5.c. D’après les résultats des questions 7.c, 9.a et 10.a,

Îy ≠ g · xÎ = Î(gg≠1
) · y ≠ gẋÎ (7.c)

=
˜̃

g · (g≠1 · y) ≠ g · x
˜̃

(9.a)

= Îg≠1 · y ≠ xÎ (10.a)

Îy ≠ g · xÎ = Îx ≠ g≠1 · yÎ

Or, lorsque g décrit Dep (R
d
), g≠1

décrit aussi Dep (R
d
) car c’est un groupe comme

on l’a montré dans la partie 2. En passant à la borne inférieure à droite dans l’égalité

précédente, il vient

Îy ≠ g · xÎ > inf
)

Îx ≠ gÕ · yÎ | gÕ œ Dep (Rd
)
*

= ”(y, x)

Passons maintenant à la borne inférieure à gauche. Il vient

”(x, y) = inf
)

Îy ≠ g · xÎ | g œ Dep (Rd
)
*
> ”(y, x)

Par symétrie des rôles de x et y, on a aussi ”(y, x) > ”(x, y) ce qui permet de conclure.

’ (x, y) œ E n
d (Rd

)
2

”(x, y) = ”(y, x)

10.c Soient (x, y, z) œ E n
d (R)

3
et (g, gÕ

) œ Dep (Rd
)
2
. Par inégalité triangulaire,

Îz ≠ g · xÎ =
˜̃

z ≠ (ggÕ
) · y + (ggÕ

) · y ≠ g · x
˜̃

6
˜̃

z ≠ (ggÕ
) · y

˜̃
+

˜̃
(ggÕ

) · y ≠ g · x
˜̃

6
˜̃

z ≠ (ggÕ
) · y

˜̃
+

˜̃
g · (gÕ · y) ≠ g · x

˜̃
(9.a)

Îz ≠ g · xÎ 6
˜̃

z ≠ (ggÕ
) · y

˜̃
+ ÎgÕ · y ≠ xÎ (10.a)

En conclusion,

’ (x, y, z) œ E n
d (R)

3 ’ (g, gÕ
) œ Dep (Rd

)
2

Îz ≠ g · xÎ 6
˜̃

z ≠ (ggÕ
) · y

˜̃
+ ÎgÕ · y ≠ xÎ

10.d Soit (x, y, z) œ E n
d (R)

3
. On munit Dep (Rd

) = Rd ◊ SOd(R) de la topologie

produit induite par la norme 2 sur Rd
et la norme induite par le produit scalaire

donné dans le sujet sur SOd(R) µ Md(R).

Par équivalence des normes en dimension finie, le choix de la norme fait ici

n’influe pas dans le raisonnement qui suit. Mais, du fait que l’on utilise des

suites convergentes, il est nécessaire de munir Dep (Rd
) d’une norme pour

que cela ait un sens.

Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe (gÕ
k)kœN une suite

d’éléments de Dep (Rd
) telle que

lim
kæŒ

ÎgÕ
k · y ≠ xÎ = ”(y, x) = ”(x, y)

par symétrie de ” comme démontré à la question 10.b. De même, on peut trou-

ver (gÕÕ
k)kœN une suite d’éléments de Dep (Rd

) telle que

lim
kæŒ

ÎgÕÕ
k · y ≠ zÎ = ”(z, y)

Posons alors gk = gÕÕ
kgÕ

k
≠1

pour tout k œ N de sorte que

’ k œ N gk œ Dep (Rd
) et gkgÕ

k = gÕÕ
k
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Par conséquent, lim
kæŒ

˜̃
(gkgÕ

k) · y ≠ z
˜̃

= ”(z, y) = ”(y, z)

car ” est symétrique comme cela a été prouvé à la question 10.b. D’après l’inégalité

obtenue à la question 10.c, on a donc

’ k œ N Îz ≠ gk · xÎ 6
˜̃

z ≠ (gkgÕ
k) · y

˜̃
+ ÎgÕ

k · y ≠ xÎ

Puis, par définition de ”(x, z), on obtient

’ k œ N ”(x, z) 6 Îz ≠ gÕÕ
k · yÎ + ÎgÕ

k · y ≠ xÎ

Passons à la limite lorsque k tend vers +Œ. Il vient

”(x, z) 6 ”(x, y) + ”(y, z)

11.a Soit (x, y) œ E n
d (R)

2
tel que c(x) fl c(y) ”= ?. Soit z œ c(x) fl c(y). Par défi-

nition de c, il existe g et gÕ
deux éléments de Dep (Rd

) tels que g · x = gÕ · y = z.

Ainsi, x = (g≠1gÕ
) · y d’après les résultats des questions 9.a et 9.b. Montrons par

double inclusion que c(x) = c(y).

• Inclusion directe : Soit u œ c(x). Il existe gÕÕ œ Dep (Rd
) tel que gÕÕ · x = u c’est-

à-dire u = gÕÕ ·
!
(g≠1gÕ

) · y
"
. Le résultat de la question 9.a s’applique encore et

donne u = (gÕÕg≠1gÕ
) · y, la loi étant associative comme on l’a vu en 6.b. Ceci

prouve que u œ c(y). Ainsi, c(x) µ c(y).

• Inclusion réciproque : Par symétrie des rôles de x et y, on a aussi c(y) µ c(x).

On conclut que

c(x) fl c(y) ”= ? =∆ c(x) = c(y)

11.b Soit (x, y) œ E n
d (R)

2
tel que c(x) = c(y). Remarquons d’abord que c(y) ”= ?

car y œ c(y) en choisissant g = e. Il vient donc que y œ c(x). Autrement dit,

il existe g œ Dep (Rd
) tel que g · x = y donc Îy ≠ g · xÎ = 0. Ainsi, par définition,

Si c(x) = c(y), alors ”(x, y) = 0.

• En combinant les résultats des deux questions précédentes, on a

c(x) fl c(y) ”= ? =∆ ”(x, y) = 0

• Le travail fait dans cette partie justifie l’appellation « distance à dépla-

cement près ». En e�et, si E est un ensemble et d : E
2 æ R+, alors on

dit que d est une distance sur E lorsque

¶ ’ (x, y) œ E
2 d(x, y) = d(y, x)

¶ ’ (x, y, z) œ E
3 d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z)

¶ ’ (x, y) œ E
2 d(x, y) = 0 ≈∆ x = y

Ici, ” vérifie les deux premières propriétés : la symétrie et l’inégalité

triangulaire. Cependant, ” ne satisfait pas la troisième : la séparation.

En e�et, on devrait avoir ”(x, y) = 0 ≈∆ x = y mais, au lieu de cela

on a ”(x, y) = 0 ≈∆ c(x) fl c(y) ”= ?. On a prouvé l’implication réci-

proque dans les questions précédentes. L’implication directe s’obtient

sans di�culté par définition de ”.
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4. Un problème d’optimisation

12.a Soit (·, R) œ Dep (Rd
). Par définition,

J(·, R) =

nq
i=1

--yi ≠ (Rxi + ·)
--2

=

nq
i=1

--yi ≠ ȳ ≠ R(xi ≠ x̄) + ȳ ≠ Rx̄ ≠ ·
--2
(R œ L (Rd

))

=

nq
i=1

--yi ≠ ȳ ≠ R(xi ≠ x̄)
--2

+

nq
i=1

|ȳ ≠ Rx̄ ≠ · |2

+2

nq
i=1

+
yi ≠ ȳ ≠ R(xi ≠ x̄), ȳ ≠ Rx̄ ≠ ·

,
Rd

(identité remarquable)

J(·, R) =

nq
i=1

--yi ≠ ȳ ≠ R(xi ≠ x̄)
--2

+

nq
i=1

|ȳ ≠ Rx̄ ≠ · |2

+2

=
nq

i=1

!
yi ≠ ȳ ≠ R(xi ≠ x̄)

"
, ȳ ≠ Rx̄ ≠ ·

>

Rd

(linéarité du produit scalaire à gauche)

Or,

nq
i=1

!
yi ≠ ȳ ≠ R(xi ≠ x̄)

"
=

3
nq

i=1

yi

4
≠ nȳ ≠ R

3
nq

i=1

xi

4
+ nRx̄

(R œ L (Rd
))

= nȳ ≠ nȳ ≠ nRx̄ + nRx̄ (définitions de x̄ et ȳ)

nq
i=1

!
yi ≠ ȳ ≠ R(xi ≠ x̄)

"
= 0

et,

nq
i=1

|ȳ ≠ Rx̄ ≠ · |2 = n |ȳ ≠ Rx̄ ≠ · |2

Ainsi, J(·, R) =

nq
i=1

--yi ≠ ȳ ≠ R(xi ≠ x̄)
--2

+ n |ȳ ≠ Rx̄ ≠ · |2

12.b Soient R œ SOd(R) et · œ Rd
. Vu le résultat de la question 12.a, J(·, R) s’écrit

J(·, R) = J1(R) + n |ȳ ≠ Rx̄ ≠ · |2

avec J1(R) =

nq
i=1

--yi ≠ ȳ ≠ R(xi ≠ x̄)
--2

qui est indépendant de · . Minimiser · ‘æ J(R, ·) sur Rd
revient donc à minimiser

la quantité |ȳ ≠ Rx̄ ≠ · |2 > 0. Or, cette quantité s’annule en ·(R) = ȳ ≠ Rx̄ et

seulement là. Ainsi,

Pour tout R œ SOd(R), la fonction · ‘æ J(·, R) admet un

unique minimum sur Rd
. Il est atteint en ·(R) = ȳ ≠ Rx̄.

13.a La transposition est un endomorphisme de l’espace vectoriel Md(R) qui est

de dimension finie donc elle est continue. Le produit matriciel sur l’espace vectoriel

de dimension finie Md(R) est bilinéaire donc il est continu. Par conséquent, en tant

que composée de fonctions continues,

La fonction f : M ‘æ M
€

M est continue sur Md(R).
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13.b Par définition, on a R
€

R = Id. Or,

ÎRÎ2
= ÈR, RÍ = tr (R

€
R) = tr (Id) = d

Ceci assure que SOd(R) est borné.

On pourrait aussi simplement montrer que les coe�cients de R sont bornés

en valeur absolue par 1 pour obtenir le caractère borné de SOd(R).

Raisonnons par caractérisation séquentielle pour montrer qu’il est fermé. Considérons

une suite (Rk)kœN œ SOd(R)
N

et R œ Md(R) telles que la suite (Rk)kœN converge

vers R. Montrons que R œ SOd(R) c’est-à-dire que R
€

R = f(R) = Id et det R = 1.

Comme Rk œ SOd(R) pour tout k œ N, on a

’ k œ N
I

Rk
€

Rk = f(Rk) = Id

det(Rk) = 1

Or, on a vu dans la question 13.a que f est continue. De plus, d’après le cours, det

est continue. Dès lors, par passage à la limite, f(R) = Id et det R = 1 ce qui prouve

que R œ SOd(R) qui est donc fermé. En conclusion,

L’ensemble SOd(R) est un fermé borné de Md(R).

Proposons une autre démonstration du caractère fermé de SOd(R). Elle se

fonde aussi sur la continuité de f et de det mais est plus élégante. Notons

que SOd(R) = f≠1
!
{Id}

"
fl det

≠1
!
{1}

"
. En tant qu’images réciproques de

fermés par des applications continues, f≠1
!
{Id}

"
et det

≠1
!
{1}

"
sont des fer-

més. L’ensemble SOd(R) est donc une intersection de deux fermés, c’est un

fermé.

14.a Notons Ï : R ‘æ J
!
·(R), R

"
la fonction définie sur SOd(R) à valeurs dans R+.

D’après le résultat de la question 12.b, ·(R) = ȳ ≠ Rx̄. Puis,

’ R œ SOd(R) Ï(R) =

nq
i=1

--yi ≠ (Rxi + ȳ ≠ Rx̄)
--2

C’est une somme de carrés de normes, les xi, yi ainsi que x̄ et ȳ sont fixés. La multi-

plication matricielle est continue à droite, le carré et la norme sont elles aussi conti-

nues. Ainsi, en tant que somme de composées de fonction continues, Ï est continue

sur SOd(R) qui est fermé borné d’après le résultat de la question 13.b en dimension

finie car il est inclus dans Md(R) qui est de dimension d2
. Le théorème des bornes

atteintes assure donc que Ï est bornée et atteint ses bornes. En particulier, Ï atteint

son minimum. Autrement dit, il existe Rú œ SOd(R) tel que

’ R œ SOd(R) J
!
·(Rú), Rú

"
6 J

!
·(R), R)

Or, par définition de ·(R),

’ (·, R) œ Dep (Rd
) J

!
·(R), R) 6 J(·, R)

En combinant ces deux inégalités, il vient

÷ Rú œ SOd(R) ’ (·, R) œ Dep (Rd
) J

!
·(Rú), Rú) 6 J(·, R)
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14.b Prenons x = y = 0 œ E n
d (R). On a aussi x̄ = ȳ = 0. Soit (·, R) œ Dep (Rd

).

Dans ce cas,

J(·, R) = n·2
et ·(R) = ȳ ≠ Rx̄ = 0

vu la formule pour ·(R) établie à la question 12.b. Ainsi,

’ Rú œ SOd(R) J
!
·(Rú), Rú) = J(0, Rú) = 0 6 J(·, R)

Or, pour d > 2, SOd(R) n’est pas un singleton. Dès lors,

La matrice Rú n’est pas forcément unique.

15 Par définition, on a

”(x, y)
2

= inf
)

J(·, R) | (·, R) œ Dep (Rd
)
*

Soit (·, R) œ Dep (Rd
). Le résultat de la question 12.b assure l’inégalité

J(·, R) > J
!
·(R), R

"

Or, J
!
·(R), R

"
=

nq
i=1

--yi ≠ ȳ ≠ R(xi ≠ x̄)
--2

car ·(R) = ȳ ≠ Rx̄ comme on l’a vu dans le résultat de la question 12.b. Il vient, par

linéarité de R puis en utilisant une identité remarquable, que

J
!
·(R), R

"
=

nq
i=1

--yi ≠ ȳ ≠ R(xi ≠ x̄)
--2

=

nq
i=1

1
|yi ≠ ȳ|2 +

--R(xi ≠ x̄)
--2 ≠ 2

+
yi ≠ ȳ, R(xi ≠ x̄)

,
Rd

2

=

nq
i=1

--R(xi ≠ x̄)
--2

+

nq
i=1

|yi ≠ ȳ|2 ≠ 2

nq
i=1

+
yi ≠ ȳ, R(xi ≠ x̄)

,
Rd

J
!
·(R), R

"
=

nq
i=1

+
R(xi ≠ x̄), R(xi ≠ x̄)ÍRd + nVn(y) ≠ 2

nq
i=1

+
(yi ≠ ȳ)(xi ≠ x̄)

€, R
,

en utilisant la formule démontrée dans la question 3.a. Et, pour tout i œ [[ 1 ; n ]],

+
R(xi ≠ x̄), R(xi ≠ x̄)

,
Rd =

--R(xi ≠ x̄)
-- = |xi ≠ x̄|2

car R œ SOd(R) µ Od(R) ce qui assure qu’elle conserve la norme. Ceci permet d’écrire

J
!
·(R), R

"
= nVn(x) + nVn(y) ≠ 2

=
nq

i=1

(yi ≠ ȳ)(xi ≠ x̄)
€, R

>

Puis, en passant à la borne inférieure,

”(x, y)
2

= nVn(x) + nVn(y) ≠ 2 sup

RœSOd(R)

ÈZ(x, y), RÍ

avec Z(x, y) =

nq
i=1

(yi ≠ ȳ)(xi ≠ x̄)
€
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5. Calcul de ”(x, y) dans
le cas où det

1
Z(x, y)

2
> 0

16 Comme S = Z
€

Z, S est une matrice réelle symétrique. Elle est donc diagonali-

sable en base orthonormée. Soit ⁄ œ R une valeur propre de S. Notons u un vecteur

propre unitaire associé à ⁄. Comme Z est inversible, |Zu| > 0. Ceci permet d’écrire

0 < |Zu|2 = ÈZu, ZuÍRd = (Zu)
€

Zu = u€
Z

€
Zu = u€

Su = ⁄u€u = ⁄ |u|2 = ⁄

donc, ⁄ > 0. Ainsi, on peut indexer les valeurs propres de S en comptant les répéti-

tions par ordre décroissant. Autrement dit,

Il existe (⁄i)iœ[[ 1 ; d ]]
une famille décroissante de réels

strictement positifs et (ui)iœ[[ 1 ; d ]]
une famille orthonor-

mée de Rd
telles que Sui = ⁄iui pour tout i œ [[ 1 ; d ]].

17.a Soit (i, j) œ [[ 1 ; d ]]
2
.

Èvi, vjÍRd =
1Ô

⁄i

Ô
⁄j

ÈZui, ZujÍRd

=
1Ô

⁄i


⁄j

ui
€

Z
€

Zuj

=
1Ô

⁄i


⁄j

ui
€

Suj

=
⁄jÔ

⁄i


⁄j

ui
€uj

=


⁄jÔ
⁄i

”j
i

Èvi, vjÍRd = ”j
i

car (ui)iœ[[ 1 ; d ]]
forme une base orthonormée de Rd

comme on l’a vu dans la ques-

tion 16. Ainsi,

La famille (vi)iœ[[ 1 ; d ]]
forme une base orthonormée de Rd

.

17.b Soit (i, j) œ [[ 1 ; d ]]
2
. Calculons (VD)i,j .

(VD)i,j =

dq
k=1

Vi,kDk,j

= Vi,jDj,j

= (vj)i


⁄j par définition de V et D

=
1
⁄j

(Zuj)i


⁄j par définition de vj

=

dq
k=1

Zi,k(uj)k

=

dq
k=1

Zi,kUk,j par définition de U

(VD)i,j = (ZU)i,j
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Ceci étant vrai pour tout (i, j) œ [[ 1 ; d ]]
2
, il vient VD = ZU. Or, U est une ma-

trice orthogonale vu que c’est la matrice d’une base orthonormée dans la base ca-

nonique d’après le résultat de la question 16. On en déduit que U est inversible et

que U
≠1

= U
€

. On obtient donc

Z = VDU
€

18 Avec Z1, on a S1 = Z1
€

Z1 =

3
4 0

0 1

4

C’est une matrice diagonale et les coe�cients diagonaux sont rangés par ordre dé-

croissant donc on peut prendre U1 = (e1|e2) = I2. On a ⁄1 = 4 et ⁄2 = 1 donc

V1 =

3
1Ô
4

Z1e1

----
1Ô
1

Z1e2

4
=

3
0 1

1 0

4

Z1 = V1 D1 U1
€

Ainsi,

avec U1 =

3
1 0

0 1

4
D1 =

3
2 0

0 1

4
V1 =

3
0 1

1 0

4

Pour Z2, on a aussi S2 = Z2
€

Z2 =

3
4 0

0 1

4

On prend donc U2 = U1 = I2 puis

V2 =

3
1Ô
4

Z2e1

----
1Ô
1

Z2e2

4
=

3
0 1

≠1 0

4

Z2 = V2 D2 U2
€

Ainsi,

avec U2 =

3
1 0

0 1

4
D2 =

3
2 0

0 1

4
V2 =

3
0 1

≠1 0

4

19.a Soit R œ SOd(R). Remarquons que U et V sont toutes deux des matrices

orthogonales car ce sont les matrices de bases orthonormées d’après les résultats des

questions 16 et 17.a.

(V
€

RU)
€

(V
€

RU) = U
€

R
€

VV
€

RU = U
€

R
€

RU = U
€

U = Id

donc V
€

RU est orthogonale. De plus,

det(V
€

RU) = det(V
€

) det R det U = det V det U

car det R = 1. Or, on a supposé que det Z > 0 et on a

0 < det Z = det(VDU
€

) = det V det D det(U
€

) = det(V) det(U)

dr
i=1

Ô
⁄i

Ce produit étant strictement positif, on en déduit que det V det U > 0. Or, U étant

orthogonale, d’après le résultat de la question 1, det U œ {≠1; 1}. Il en est de même

pour det V. Par conséquent, det U det V = 1 puis det(V
€

RU) = 1, ce qui prouve que

V
€

RU œ SOd(R)
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19.b Considérons ÂÏ :

I
SOd(R) ≠æ Md(R)

R ‘≠æ V
€

RU

Le résultat de la question 19.a assure que ÂÏ est à valeurs dans SOd(R) ce qui assure

que la fonction

Ï :

I
SOd(R) ≠æ SOd(R)

R ‘≠æ V
€

RU

est bien définie. Montrons qu’elle est bijective. Soit (R, R
Õ
) œ SOd(R)

2
. Notons que

le fait que U et V soient des matrices de bases orthonormées, comme on l’a vu dans

les questions 16 et 17.a, assure que ce sont des matrices orthogonales. Il vient alors

R
Õ
= Ï(R) ≈∆ R

Õ
= V

€
RU

≈∆ R
Õ
U

€
= V

€
R

R
Õ
= Ï(R) ≈∆ VR

Õ
U

€
= R

Or, par un raisonnement tout à fait similaire à celui de la question 19.a, on a

bien VR
Õ
U

€ œ SOd(R). Ainsi, Ï est une bijection de SOd(R) vu qu’elle admet une

application réciproque donnée par

Ï≠1
:

I
SOd(R) ≠æ SOd(R)

R
Õ ‘≠æ VR

Õ
U

€

Or, D étant diagonale, ÈZ, RÍ = tr (Z
€

R)

= tr
!
(VDU

€
)
€

R
"

= tr (UDV
€

R)

= tr (DV
€

RU)

= tr
!
DÏ(R)

"

ÈZ, RÍ =
+
D, Ï(R)

,

d’après le résultat de la question 3.b. Or, Ï étant une bijection de SOd(R), Ï(R)

décrit SOd(R) lorsque R décrit SOd(R). Ainsi,

sup

RœSOd(R)

ÈZ, RÍ = sup

RœSOd(R)

ÈD, RÍ

20 Notons D(x, y) la matrice diagonale associée à Z(x, y) dans le processus des

questions 16 et 17. Comme det
!
Z(x, y)

"
> 0, le résultat de la question 19.b s’applique

et donne

sup

RœSOd(R)

+
Z(x, y), R

,
= sup

RœSOd(R)

+
D(x, y), R

,
6 tr

!
D(x, y)

"

car, par construction, D(x, y) est diagonale à coe�cients positifs ce qui permet d’ap-

pliquer le résultat de la question 4.b. Or, Id œ SOd(R) et+
D(x, y), Id

,
= tr

!
D(x, y)

"

Ainsi, sup

RœSOd(R)

+
Z(x, y), R

,
= tr

!
D(x, y)

"
=

dq
i=1


⁄i(x, y)

où


⁄i(x, y) désignent les valeurs singulières de Z(x, y) pour tout i œ [[ 1 ; d ]].

En revenant à la formule établie à la question 15, il vient enfin

”(x, y) =

Û

nVn(x) + nVn(y) ≠ 2

dq
i=1


⁄i(x, y)
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6. Le cas où det
1
Z(x, y)

2
< 0

21.a Soit ⁄ œ Sp (R) et u œ Rd
un vecteur propre unitaire associé. On sait

que R œ Od donc elle conserve la norme. Il vient |Ru| |u| = 1 donc

1 = |Ru| = |⁄u| = |⁄| |u| = |⁄|

ce qui assure que ⁄ œ {≠1; 1}

21.b Noter que I désigne ici Id.

Comme R œ Od(R), RR
€

= Id. Puis,

det R det(Id + R
€

) = det
!
R(Id + R

€
)
"

= det(R + RR
€

) = det(R + Id)

Ainsi, det(R + Id) = det(R) det(Id + R
€

)

21.c Supposons que det(R) = ≠1. Le résultat de la question 21.b devient

det(R + Id) = ≠ det(Id + R
€

) = ≠ det
!
(Id + R

€
)
€"

= ≠ det(Id + R)

donc 2 det(R + Id) = 0 ce qui prouve que

det(R + Id) = 0

22.a On sait que det R = ≠1. On a vu à la question 21.c que dans ce cas, on a

donc det(R + Id) = 0. Autrement dit, ≠1 est une valeur propre de R. Soit ud un

vecteur propre unitaire de R pour la valeur propre ≠1. En particulier, Rud = ≠ud.

On complète (ud) en une base orthonormée de Rd
que l’on note (ui)iœ[[ 1 ; d ]]

. Soit

x œ E1 = Vect (u1, . . . , ud≠1) = ud
‹

Il vient donc

ud
€

Rx = ≠(≠ud)
€

Rx = ≠(Rud)
€

Rx = ≠ud
€

R
€

Rx = ≠ud
€x = ≠Èud, xÍRd = 0

car R est orthogonale. En conclusion,

On a construit (ui)iœ[[ 1 ; d ]]
une base orthonormée de Rd

telle

que Rud = ≠ud et ud
€

Rx = 0 pour tout x œ Vect (u1, . . . , ud≠1).

22.b Soit y œ R(E1). Il existe x œ E1 tel que y = Rx. Or, d’après le résultat de la

question 22.a, ud
€

Rx = 0 pour tout x œ E1. On a donc

Èud, yÍRd = Èud, RxÍRd = ud
€

Rx = 0

Cela signifie que y œ ud
‹

= E1. Ainsi,

R(E1) µ E1

En fait, d’après le programme, l’orthogonal d’un sous-espace stable est stable

par toute isométrie.

De plus, det(R) = ≠1 ”= 0 donc R est inversible, ce qui impose que R(E1) et E1 sont

de même dimension et prouve que

R(E1) = E1
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23.a On a ÈS, R
ÕÍ = ÈU€

DU, U
€

RUÍ

= tr
!
(U

€
DU)

€
U

€
RU

"

ÈS, R
ÕÍ = tr (U

€
D

€
UU

€
RU)

Or, U est la matrice d’une base orthonormée donc U est orthogonale et UU
€

= Id.

On en déduit, en utilisant le résultat de la question 3.b, que

ÈS, R
ÕÍ = tr (U

€
D

€
RU) = tr (D

€
RUU

€
) = tr (D

€
R) = ÈD, RÍ

En conclusion, ÈS, R
ÕÍ = ÈD, RÍ

23.b Remarquons que R et R
Õ

sont les matrices du même endomorphisme dans la

base canonique de Rd
et dans la base (ui)iœ[[ 1 ; d ]]

respectivement. Vu les résultats des

questions 22.a et 22.b, R
Õ

s’écrit

R
Õ
=

3
R0 0d≠1

0d≠1
€ ≠1

4
avec 0d≠1 le vecteur nul de Rd≠1

Or, R et U étant des matrices orthogonales,

R
Õ€

R
Õ
= U

€
R

€
UU

€
RU = U

€
R

€
RU = U

€
U = Id

ce qui revient à dire que
3

R0
€

R0 0d≠1

0d≠1
€

1

4
= Id

En particulier, R0
€

R0 = Id≠1, ce qui prouve que

R0 œ Od≠1(R)

24.a D’après le résultat de la question 23.a, ÈD, RÍ = ÈS, R
ÕÍ = tr (S

€
R

Õ
). Or, on a

déjà vu dans la réponse à la question 23.b que

R
Õ
=

3
R0 0d≠1

0d≠1
€ ≠1

4

De même, S =

3
S0 ú
ú Sd,d

4
avec Sd,d œ R

Puis, S
€

R
Õ
=

3
S0

€
R0 ú

ú ≠Sd,d

4

Ainsi, tr (S
€

R
Õ
) = tr (S0

€
R0) ≠ Sd,d

Or, D étant diagonale, S
€

= (U
€

DU)
€

= U
€

DU = S, donc S0
€

= S0. En conclusion,

ÈD, RÍ = tr (S0R0) ≠ Sd,d

24.b Comme on l’a remarqué dans la fin de la réponse à la question 24.a, la ma-

trice S0 est symétrique réelle donc diagonalisable en base orthonormée. Autrement

dit, il existe U0 œ Od≠1(R) telle que D0 = U0S0U0
€

est diagonale. Montrons que S0

est symétrique positive. On sait déjà que S est symétrique positive car S est la ma-

trice de D qui est positive dans la base orthonormée (ui)iœ[[ 1 ; d ]]
. Soit X0 œ Rd≠1

.

Notons

X =

3
X0

0

4
œ Rd
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Remarquons que X0
€

S0X0 = X
€

SX > 0

par positivité de S. Ceci étant pour tout X0 œ Rd≠1
, on en déduit que S0 est

symétrique positive, ce qui assure que ses valeurs propres sont toutes positives.

Dès lors, la matrice D0 est diagonale à coe�cients positifs. Appliquons le résultat

de la question 4.b à D0 et R
Õ
0 = U0

€
R0U0 œ Od≠1(Rd

) d’après la question 23.a.

Il vient ÈD0, R
Õ
0Í 6 tr (D0). Or, d’une part, tr (D0) = tr (S0) et d’autre part

ÈD0, R
Õ
0Í = tr (D0

€
R

Õ
0) = tr (U0

€
S0U0U0

€
R0U0) = tr (U0

€
S0R0U0)

soit ÈD0, R
Õ
0Í = tr (S0R0)

En réinjectant ces deux résultats dans l’inégalité précédente, il vient

tr (S0R0) 6 tr (S0)

24.c Comme S est la matrice de D dans la base (ui)iœ[[ 1 ; d ]]
, ces deux matrices ont

la même trace donc

tr (D) = tr (S0) + Sd,d

Le résultat de la question 24.a assure que ÈD, RÍ = tr (S0R0) ≠ Sd,d. Or, comme

on l’a vu dans la question 24.b, tr (S0R0) 6 tr (S0). Ainsi, ÈD, RÍ 6 tr (S0) ≠ Sd,d.

Or, tr (S0) = tr (D) ≠ Sd,d. En conclusion,

ÈD, RÍ 6 tr (D) ≠ 2Sd,d

25.a Par définition,

Sd,d = (U
€

DU)d,d =
!
U

€
(–iUi,k)

(i,k)œ[[ 1 ; d ]]
2
"

d,d
=

dq
j=1

Uj,d–jUj,d

donc Sd,d =

dq
j=1

–jUj,d
2

25.b D’après la formule obtenue à la question 25.a et le fait que –d 6 –i pour

tout i œ [[ 1 ; d ]] car les –i sont rangés par ordre décroissant,

Sd,d > –d

dq
j=1

Uj,d
2

= –d(U
€

U)d,d = –d

la matrice U étant orthogonale. Or, d’après le résultat de la question 24.c,

ÈD, RÍ 6 tr (D) ≠ 2Sd,d =

3
dq

i=1

–i

4
≠ 2–d =

3
d≠1q
i=1

–i

4
≠ –d

En conclusion, ÈD, RÍ 6
3

d≠1q
i=1

–i

4
≠ –d

26 Notons tout d’abord que le résultat de la question 17.b reste valable ici car on

n’avait pas encore supposé que det
!
Z(x, y)

"
> 0 : il existe U et V deux matrices

orthogonales, et D(x, y) une matrice diagonale dont les coe�cients diagonaux1
⁄i(x, y)

2

iœ[[ 1 ; d ]]

sont les valeurs singulières de Z(x, y), positifs et rangés par ordre décroissant tels

que Z(x, y) = VD(x, y)U
€

. On a ici det
!
Z(x, y)

"
< 0 donc

0 > det
!
Z(x, y)

"
= det(V) det(D) det(U)
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Or, det(D) > 0 ce qui impose que det(V) et det(U) sont de signes opposés. De plus,

comme ce sont des éléments de {≠1; 1} d’après le résultat de la question 1,

det(V) det(U) = ≠1

Notons Od(R)≠ = Od(R) fl {M œ Md(R) | det M = ≠1}

Vu le résultat de la question 1.a, on a en fait Od(R)≠ = Od(R) r SOd(R).

Posons ÂÂ :

I
SOd(R) ≠æ Md(R)

R ‘≠æ V
€

RU

Soit R œ SOd(R). On a bien ÂÂ(R) œ Od(R) en tant que produit de matrices ortho-

gonales. En outre,

det
! ÂÂ(R)

"
= det(V

€
RU) = det(V

€
) det(R) det(U) = det(V) det(U) = ≠1

car det(R) = 1. Ceci prouve que ÂÂ est à valeurs dans Od(R)≠ et on peut définir

Â :

I
SOd(R) ≠æ Od(R)≠

R ‘≠æ V
€

RU

Montrons maintenant que Â est bijective. Soient R œ SOd(R) et R
Õ œ Od(R)≠.

Â(R) = R
Õ ≈∆ V

€
RU = R

Õ ≈∆ RU = VR
Õ ≈∆ R = VR

Õ
U

€

Ainsi, Â : SOd(R) æ Od(R)≠ est une bijection. On en déduit, en utilisant la ques-

tion 3.b, que pour tout R œ SOd(R), on peut écrire

+
Z(x, y), R

,
= tr

!
Z(x, y)

€
R

"

= tr

1!
VD(x, y)U

€"€
R

2

= tr
!
UD(x, y)

€
V

€
R

"

= tr
!
D(x, y)

€
V

€
RU

"

= tr
!
D(x, y)

€Â(R)
"

+
Z(x, y), R

,
=

+
D(x, y), Â(R)

,

donc sup

RœSOd(R)

+
Z(x, y), R

,
= sup

RœOd(R)≠

+
D(x, y), R

,

Considérons R œ Od(R)≠, donc R œ Od(R) et det R = ≠1. Ceci permet d’appliquer

le résultat de la question 25.b :

+
D(x, y), R

,
6

3
d≠1q
i=1


⁄i(x, y)

4
≠


⁄d(x, y)

Posons R =

3
Id≠1 0d≠1

0d≠1
€ ≠1

4
œ Od(Rd

)≠

Pour cette valeur de R, on a exactement

+
D(x, y), R

,
=

3
d≠1q
i=1


⁄i(x, y)

4
≠


⁄d(x, y)

d’où sup

RœOd(R)≠

+
D(x, y), R

,
=

3
d≠1q
i=1


⁄i(x, y)

4
≠


⁄d(x, y)

En conclusion, d’après la formule établie à la question 15 avec


⁄d(x, y) la plus

petite valeur singulière de Z(x, y).

”(x, y) =

Û

nVn(x) + nVn(y) ≠ 2

3
d≠1q
i=1


⁄i(x, y)

4
+ 2


⁄d(x, y)


