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1. PRELIMINAIRES

Comme R € O4(R), par définition, on a RTR = I donc
1 =det(Iy) = det(RTR) = det(R ") det(R) = det(R)? € R

ce qui assure que ’det(R) e {-1,+1} ‘

L’application (A,B) +— (A, B) = tr (AT B) est une forme bilinéaire de .#4(R) car
e la transposition est un endormorphisme de .#;(R);

e les multiplications a droite et & gauche par une matrice de .#;(R) sont aussi
des endomorphismes de .#;(R) ;

o la trace est une forme linéaire de .#;(R).
Montrons que (A, B) — (A, B) = tr (ATB) est symétrique. Soit (A, B) € .Z4(R)>.
(A,B)=tr(ATB)=tr (ATB)" ) =tr (BT(AT)") = tr (BTA) = (B, A)

Ainsi, (A,B) — (A,B) = tr (ATB) est symétrique. Montrons maintenant qu’elle est
définie positive. Considérons A € .#;(R). Notons A; ; pour (i,j) € [1;d]? ses coef-
ficients.

d d d
(A A) =tr (ATA) =tr ((ZAIMA’CJ) ) =3 S AL2>0
k=1 (ij)el1:a]2)  i=1k=1

en tant que somme de carrés de nombres réels. Supposons de plus que (A, A) = 0.
Dans ce cas, chaque terme de la somme précédente est nul, donc

V(i,k) € [1;:d]*  Api=0

Autrement dit, A est la matrice nulle. On a obtenu que 'application (A, B) — (A, B)
est définie positive. En conclusion,

’L’application (A,B) — (A, B) définit un produit scalaire sur .#4(R). ‘

Soient (u,v) € (]Rd)2 et A € #y(R). Vu leurs tailles respectives, on peut écrire
(U, Av)ga = u' Av

= tr (u' Av) car u' Av € #(R) =R

=tr (vuTA)

= tr ((uvT)T

(u, Avyga = (uv™, A)

A)

Ainsi, V(u,0) € (RY? VA€ My(R)  (u,Av)ga = (uvT, A)

Cette preuve fait appel au résultat selon lequel pour des matrices A et B
de dimensions compatibles, tr (AB) = tr (BA) qui est au programme en PC.
Pourtant, on demande au candidat de redémontrer ce résultat a la ques-
tion 3.b. Les correcteurs attendent peut-étre pour cette question 3.a une
preuve plus pédestre en faisant apparaitre les sommes concernées. On se dis-
pense de la faire ici, vu qu’elle serait tout a fait similaire au raisonnement de
la question 3.b.
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Considérons A et B deux matrices de .#;(R). Par définition du produit matriciel
et de la trace, il vient

d
tr (AB) = tr ((ZAi,kBk,j> )
k (i,5)€l1;d]?

d
= Z ZA kB,i
NS
e
d
- (Z WA
=1 (kl)EHl;d]]Q
tr (AB) = tr (BA)
Ainsi, V(A,B) € #;(R)>  tr(AB) = tr (BA)

Cette preuve est valable pour toutes matrices A € 4, »,(R) et B € 4, n,(R)
et pour tout (n,m) € (N*). Elle est au programme de PC. C’est donc une
question de cours.

Soit (A, B, C) € .#4(R). Dune part,
(A,BC) = tr (ATBC) = tr ((BTA)TC) = (BTA,C)
D’autre part, en appliquant le résultat de la question 3.b & ATB et C, il vient
(A,BC) = tr (ATBC) = tr (CATB) = tr ((ACT)TB) = (ACT,B)

Ainsi, ¥(A.B,C) €.#4(R)’  (A.BC)=(BTA,C)=(ACT,B)

Comme R € O4(R), par définition RTR = I;. Autrement dit,

d .
V(i j) € [[1§d]]2 > RiRi; = (53
k=1

ou ¢ désigne le symbole de Kronecker. En particulier,
d
Vie[1;d] SReil=1
k=1

On a ici une somme de termes positifs ou nuls, chacun des termes est donc plus petit
que la somme. Ceci assure, pour k = i, que RNQ < 1 pour tout ¢ € [1;d] puis que

[Vielld]  [Rud <1

d
On a (D,R) = tr (DTR) = tr (DR) = > o,Ry,;
i=1
Or, Vie[l;d] a; 20 et R;; <1 d’apres 4.a
donc Vie Hl N dﬂ OéiRiyi < (67}

Enfin, en sommant sur ¢ € [1;d], on obtient

|(D,R) < tr (D)
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2. ENSEMBLES DES DEPLACEMENTS DE R¢

Soient a et b deux vecteurs de R?. Soit g = (7,R) un élément de Dep (R?).
Par définition,

|pg(a) — ¢g(b)| = [Ra+ 7 — (Rb+7)|
= |R(a—b)|
|6g(a) — dg(b)| = |a —b|

car R est la matrice d’un endomorphisme orthogonal (c’est-a-dire une isométrie vec-
torielle) dans la base canonique ce qui justifie qu’elle conserve la norme.

V(a,b) € (R)? VgeDep(RY)  |og(a) — dy(b)] = |a—b]

Soient g = (1,R) et ¢’ = (7/,R’) deux éléments de Dep (R?). Si g = ¢’, on a
directement ¢, = ¢4 car 7 = 7’ et R = R’. Réciproquement, supposons que ¢, = ¢, .
Alors, en particulier ¢4(0) = ¢4 (0) c’est-a-dire 7 = 7/, puis

VeeRY  ¢y(z) = ¢y (2)
ie YV e Re Rr+7=Rz+71
ie VzeRY Rz =Rz

ce qui prouve que R = R’. Dés lors, g = ¢’. Par double implication,

’V(g,g/)GDep(Rd) ¢g =0y < g=¢

Montrons d’abord ’existence puis 'unicité de e.

e Existence: Posons e = (I4,0). On a bien e € Dep (R?) car I; € O4(R) et 0 € R?.
De plus,

Vz e R? Pe(x) =Tgx +0=12x
e Unicité: Considérons (e, e’) € (Dep (Rd))2 tel que
Ve RY ¢e(z) = P (z) = x

Cela signifie en particulier que ¢, = ¢./. Le résultat de la question 5.b assure
donc que e = ¢€'.

Il existe un unique e € Dep (R?) tel
que ¢.(x) = z pour tout z € R%.

Considérons g = (7,R) et ¢’ = (7, R’) deux éléments de Dep (R?). Alors, pour
tout = € R?, on obtient

(6g 0 ¢g)(x) = by Rz +7) =R'(Rz +7) + 7' = (R'R)z + (R'7 +7')

Or, O4(R) est un groupe pour le produit matriciel ce qui assure que R'R € O4(R).
De plus, R'T + 7' € R?. En posant

¢"=R'T+7,R'R)
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on obtient g” € Dep (RY) et ¢, = By 00, ce qui assure existence de g”. Son unicité
s’obtient par le méme raisonnement que celui de la question 5.c en utilisant le résultat
de la question 5.b.

Pour tout (g,9') € (Dep (Rd))z, il existe un
unique g” € Dep (R?) tel que ¢y = ¢gr 0 by

‘ On vient ainsi de construire une loi de composition interne sur Dep (R?).
Considérons g1 = (m1,R1), g2 = (m2,Ra) et g5 = (73,R3) trois éléments
de Dep (R?). Utilisons la formule obtenue dans la question 6.a.

91(9293) = g1(Ra7s + 72, R2R3)
= (R1(Re7s + 72) 4+ 71, R1(R2R3))
= (R1Ra73 + R17m2 + 71, R1R2R3)
par associativité du produit matriciel
= ((R1R2)73 + (R172 + 71), (R1R2)R3)
= (9192)(73, Ra)
91(9293) = (9192)93

o 3
Ainsi, V (91,92, 93) € Dep (R?) 91(9293) = (9192)93

On a prouvé ici que la loi de composition interne sur Dep (R?) introduite &
la question 6.a est associative.

Notons g = (7,R). Soient z et y deux vecteurs de R.
pgx) =y <= Rax+7=y
< Rr=y—1
py(z)=y = x=RT(y—1) car R € O4(R)

Ainsi, I'application ¢, admet une application réciproque. Autrement dit,

’L’application @4 est bijective. ‘

D’apres ce qui a été fait a la question 7.a,

VyeR? ¢ '(y) =RT(y—7)=RTy—RT7
OrRT € O4(R) car R € O4(R) et —R "7 € R%. Prendre ¢’ = (-R"7,R") € Dep (R?)
convient donc pour avoir ¢4 = ¢971. De plus, 'unicité d’un tel ¢’ est assurée par le
résultat de la question 5.b.

Il existe un unique ¢’ = (~R"7,R") € Dep (R?) tel que ¢, = ngg_l.

Notons g = (7, R) et rappelons que ’on a obtenu a la question 5.c que e = (0,1,).
D’apres la formule obtenue a la question 6.a, on peut écrire d’une part que

ge= RO+ 7,Rl;) =(1,R)=y¢g
et d’autre part que eg=(I47+0,I;R) = (1,R) =y

i



8 X/ENS Maths PC 2024 — Corrigé

De plus, comme on I'a vu dans la question 7.b, g7! = (=RT7,RT) et R € O4(R)
assure que RTR = RRT = I;. Ceci permet d’écrire
997 ' =R(-RT7)+7,RRT) = (—7+7,14) = (0,15) =e
et g lg=R'T-R'T,RTR) = (0,14) = e
1

En conclusion, ’gg* =g lg= e‘

‘ Ainsi, Dep (RY) muni de sa loi de composition interne est un groupe.

Notons e; le premier vecteur de la base canonique de RY. Soient g = (e1,1y)
et ¢ = (e1,—1y) deux éléments de Dep (R?). D’apres la formule obtenue dans la
question 6.a,

g'g = (—laer +e1, —14la) = (0, —14)
mais gq = (Idel + el,Id(fId)) = (2e1,-14) #9d'g

Aucune valeur de d € N* ne convient pour avoir 1’éga-
lité gg’ = g'g pour tous g et g’ éléments de Dep (R9).

3. DISTANCE A DEPLACEMENT PRES
Considérons g et ¢’ deux éléments de Dep (R?) ainsi que z € & (R). On obtient
g- (g/ : Z) =9 (gbg'(Zi))ie[[l;n]]
((¢q o ¢g’)(zi))i€[[ 1;n]

= (¢yg’(zi))ie|[1;n]] (6.a)
9.2 = (o) =
Aimsi,  [V(g.g) € Dep (BY) Ve &y (R g-(q-2) = (gg) 2

Soient (x,y) € &7 (]R)2 et g € Dep (R?) tels que # = g - y. Alors,
Vie[lin] x5 = ¢4(y:)
donc Vie[l;n] yi = g ()
car ¢4 est bijective comme on I’a vu a la question 7.a. De plus, vu le résultat de la
question 7.b, (;5971 = ¢g4-1 ce qui permet d’obtenir
Vie[1;n] Yi = ¢g-1(xi)
Autrement dit, y= (¢9’1(xi))ie[1;n]] =gtz

En conclusion,

V(z,y) € 6 (R)® VYgeDep(RY) a=g-y = y=g'a

Soient (x,y) € &} (R)? et g € Dep (R%). Les définitions de la loi - et de la
norme sur &' (R9) ainsi que le résultat de la question 5.a permettent d’écrire

n 2 n 2
lg-z—g-yll* = Zl\cﬁg(afi) — glyi)|” = 3 e —uil” = o —yl?
i= 1=
En conclusion,

V(z,y) € E) (R)? VgeDep®R?) g -z—g-yl|l=]z—yl
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Soient (x,y) € &} (R)? et g € Dep (RY). On note que e -y = y car ¢, = Idga
comme on ’a vu a la question 5.c. D’apres les résultats des questions 7.c, 9.a et 10.a,

ly—g-xl = (997" -y — g (7.c)
=lg- (g7 y)—g-=| (9.2)
= g7ty — (10.a)

ly—g-z| =lz—g "'y

Or, lorsque g décrit Dep (R%), g=! décrit aussi Dep (R?) car c’est un groupe comme
on I’a montré dans la partie 2. En passant a la borne inférieure a droite dans ’égalité
précédente, il vient

ly —g- x| > inf {|lz— ¢ -yll|¢' € Dep (RY)} = 6(y, )
Passons maintenant a la borne inférieure & gauche. Il vient

d(z,y) =inf {lly —g- x| |g € Dep (R} > d(y, )
Par symétrie des roles de x et y, on a aussi d(y, ) = 6(z,y) ce qui permet de conclure.

V(x,y) € &) (RY? 8(x,y) = by, )

Soient (z,y,2) € &} (R)® et (g,9') € Dep (Rd)z. Par inégalité triangulaire,

lz—g-z| = |2~ (99)-y+(99)-y—g x|
< z=(99) -yl + || (99) -y —g- |
<lz=(99) -yl +1lg- (0 v)—9g-=| (9.a)
lz—g-z| < ||z—(99) -] + g -y -zl (10.a)

En conclusion,

V(z,y,2) € & (R’ V(g,9) € Dep (R?)?

lz—g-zl| < ||z—(99")  y| + g y— |

Soit (x,y,2) € &7 (R)®. On munit Dep (R?) = R? x SO4(R) de la topologie
produit induite par la norme 2 sur R? et la norme induite par le produit scalaire
donné dans le sujet sur SO4(R) C .#y(R).

Par équivalence des normes en dimension finie, le choix de la norme fait ici
n’influe pas dans le raisonnement qui suit. Mais, du fait que 'on utilise des
suites convergentes, il est nécessaire de munir Dep (R?) d’une norme pour
que cela ait un sens.

Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe (g'y), oy une suite
d’éléments de Dep (R?) telle que

Jim g -y = ]| = 8y, ) = 3(,)
—00

par symétrie de § comme démontré a la question 10.b. De méme, on peut trou-
ver (g”},)pey une suite d’éléments de Dep (R?) telle que

i [lg" -y =2l = 6(z,y)
Posons alors g = g”kg’k_l pour tout k € N de sorte que

VkeN gr € Dep (RY) et 99, = 9"
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Par conséquent, klim | (969" ) -y — 2 || =6(2,y) = 6(y, 2)
— 00

car § est symétrique comme cela a été prouvé a la question 10.b. D’apres 'inégalité
obtenue a la question 10.c, on a donc

VEEN  lz—gr-al < [z = (geg'e) -yl + 119’ -y — =l
Puis, par définition de d(z, z), on obtient
VEeN oz, 2) <[lz—¢"k yl+lg's -y —2ll
Passons a la limite lorsque k tend vers +oo. Il vient

’5(z,z) <oz, y) + o(y, 2) ‘

Soit (z,y) € &} (R)? tel que c(z) Ne(y) # @. Soit z € () N c(y). Par défi-
nition de ¢, il existe g et ¢’ deux éléments de Dep (R9) tels que g-z = ¢' -y = 2.
Ainsi, x = (g71¢') - y d’aprés les résultats des questions 9.a et 9.b. Montrons par
double inclusion que c¢(z) = ¢(y).

e Inclusion directe: Soit u € ¢(z). Il existe ¢g” € Dep (R) tel que g” - x = u c’est-
a-dire u = g” - ((¢7'¢’) - y). Le résultat de la question 9.a s’applique encore et
donne u = (¢”g~'g") - y, la loi étant associative comme on I’a vu en 6.b. Ceci

prouve que u € ¢(y). Ainsi, ¢(z) C c(y).

e Inclusion réciproque: Par symétrie des roles de x et y, on a aussi ¢(y) C c(x).

On conclut que

lcl@)ne) #8  —  c@)=cly)]

Soit (x,y) € &' (R)? tel que ¢(z) = ¢(y). Remarquons d’abord que ¢(y) # @
car y € c¢(y) en choisissant ¢ = e. Il vient donc que y € c(x). Autrement dit,
il existe g € Dep (R?) tel que g2 =y donc ||y — g - z| = 0. Ainsi, par définition,

’Si c(z) = c(y), alors 6(z,y) = 0. ‘

e En combinant les résultats des deux questions précédentes, on a
cz)Ne(y) #9 = 6(z,y)=0

e Le travail fait dans cette partie justifie 'appellation « distance a dépla-
cement prés ». En effet, si E est un ensemble et d : E2 — R, alors on
dit que d est une distance sur E lorsque

o V(x,y) €EE?  d(z,y) =d(y,z)

o V(z,y,2) €E®  d(x,z) <d(z,y) +d(y,2)

o V(z,y) € E? dlz,y) =0 < z =y
Ici, 6 vérifie les deux premieres propriétés: la symétrie et I'inégalité
triangulaire. Cependant, § ne satisfait pas la troisiéme: la séparation.
En effet, on devrait avoir §(z,y) =0 <= x = y mais, au lieu de cela
onad(x,y) =0 <= c(z)Nc(y) # <. On a prouvé 'implication réci-
proque dans les questions précédentes. L’implication directe s’obtient
sans difficulté par définition de J.
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4. UN PROBLEME D’OPTIMISATION

Soit (7,R) € Dep (R?). Par définition,
n 2
J(1,R) = ;‘yz — (Ra; + T)‘

- _;nl‘yi—g—R(a:i—a‘c)+gj—Ra‘:—T]2(Re.$(Rd))

n _ 12 no _
a}yifyfR(xifx)’ +Z:1|y*R£C*T|2

3

+23 (yi =y — R(zi — 2),5 — RT — 7).
=1

(identité remarquable)

n _ 2 n B B
J(,R) = Z_:l}yi—y—R(wi SIIIEDY |7 — Rz — 7|

i=1
+2<Z<yi —y—R(z; if)),ﬂRf7'>
i=1 R4
(linéarité du produit scalaire & gauche)
n n n
Or, > (yi—y—R(zi—2)= (Z@h) —m;—R(Zmi) +nRZ
=1 i=1

(R € Z(R%)
= ny — ny — nRZ + nRZ (définitions de T et g)

n 2 2
et, |ly—Rz—7]"=nly— Rz — 7|

Ainsi, J(mR) = Y|y — - R(zs — 8)|° +n|j— Rz —

Soient R € SO4(R) et 7 € RY. Vu le résultat de la question 12.a, J(7, R) s’écrit
J(r,R) = Ji(R) + n|g — Rz — 7*

avec Ji(R) = i’yi—ﬂ—R(mi_f)F

qui est indépendant de 7. Minimiser 7 +— J(R,7) sur R? revient donc & minimiser

la quantité |y — Rz — 7'|2 > 0. Or, cette quantité s’annule en 7(R) = y — Rz et
seulement la. Ainsi,

Pour tout R € SO4(R), la fonction 7 — J(7,R) admet un
unique minimum sur R?. II est atteint en 7(R) = § — RZ.

La transposition est un endomorphisme de ’espace vectoriel .#;(R) qui est
de dimension finie donc elle est continue. Le produit matriciel sur ’espace vectoriel
de dimension finie .#;(R) est bilinéaire donc il est continu. Par conséquent, en tant
que composée de fonctions continues,

’La fonction f: M+ MM est continue sur .#;(R). ‘
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Par définition, on a RTR = I,;. Or,

IRI?=(R,R) =tr R'R) = tr (Ig) =d

Ceci assure que SOg4(R) est borné.

On pourrait aussi simplement montrer que les coefficients de R sont bornés
en valeur absolue par 1 pour obtenir le caractére borné de SO4(R).

Raisonnons par caractérisation séquentielle pour montrer qu’il est fermé. Considérons
une suite (Ry),cy € SO4R)" et R € .#4(R) telles que la suite (Ri) ey converge
vers R. Montrons que R € SO4(R) c’est-a-dire que RTR = f(R) = I; et detR = 1.
Comme Ry € SO4(R) pour tout k£ € N, on a

VEeN Ry 'Ry = f(Re) =14
det(Rk) =1

Or, on a vu dans la question 13.a que f est continue. De plus, d’apres le cours, det
est continue. Dés lors, par passage a la limite, f(R) =14 et detR = 1 ce qui prouve
que R € SO4(R) qui est donc fermé. En conclusion,

’ L’ensemble SO4(R) est un fermé borné de .#;(R). ‘

Proposons une autre démonstration du caractére fermé de SO4(R). Elle se
fonde aussi sur la continuité de f et de det mais est plus élégante. Notons
que SO4(R) = f~1({Is}) Ndet™ ({1}). En tant qu'images réciproques de
fermés par des applications continues, f~*({Is}) et det ™" ({1}) sont des fer-
més. L’ensemble SO4(R) est donc une intersection de deux fermés, c’est un
fermé.

Notons ¢ : R — J(T(R), R) la fonction définie sur SO4(R) & valeurs dans R
D’apres le résultat de la question 12.b, 7(R) = y — Rz. Puis,

VR €S04(R)  ¢(R)=>|yi — (Ra; +§ — R)|”
=1

C’est une somme de carrés de normes, les ;, y; ainsi que x et y sont fixés. La multi-
plication matricielle est continue a droite, le carré et la norme sont elles aussi conti-
nues. Ainsi, en tant que somme de composées de fonction continues, ¢ est continue
sur SO4(R) qui est fermé borné d’apres le résultat de la question 13.b en dimension
finie car il est inclus dans .#,(R) qui est de dimension d?. Le théoréme des bornes
atteintes assure donc que ¢ est bornée et atteint ses bornes. En particulier, ¢ atteint
son minimum. Autrement dit, il existe R, € SO4(R) tel que

VR €SO4(R)  J(r(R.),R.) < J(r(R),R)
Or, par définition de 7(R),
v (7,R) € Dep (R?) J(T(R), R) < J(1,R)

En combinant ces deux inégalités, il vient

IR. € SO4(R) V(r,R) € Dep(RY)  J(7(R.),R.) < J(1,R)
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Prenons r = y = 0 € & (R). On a aussi # = j = 0. Soit (7,R) € Dep (RY).
Dans ce cas,

J(r,R)=n1? et 7(R)=y—-Rz=0

vu la formule pour 7(R) établie & la question 12.b. Ainsi,
VR, € SO4(R) J(7(R+),Ry) =J(0,R,) =0 < J(1,R)
Or, pour d > 2, SO4(R) n’est pas un singleton. Dés lors,

’La matrice R, n’est pas forcément unique. ‘

Par définition, on a
§(z,y)* = inf {J(,R) | (1,R) € Dep (R?)}
Soit (1,R) € Dep (R9). Le résultat de la question 12.b assure l'inégalité
J(r,R) 2 J(7(R),R)

Or, J(r(R),R) = ;"in_g_mxi_@ﬁ

car 7(R) = y — RZ comme on 'a vu dans le résultat de la question 12.b. Il vient, par
linéarité de R puis en utilisant une identité remarquable, que

J(r(R),R) = leyi ~§—R(z; — )|’
- f: ( lyi — gI° + |R(z; — ;E)|2 —2(y; — 4, R(z; — :f))R.i)
IR (z; — j)|2 + ZZ:l lyi — g% — 22::1@1 -y, R(zi — j)>Rd

<R(ﬂfi —z),R(x; — T))ga +nVy(y) — 22:31«% —y)(z; — f)Ta R>

s
Il
_

I
=1

.
Il
_

[
BN
=
=

Il
=

1

.
Il

en utilisant la formule démontrée dans la question 3.a. Et, pour tout i € [1;n],
(R(z; — 2),R(zi — 7))pa = [R(zi — 7)| = |a; — 2

car R € SO4(R) C O4(R) ce qui assure qu’elle conserve la norme. Ceci permet d’écrire

I(r(R).R) = nV () + nV,(y) — 2<i<yz- ) - x)T,R>

i=1

Puis, en passant a la borne inférieure,

(z,y)* =nVa(2) +nVa(y) =2 sup (Z(z,y),R)
ReSO4(R)

S

avec Z(z,y) = . 1(% —y)(w; — i‘)T
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5. CALCUL DE d(x,y) DANS
LE CAS OU det (Z(a:,y)) >0

Comme S = Z"7Z, S est une matrice réelle symétrique. Elle est donc diagonali-
sable en base orthonormée. Soit A € R une valeur propre de S. Notons u un vecteur
propre unitaire associé & A\. Comme Z est inversible, |Zu| > 0. Ceci permet d’écrire

0 < |Zu)* = (Zu, Zu)ga = (Zw) " Zu=u"Z T Zu=uTSu = M"u=Alu|* = A
donc, A > 0. Ainsi, on peut indexer les valeurs propres de S en comptant les répéti-
tions par ordre décroissant. Autrement dit,

Il existe (Xi);ep1,4) une famille décroissante de réels
strictement positifs et (ui);c[;, 47 une famille orthonor-

mée de R? telles que Su; = \ju; pour tout i € [1;d].

Soit (i, j) € [1;d]*.

1
(vi, V) ga = —=7=(Zu;, Zuj)pa
VAV
1
S RV

VA

1 T

NV VA

_ Aj T, .

IRV
Vi 5

i

(i, vj)ga = 0]

car (u;) ic[1;5d] forme une base orthonormée de R¢ comme on I’a vu dans la ques-
tion 16. Ainsi,

La famille (v;);c[ 1,47 forme une base orthonormée de RY.

Soit (i,7) € [[1;d}]2. Calculons (VD)i,j‘

d
(VD); ; = > VixDs,;
k=1

= Vi;Dj;

= (vj);V/Aj par définition de V et D
1

= ﬁ(zu‘j)i\/)\j par définition de v;
VN

= > Zi(uy)y,

k=1

d

= > Zi Uk, par définition de U

k=1
(VD),,, = (2U),,

2%}
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Ceci étant vrai pour tout (i,7) € [1;d]?, il vient VD = ZU. Or, U est une ma-
trice orthogonale vu que c’est la matrice d’'une base orthonormée dans la base ca-
nonique d’apres le résultat de la question 16. On en déduit que U est inversible et

que U™l =UT. On obtient donc
Z=VDU'
Avec Zl, on a Sl = Zszl = <é ?)

C’est une matrice diagonale et les coefficients diagonaux sont rangés par ordre dé-
croissant donc on peut prendre U; = (eq]ea) =Is. Ona Ay =4 et Ay =1 donc

1 1 0 1
Vi =|(—=%e1 | —=Z1e5 | =
()0
Ainsi, Z1=ViDU; "
1 0 2 0 0 1
avec Uy = (0 1) D1 = (o 1) Vi= (1 o)
Pour Zs, on a aussi So = ZQTZQ = <é (1))
On prend donc Us = Uy = I, puis
1 1 0 1
Vo= —=Zoer | —=Zses | =
() (4 )
Ainsi, Zo=VyDyUs '

avec Ug = (é ?) Dy = <(2) (1)) Vy = <01 (1))

Soit R € SO4(R). Remarquons que U et V sont toutes deux des matrices
orthogonales car ce sont les matrices de bases orthonormées d’apres les résultats des
questions 16 et 17.a.

(VTRU)T(VTRU) =U'RTVWTRU=U'RTRU=UTU=1,
donc VTRU est orthogonale. De plus,
det(VTRU) = det(V")det Rdet U = det Vdet U
car det R = 1. Or, on a supposé que detZ > 0 et on a
d
0 < detZ=det(VDUT) = det Vdet Ddet(UT) = det(V) det(U) []v\i
i=1
Ce produit étant strictement positif, on en déduit que det Vdet U > 0. Or, U étant

orthogonale, d’apres le résultat de la question 1, det U € {—1;1}. Il en est de méme
pour det V. Par conséquent, det Udet V = 1 puis det(V' RU) = 1, ce qui prouve que

VTRU € S04(R) |
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. {sodam —s Ma(R)
p:

Considérons
R +—— VTRU

Le résultat de la question 19.a assure que @ est a valeurs dans SO4(R) ce qui assure
que la fonction

R +— V'RU
est bien définie. Montrons qu’elle est bijective. Soit (R,R’) € SO4(R)?. Notons que

le fait que U et V soient des matrices de bases orthonormées, comme on I’a vu dans
les questions 16 et 17.a, assure que ce sont des matrices orthogonales. Il vient alors
R'=¢(R) <«= R'=V'RU
< R'UT=V'R
R'=¢R) <+= VR'UT =R
Or, par un raisonnement tout a fait similaire a celui de la question 19.a, on a
bien VR'UT € SO4(R). Ainsi, ¢ est une bijection de SO4(R) vu qu’elle admet une
application réciproque donnée par
L SO4(R) — SO4(R)
7 { R’ VR'UT
Or, D étant diagonale, (Z,R) = tr (Z'R)
=tr ((VDUT
= tr (UDV'R)
= tr (DVTRU)
= tr (Dp(R))
(Z,R) = (D, ¢(R))
d’apres le résultat de la question 3.b. Or, ¢ étant une bijection de SO4(R), ¢(R)
décrit SO4(R) lorsque R décrit SOg(R). Ainsi,

sup (Z,R)= sup (D,R)
RESO4(R) RESO,4(R)

{SOd(R) — SO4(R)
@:

)'R)

m Notons D(z,y) la matrice diagonale associée & Z(x,y) dans le processus des
questions 16 et 17. Comme det (Z(x, y)) > 0, le résultat de la question 19.b s’applique
et donne
sup <Z(x,y),R> = sup <D(a:,y),R> <tr (D(x,y))
RESO4(R) RESO4(R)
car, par construction, D(z,y) est diagonale a coefficients positifs ce qui permet d’ap-
pliquer le résultat de la question 4.b. Or, I; € SO4(R) et

(D(z,y),1a) = tr (D(x,y))
d
Ainsi, sup  (Z(z,y),R) = tr (D(z,9)) = >/ Ailw,y)
RESO,4(R) i=1

ol \/Ai(z,y) désignent les valeurs singulieres de Z(z,y) pour tout ¢ € [1;d].
En revenant a la formule établie a la question 15, il vient enfin

6(1'73/) = \/nvn(x) + nvn(y) - 2é\/ )\Z(CU,Z/)
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6. LE cAs oU det (Z(:c,y)) <0

Soit A € Sp(R) et u € R? un vecteur propre unitaire associé. On sait
que R € Oy donc elle conserve la norme. Il vient |Ru| |u] =1 donc

1= [Ru| = |hu| = A [u] = [A

ce qui assure que re{-1;1}
‘ Noter que I désigne ici 1.

Comme R € O4(R), RRT = I,. Puis,
det Rdet(I+RT) =det (R(Is + R")) =det(R+RR") = det(R + L)

Ainsi, ’ det(R + 1) = det(R) det(I; + RT) ‘

Supposons que det(R) = —1. Le résultat de la question 21.b devient
det(R +1y) = —det(I; + RT) = —det (T4 + RT) ") = — det(I + R)
donc 2det(R +1;) = 0 ce qui prouve que
| det(R + 1) = 0|

On sait que det R = —1. On a vu a la question 21.c que dans ce cas, on a
donc det(R + I5) = 0. Autrement dit, —1 est une valeur propre de R. Soit ug un
vecteur propre unitaire de R pour la valeur propre —1. En particulier, Rug = —ug.
On compléte (ug) en une base orthonormée de R? que 1’on note (Wi)ieq; ap- Soit

r € By = Vect (ug, ..., uq_1) = ug™

Il vient donc
ug "Rz = —(—ug) Rz = —(Rug) 'Rz = —ug'RTRz = —ug Tz = —(uq, t)yga =0

car R est orthogonale. En conclusion,

On a construit (u;);c[;,4) une base orthonormée de R? telle

que Rug = —ug et ug ' Rz = 0 pour tout x € Vect (uq,...,uq_1).

Soit y € R(E1). 1l existe x € E; tel que y = Rx. Or, d’apres le résultat de la
question 22.a, ug Rz = 0 pour tout = € E;. On a donc

<Ud, y>]Rd = <Ud,R.T>Rd - 'UJdTRQS =0
Cela signifie que y € ug™ = E;. Ainsi,
R(El) C Eq
En fait, d’aprés le programme, I'orthogonal d’un sous-espace stable est stable
par toute isométrie.

De plus, det(R) = —1 # 0 donc R est inversible, ce qui impose que R(E;) et E; sont
de méme dimension et prouve que

R(E;) = E;
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On a (S,R’) = (UTDU,UTRU)
— tr (UTDU) UTRU)
(S,R’) = tr (UTDTUUTRU)

Or, U est la matrice d’une base orthonormée donc U est orthogonale et UUT = 1.
On en déduit, en utilisant le résultat de la question 3.b, que

(S,R’) = tr (UTDTRU) = tr (DTRUUT) = tr (DTR) = (D, R)
En conclusion, ’ (S,R") = (D,R) ‘

Remarquons que R et R’ sont les matrices du méme endomorphisme dans la
base canonique de R? et dans la base (u;) ic[1;a] respectivement. Vu les résultats des

questions 22.a et 22.b, R’ s’écrit

R/ — (O ROT Odll) avec 04_7 le vecteur nul de R4-1
-1 -

Or, R et U étant des matrices orthogonales,
R'R' =UTRTUUTRU=UTRTRU=UTU =1,

ce qui revient a dire que
Ro'Ro 04-1
T =1q
04-1 1

En particulier, ROTRO = I4_1, ce qui prouve que
Rp € O4-1(R)

D’aprés le résultat de la question 23.a, (D,R) = (S,R’) = tr (STR/). Or, on a
déja vu dans la réponse a la question 23.b que

Ro  0g—1
[
= (o ")

De méme, S= (SO * ) avec Sgq € R
*  Sqd '
.
Puis, STR' = (SO Ro ¥ )
* —Sd.d
Ainsi, tr (STR’) = tr (So ' Ro) — Sa.a
Or, D étant diagonale, ST = (UTDU)T =UTDU =S, donc Sy " = So. En conclusion,

’ (D,R) = tr (SoRo) — Sa,a ‘

Comme on I’a remarqué dans la fin de la réponse a la question 24.a, la ma-
trice Sy est symétrique réelle donc diagonalisable en base orthonormée. Autrement
dit, il existe Ug € O4_1(R) telle que Dy = UoSoUp " est diagonale. Montrons que Sg
est symétrique positive. On sait déja que S est symétrique positive car S est la ma-
trice de D qui est positive dans la base orthonormée (u;);cpy, 47 Soit Xo € Re-1L.

Notons
_ Xo d
X = (O) eR
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Remarquons que XOTSOXO =XTSX >0

par positivité de S. Ceci étant pour tout Xg € R?~! on en déduit que Sy est
symétrique positive, ce qui assure que ses valeurs propres sont toutes positives.
Deés lors, la matrice Dy est diagonale & coefficients positifs. Appliquons le résultat
de la question 4.b & Dy et R’y = Uy RoUp € 0g4-1(R?) d’apres la question 23.a.
11 vient (Do, R’g) < tr (Dg). Or, d’une part, tr (Do) = tr (Sp) et d’autre part

<D(), R/0> =1tr (DOTR/()) =1tr (UOTSOUOUOTROUO) =1tr (UOTSOROUO)
soit <D0, R/0> =tr (S()Ro)
En réinjectant ces deux résultats dans l'inégalité précédente, il vient

[tr(SoRo) < tr (So) |

Comme S est la matrice de D dans la base (“i)ie[[yd]]a ces deux matrices ont
la méme trace donc

’tr (D) =tr (So) + Sa,a ‘

Le résultat de la question 24.a assure que (D,R) = tr(SoR¢) — Sq.q. Or, comme
on I’a vu dans la question 24.b, tr (SgR¢) < tr(Sp). Ainsi, (D,R) < tr(So) — Sa,q-
Or, tr (Sg) = tr (D) — S4,¢- En conclusion,

] (D,R) < tr (D) — 2544 \

Par définition,

d
Sa,d = (UTDU)d,d = (UT(O‘iUi»k>(i,k)e[[1;d]]Q)d u = ZlUj’dajUj’d
) J=

d
donc Sa.a= > a;U; 4
Jj=1

D’aprées la formule obtenue a la question 25.a et le fait que oy < «; pour
tout i € [1;d] car les «; sont rangés par ordre décroissant,

d
Saa=aad Uja® =aa(UTU)ga = aq

j=1

la matrice U étant orthogonale. Or, d’apres le résultat de la question 24.c,

(D,R) < tr (D) — 2844 = (éa) ~2ay = (dzlaz) o

i=1

d-1
En conclusion, (D,R) < (Z ai) —ag
i=1

Notons tout d’abord que le résultat de la question 17.b reste valable ici car on
n’avait pas encore supposé que det (Z(x,y)) > 0: il existe U et V deux matrices
orthogonales, et D(x,y) une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux

( Ai(x7y))i€ﬂ1;d]

sont les valeurs singuliéres de Z(x,y), positifs et rangés par ordre décroissant tels
que Z(z,y) = VD(z,y)UT. On a ici det (Z(z,y)) < 0 donc

0 > det (Z(z,y)) = det(V) det(D) det(U)
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Or, det(D) > 0 ce qui impose que det(V) et det(U) sont de signes opposés. De plus,
comme ce sont des éléments de {—1; 1} d’apres le résultat de la question 1,

det(V) det(U) = —1
Notons 04(R)- = 04R)N{M € #,(R) | detM = —1}

Vu le résultat de la question 1.a, on a en fait Og(R)_ = O4(R) \ SO4(R).
5 SO4(R) — #4(R)
|l R +—V'RU

Soit R € SO4(R). On a bien ¥)(R) € O4(R) en tant que produit de matrices ortho-
gonales. En outre,

det (¢(R)) = det(VTRU) = det(VT) det(R) det (U) = det(V) det(U) = —1
car det(R) = 1. Ceci prouve que ¢ est & valeurs dans Og4(R)_ et on peut définir

" {SOd(R) — Od(R)_

Posons

R +— V'RU
Montrons maintenant que v est bijective. Soient R € SO4(R) et R’ € O4(R)_.
YP(R)=R' < V' RU=R' < RU=VR' +< R=VR'U'
Ainsi, ¢ : SO4(R) = O4(R)_ est une bijection. On en déduit, en utilisant la ques-
tion 3.b, que pour tout R € SO4(R), on peut écrire

<Z($,y),R> = tr (Z( y)TR)

r(UD VTR)
= tr (D(z,y VTRU)
= tr (D(w, Td)(R))
(Z(z,y),R) = (D(z,y),%(R))
donc sup <Z x,y), R> = sup <D >
RESO4(R) Re04(

Considérons R € O4(R)_, donc R € O4(R) et detR = —1. Ceci permet d’appliquer
le résultat de la question 25.b:

(D(z,y),R) < (ZW) Now e

Posons R = Id*lT Oa- € Og(R?)_
04—1 —l

Pour cette valeur de R, on a exactement

(D(z,y),R) = (Zv wy) VAale,y)
d’ott sup (D(z,y),R) = (;1 \//\i(%y)) — Valz,y)

Re04(R)_

En conclusion, d’aprés la formule établie a la question 15 avec /A4(z,y) la plus
petite valeur singuliére de Z(x, y).

5(x,y):\/nV()+nV —2(2\/ my>+2\/)\dxy




