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Intégrales généralisées et équations fonctionnelles

PC MATHS CENTRALE 1994

Partie I

I.A.1 Soit f un élément de E vérifiant (1) et (2). Fixons > 1. Par une récurrence immédiate, on a grace a (1) pour tout

I.A.2

entier n,
noo1
fl@) == 3 s+ fatn) ()
Or, d’apres (2), flz+n)—In(n+x) P 0

d’out lorsque n tend vers +oo
flx+n)=In(zr+n)+o(l)=lnn+In (1 + %) +o(l)=Inn+o(1)

En réinjectant cette égalité dans (%), il vient

n

f(z) :lnn—k§1k+x

+o(1)

n—-+00 k:lk +x

soit bien f(z) = lim (hm—znj ! )

D’aprés le résultat rappelé par ’énoncé, on a aussi

Uy _ n o1 1
1nn:k2::1E _7+0(1) donc f(.’L‘) - _’y—‘rngr-lr-look:l% - k‘Jr:E
. . L. too1 1
d’ot, puisque la série converge flx)=—y+ > ——

Commengons par remarquer que ’égalité (4) défini bien f(z) car la série converge en vertu de 1'équivalent

n+z  nln+z) T2

)
1 1 x T
n

pour z # 0 (la série est nulle si 2 = 0). Ensuite, pour tout > 1, on a

T 1 1

fletl) = @)= 3o =

On reconnait une série téléscopique et donc

1

fla+1) = @) = —

‘La fonction f définie par (4) vérifie (1). ‘

Pour f(0), on remarque que la série est nulle donc f(0) = —~. Pour f(—1/2), on repasse par les limites

no1 1
—v+ lim > -

F(=1/2) n—+oo =1k k- 1/2

n n 1

1
—y+ lim > ——-2%

n—too Ik 2k — 1

n 1 n 1 2n 1 n 1
Or, Y —=lnn—~v+o0(1) et S——=> =5 —=(In(2n) —y+0(1))

= Inn —v+o(1
=1k =12k =1 Sk =2k ( @)

1
2
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Par propriétés du In, on a donc

no1 n 1 0%
- =2y — =— Inn — D]j—2 =1 In2——-=0(1)| =— 2In2 1
P k1 v+ [lnn —v+ o(1)] 2nn—|—n 5 o( )} v+2In2+ o(1)
Ainsi [7(0)=—7 et f(-1/2)=—7—2In2]

Soient —1 < z < y deux réels. Alors pour tout entier n,

1 1 1 1
<

n n+r n n+y

En sommant cette inégalité pour n allant de 1 & +00, on obtient f(x) < f(y) et ainsi

‘La fonction f est croissante. ‘

Commencons par montrer que la suite (f(p) — Inp)pen est de limite nulle. Il suffit pour cela d’écrire que pour tout
entier 7,
1

fli+ D) = f() =

d’olt en sommant pour ¢ allant de 0 & p — 1, par téléscopage,
P 1 - P 1
fo) =fO) =2~  dou  f(p)—lnp={3 - )—Inp+f(0)
i=1 i=1
d’ou le résultat puisque f(0) = —v et d’aprés ce qui est rappelé en début d’énoncé.
Soit maintenant x > 1. On note k sa partie entiére. Alors par croissance de f,

flk) < flx) < f(k+1) d’ou f(kB) —=In(k) + In(k/z) < f(z) —Inaz < f(k+1) —In(k+ 1)+ In((k + 1)/x)

On sait que par définition, k < x < k+ 1. On en déduit aisément que k tend vers +o0o quand z tend vers +oo tandis
que k/z et (k+ 1)/z tendent vers 1. L’encadrement ci-dessus permet alors de conclure que f(z) — Inz est bien de
limite nulle en +o00. Ainsi,

‘La fonction f définie par (4) vérifie (2). ‘

La propriété (2) assure immédiatement que f(z) est équivalent & Inz en +o00 et donc de limite +00 en ce point. Pour
la limite en —1, on a va remarquer par croissance de f et d’aprés (1) que pour z € |—1;0],

1 1 1

o Sf(x):f(l""‘l)—mﬁf(l)_x_,_l

f(0) -

On en déduit l'équivalent f(z) ~ —1/(x + 1) en (—1)* et notamment que f tend vers —oo en ce point.

lim f(z)=—-0c0 et lim f(z)=4o0

z—(—1)*1 Tr+00

C’est une application immédiate du théoréme de dérivation terme a terme d’une série de fonctions. Pour tout n > 1,
on note

fon: ]-1;400] — R

—_
—_

X

n n+x
Alors sur tout segment [a;b] C |—1; +o0],
e Pour tout entier n, f, est de classe C* sur [a;b].

e La série de fonction Y f, converge simplement sur [a;b].
n>1

e Pour tout entier k > 1, la série de fonctions fn(k) converge normalement sur [a; b] puisque
n>1

k! k! k!

() - - ~
1" Nl fast) wil[lf:b] (n+a)F1  (n+a)ktl ~ pkt
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1.B

II.A.1

Le théoréme s’applique et assure que f est de classe C™ sur [a;b]. Ceci étant vrai quel que soit le segment [a; b],

‘La fonction f est de classe C*°. ‘

Soit g € £ vérifiant (5). Fixons x > 1. Alors pour tout entier n,

glz)= 3 ——

:1(x+k) + f(z+n)

\_/

OO
En faisant tendre n vers +o0o0, il vient
g (x + k)
Réciproquement, cette application est bien définie car la série ci-dessus converge bien pour tout 2 > 1 (par le critére
de Riemann). Pour montrer que g tend vers +o0c en +o0o, on peut appliquer directement le théoréme d’intervertion
somme/limite (car on a convergence normale de la série sur par exemple [1;+00[). Pour les 3/2, on peut s’en sortir

par comparaison série/intégrale. En effet, pour tout z > 1 et tout entier n, on a

1 </"+1 dt - 1
(z+n+1)2 7 J, (t+2)?? " (z+n)?

En sommant pour n allant de 1 & +o00, il vient

+oo
gz +1) é/l (dit)Q < g(x)

t+x
too gt 1 1™ 1 1
Or, /1 (t+ x)? [ t—l—x)]l r+1 ¢ glz+1)=g(x) (x+1)2
1 1
d’on <g(z) <

e+l @rl?

On en déduit 'équivalent g(x) ~ 1/z en 400 et donc le fait que g vérifie (6).

‘Il existe un unique élément g de E vérifiant (5) et (6). ‘

oo 1 2
one WO = LG~ ©
P 1 too 1t 1 w2 172
« 012 = 8 e =48 s =4 | S - S| =4 | -1
2 2
Finalement, g(0) = n et g(—1/2) = —

Au passage, le théoréme de dérivation terme a terme et I’expression obtenue ci-dessus de g prouve que

Partie I1

Fixons x € R et notons f, g, h les fonctions définies sur R* par
ft)=ett® gt) =e "Int et  h(t) =e t*(Int)?

Quel que soit x, on a f(t), g(t) et h(t) négligeables devant 1/t? en 400 par croissances comparées. En 0, on distingue
deux cas :

e Pour x > —1 f(®),9() = o(h(t)) et h(t) ~ t*(Int)? = o(t®)

quel que soit « € ]—1; x[ Cette domination assure que les trois intégrales sont convergentes.
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II.LA1

II.B.1

I1.B.2

I1.B.3

e Pour x < —1, f,g,h sont de signe constant au voisinage de 0 et pour ¢ assez proche de 0 (inférieur a 1/e en
pratique)

1

o~ (1) < —g() < A()

1
Puisque l'intégrale / t” diverge pour x < —1, ces minorations assurent la divergence des trois intégrales.
0

Conclusion : ‘Les intégrales A(x), B(x) et C(x) sont convergentes ssi z > —1. ‘

Déterminer le signe de x(x) — v(x) revient & déterminer le signe de A(z)C(x) — B(z)? soit

(/Ome—ttf dt) (/()+Ooe_ttz(lnt)2 dt) - (/OJroce_ttm(lnt) dt)

Notons pour tout ¢ > 0, u(t) = e t/2¢/2 et v(t) = e /2t%/2 Int

2

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout A > 0, on a

/OAu(t)v(t)dt < /OAu(t)2 dt/OAv(t)2 dt

En remplacant u et v par leurs expressions, puis en faisant tendre A vers 400, on obtient alors

A(2)C(z) = B(x)?

Ainsi ‘La fonction 7 est positive. ‘

Déja vu en cours. 1l suffit de faire une intégration par parties (en passant par un segment).

‘Pour tout z > —1, A(z + 1) = (z + 1) A(=). ‘

On intégre & nouveau par parties Uintégrale B(z) en intégrant le In¢. Il vient pour tout €, A > 0
A . A
/ e T Intdt = [e7"® (tInt — t)]7 — / (—e " +ze ") (tInt — t) dt
€ €

On peut alors faire tendre € vers 0 et A vers +00. Le crochet tend vers 0 et en développant I'intégrale de droite (chaque
intégrale est convergente), on obtient

B(zx)=B(zx+1)— A(x+ 1) —zB(z) + A(x)
Gréace a la question précédente, il vient
B(z+1)=(z+1)B(z) + A(z)

En divisant cette égalité par A(x 4+ 1) = (x + 1) A(x), on obtient le résultat.

‘La fonction ¢ vérifie (1). ‘

On effectue une derniére intégration par parties dans C(z + 1) en intégrant ¢t — e~! et en dérivant ¢ — t*1(In¢)?
Il vient (en passant par un segment puis en faisant tendre les bornes vers 'infini)

+oo too
/ e~ (Int)? dt = [—e—ttﬂ”+1(lnt)2]§°° +/ e ((z+ 1)t"(Int)? + 2t Int) dt
0 0

0

soit Clx+1)=(x+1)C(x) +2B(x)
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Par suite, nz+1) = [i(i ::__ B} — ¢z +1)?

(
_[C(x) B(x)
= {A 2 E T VAR

] — iz +1)2 (car A(z+1) = (z+ 1)A(x))

_ C@) Y(@) —(x 2 ar définition de
_A(x)+[2x+1 0 +1)] (par déimition de v)

= x(z) + {—M%)2 S } (car ¢ vérifie (1))

C(z+1)2

Ainsi, ‘ La fonction 7 vérifie (2). ‘
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