Exercices SERIES ENTIERES 1

Calculs de rayon de convergence

(+)
\/ﬁlnn n
n + 1 z .
2] (+)

Déterminer le rayon de convergence de la série g cos(n) z" et calculer sa somme.

(k)

Soit g ap, 2" une série entiére de rayon de convergence R € R*. Déterminer celui de la série g an 2" .

(+)

Comparer les rayons de convergence de E anz" et E an?z"

(+)

Soient Zan 2" et an 2" deux séries entiéres de rayons de convergence respectivement Ry et Rs. On suppose que ag = by = 1
et que a, et b, sont positifs pour tout n > 1. Montrer que le produit des deux séries entiéres a pour rayon de convergence
min (Ry, Ry).

Donner le rayon de convergence de la série g

Calculs de sommes de séries entiéres

6] (+)

Donner le rayon de convergence et calculer la somme de la série E hp 2" ol (hy)n>1 est la suite des nombres harmoniques
définie par

(+)

—1)"
Justifier la convergence et calculer la somme de la série > #
n>0 3" (2n + 1)

. Combien faut-il calculer de termes cette somme pour

avoir une valeur approchée de 7 & 103 prés ?

(+)

+oo
Résoudre dans R ’équation S (2n+1)%2" =0
n=0
9] (s5) Mines PC 2009
0 f@) = S anar vn e N en
ose = x avec n ap = ————
P ! nzoan ’ (2n —1)(n!)2

Déterminer le rayon de convergence de la série et expliciter f(z) a l'aide de fonctions usuelles.

Développements en série entiére

(%)

Déterminer le développement en série entiére des fonctions suivantes :

(a) In <H> (b) e “sin’z (c) (arcsinz)? (d) /01

dt

3 _ 2 1+ atlnt

(+#)

x
Justifier I'existence et déterminer le développement en série entiére de f : x —— /
—00

dt
1+t2 4+t
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(+)

(a). Soit a > —1. Justifier 'existence et donner la valeur de

w/2 dx
f(a):/o 1+acos?x

/2
(b). Donner le développement en série entiére de f. En déduire pour tout n € N la valeur de Uintégrale / cos®" z dx.
0

(k%)

. . . i sixz#0
Soit f la fonction définie par fly=4¢ e* -1

1 sinon

(a) Montrer que f admet en 0 un développement limité a tout ordre. On note (a,) la suite de réels telle que

neN
Vn € N, f()=ao+ a1z + -+ apnz™ + o(z"™)

(b) Exprimer a,, en fonction de ag,...,an_1.

(¢) En déduire que pour tout n, |a,| < 1, puis que la série Zanx" converge pour tout = € |—1;1[.

(d) Montrer que f est développable en série entiére sur |—1; 1].

Résolutions de récurrences

(%)

Soit (uy,)

nen la suite définie par récurrence par

upg =u3 =1 et Vn € N, Ungo = Uni1 4 2up + (—1)"
On note S(z) la série entiére Y u, 2" et R son rayon de convergence.

(a). Montrer que pour tout entier n, on a |u,| < 21 — 1. Que peut-on en déduire sur R?

(b). Donner une expression simple de S(z) et en déduire R, puis une expression de wu,, pour tout entier n.

(%) Mines PC 2008
Soit (un),cy la suite définie par récurrence par
Unp
u =1, w3y =0 et Vné€eN, u”+2=un+1+n+2
Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiére . u,z™.
n>0
Divers
(+) ENS PC 2019
+oo Zn
Soit k € N et z € C tel que |z| < 1. On pose Li:zv— Y —
n=1M
(a). Montrer que pour tout k > 2, Lj est prolongeable par continuité sur B(0,1).
(b). Montrer que vz €]0;1], Lo(z) + Lo(1 — ) + L1(z)L1(1 — z) = La(1)
Exercices supplémentaires non corrigés
) Mines PC 2024

Soit N un entier qui n’est pas un carré parfait. On pose a = v N.

(a). Montrer qu’il existe une suite d’entiers (py), oy telle que na —p, € [-1/2;1/2].

(b). Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout n € N*, sin(nar) > ¢/n.
n

(¢c). En déduire le rayon de convergence de > xi
n>18in(nmy/2)



Exercices SERIES ENTIERES 3

(?) ENS PC 2024
+oo Lk

Encadrer et donner un équivalent en 400 de S:z+— Y, T
k=0V k!

(?) X PC 2024

Soient U un voisinage de 0 dans C, k un entier et f : U — C développable en série entiére au voisinage de 0 telle que
_ k
f(Z) o zQO (Z )
Montrer que pour r > 0 assez petit, il existe au moins 2k nombres complexes z de module r tels que f(z) soit réel.

(?) X PC 2024

Soit S I'ensemble des f € C'(R,R) telles que

VeeR,  f(z)=af(0/2)
(a). Chercher les éléments de S développables en série entiére.

(b). L’espace S est-il de dimension finie ?

(?) X PC 2024

Soit (ag,n)(k,n)en> une famille de nombres complexes telle que pour tout n € N, la série entiére Zakﬂnzk a un rayon de
k>0
convergence supérieur ou égal a 1. On note f,, la somme de cette derniére et pour tout r > 0, B, ’ensemble des complexes de

module < 7. On suppose que (fy),,cy converge simplement sur By et qu’il existe M € R, tel que
vneN, Vze By, Ifn(z)] <M

Montrer que la suite (fy), oy converge uniformément sur B, pour tout r < 1.



Indications SERIES ENTIERES 4

Justifier que la suite (cosn),cy est divergente. On pourra pour cela considérer la suite (sinn),en, montrer que ces deux
suites sont de méme nature puis raisonner par ’absurde.

Pour deviner le résultat dans le cas général, vérifier ce qui passe pour lorsque a,, = p™ avec p > 0 (on pourra utiliser
d’Alembert dans ce cas particulier).

@ Pour deviner le résultat dans le cas général, vérifier ce qui passe pour lorsque a,, = p™ avec p > 0 (on pourra utiliser
d’Alembert dans ce cas particulier).

Noter fifs = Y ¢,2™ puis montrer que pour |z| > min(Ry, Ry), la suite (¢,2™)nen n'est pas bornée.
n>0

@ Utiliser un produit de Cauchy.

) ) -1 nm2n+1 . ]
Calculer la somme de la série entiére # Pour la valeur approchée, utiliser un résultat sur les séries alternées.

E Calculer la somme de la série a 'aide de la base (1, (X + 1), (X + 1)(X +2)/2) de Ry[X].

@ Pour trouver le rayon de convergence, utiliser la régle de d’Alembert. Déterminer ensuite une équation différentielle du
premier ordre vérifiée par la somme de la série sur son domaine ouvert de convergence.

(
(

(¢) Utiliser une équation différentielle.

a) Utilisez les propriétés et le développement en série entiére du In.
b) Utiliser le développement en série entiére de trois exponentielles.
¢

Déterminer le développement en série entiére de la dérivée.

(a) Utiliser le changement de variable u = tanx pour calculer f(a).
(b) Utiliser une intégration terme a terme.
(a) Justifier que 1/f est bien définie sur R et de classe C*°. On pourra exprimer 1/f(z) pour tout comme une intégrale
a paramétre simple sur [0;1].
(b) Remarquer que pour tout réel z, f(x)(e* —1) = z.

(¢) Raisonner par récurrence sur n.
(b) Etablir une équation satisfaite par F'(z) en utilisant la relation de récurrence et des changements d’indices.

Justifier pour tout n € N que u,, < n + 2 et en déduire le rayon de convergence de la série entiére. Chercher ensuite une
équation différentielle du premier ordre vérifiée par la somme de la série sur son domaine ouvert de convergence.

(a) Remarquer qu’'on a convergence normale sur B(0,1).

(b) Dériver le membre de gauche de ’égalité pour montrer qu’il s’agit d’une quantité constante. On pourra utiliser les
développements en série usuels pour avoir une expression simple de L;.



