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I. QUESTIONS DE COURS

La définition de ’espérance d’une variable aléatoire discrete varie selon que I'image
de X est un ensemble fini ou non. Distinguons deux cas.

e 1° cas: Si X (12) est finie, alors X est d’espérance finie.

e 2° cas: Si X (£2) est infinie et dénombrable, alors en notant X(2) = {x,,, n € N},
on dit que X est d’espérance finie si la série > x,P (X = z,,) converge absolu-
ment.

Démontrons a présent I’équivalence demandée en distinguant ces deux cas.

e 1°" cas: X (Q) est finie. Alors I'image de  par |X]| est également finie, car
c’est 'image de I’ensemble fini X(£2) par application 2z € R — |z|. D’apres la
définition qui précede, |X| est d’espérance finie.

e 2° cas: Si X (Q) est infinie et dénombrable, d’aprés le théoréme de transfert,
la variable aléatoire |X| est d’espérance finie si et seulement si, avec les notations
précédentes, Y |z, |P (X = z,,) converge absolument. La probabilité P prenant
des valeurs positives ou nulles, on a

Vn € N |20 |P(X = 2) = |2, P(X = 2y,)|

Par conséquent, la convergence absolue de la série Y |z, |P(X = z,) équivaut
a la convergence absolue de la série > z,P (X = z,), c’est-a-dire au fait que X
est d’espérance finie.

Dans tous les cas,

’X est d’espérance finie si et seulement si |X]| 'est aussi. ‘

@ On suppose que X est bornée : soit M > 0 tel que IP(|X\ < M) = 1. Lorsque X(Q2)
est finie, X est d’espérance finie, indépendamment du fait qu’elle soit bornée. Sup-
posons désormais que X(2) est infinie dénombrable. En notant X(Q2) = {z,, n € N},
comme [P est positive,

Vn €N |znP (X =2,) | < MP (X = xy,)
En effet, pour tout n € N,
e soit |x,| < M;
e soit |2,,| > M et dans ce cas {X = z,,} C {|X| > M} d’ott I'on déduit, par crois-

sance de P, que 0 < P(X=,) < P(X] > M) = 1-P(|X| < M) = 0,
et finalement P (X = z,,) = 0.
Dans tous les cas, I'inégalité ci-dessus est vraie. Par comparaison de séries a termes

positifs, comme Y P (X = z,,) est convergente (par définition de la loi de X), on en
déduit que la série Y z,P (X = x,,) est absolument convergente. Ainsi,

’ Si X est bornée, alors X est d’espérance finie.
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II. GENERALITES SUR LES VARIABLES ALEATOIRES

Nous allons étudier des variables aléatoires entieres symétriques vérifiant
la condition (D) pour un « > 0. Il convient donc de se demander s’il existe
un réel @ > 0 et une variable aléatoire entiére symétrique X tels que (D)
est vérifié.

Considérons une variable aléatoire X : 2 — Z suivant la loi donnée par :
3
m2 k2
Ainsi définie, X est une variable aléatoire entiére symétrique sur (Z, P(Z), P).
Soit n > 2. On a

PX=0)=0 e VkeZ~{0} PX=k) =

6 t=1
P(X|>n) == 3

2
T k=n

Or, comme la fonction ¢ — 1/t* est décroissante sur R,

E+lgqr 1 koat
e ]

soit Vk >n 1—L<i<i—1

- kK k+1 " k* k-1 k
On reconnait dans les membres de gauche et de droite des termes généraux
de séries télescopiques, donc on obtient en sommant

1 ft=x1 1 1 1 1
n kg:nkg n—1 nxl—l/n n < +n%Jroo(n))
6 6 1
o < >n) < — il
d’ou ’]’L7T2 X ]P)(|X| = n) X TL7T2 + TL*)O+OO <n2>

D’apres le théoreme d’encadrement, on en déduit que X est une variable
aléatoire entiere symétrique vérifiant (D,,) avec a = 6/72.

La question suivante se pose alors: Soit o > 0. Existe-t-il une variable
aléatoire entiere symétrique X :  — Z satisfaisant (D,)? On peut vérifier
que la suite (pp,)nen définie par

@ @

- — sin >«
n n+1
o
Pn=11- sin=0
la] +1
0 sinon

est positive et vérifie
+0o0 +00 o) O 1
=1 et = — (—)
nzz:opn kzzjnpk n " n—+oo \n?
En raisonnant comme précédemment, on démontre que la variable aléatoire
X : QQ — Z suivant la loi donnée par

« Pin|
PX=0)=1— —— et VneZ {0} PX=n)=—
(X=0)=1- {0} PX=n)="0

est alors une variable aléatoire entiére symétrique vérifiant (D, ): I’énoncé
n’est pas en train de parler de choses qui n’existeraient pas!
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Comme X vérifie la condition (D),

nB(X|>n)=a+ O (1) — a
n—+oo n n—r+oo
En particulier, il existe ng € N tel que pour tout entier n > ny, nIP’(|X| > n) > af2
et en particulier nIP(|X| > n) > 0. On en déduit que X(2) n’est pas finie. De plus,
d’aprés la question 1, on sait que X est d’espérance finie si et seulement si |X| Pest.
Or, comme |X] est a valeurs dans N, ceci équivaut a la convergence de Y P(|X]| > n).
La série harmonique étant divergente, I'inégalité

o
Vn = ng IP’(|X\ > n) > o

permet donc d’affirmer, grace au théoréme de comparaison des séries & termes positifs,
que X n’est pas d’espérance finie.

Il est aussi possible de raisonner par contraposée grace a un raffinement
de 'inégalité de Markov. Soit X une variable aléatoire enticre et d’espérance
finie. D’apres la question 1, |X| est d’espérance finie et positive, et 'inégalité
de Markov implique que
E(|X1)

n
En effet, puisque I'événement {|X| > n} coincide avec la réunion disjointe

YneN*  P(X|=n) <

des événements ( {|X| =k} Lo, OB
nB(|X| > n) = 3 nB(X| = k)
k=n

< S ER(X| = k)

k=n

nB(IX| > n) < T RP(X| = K) = E(X)

En s’arrétant a Pavant-derniere ligne du calcul, nP(|X] > n) est positif et
majoré par le reste d'une série convergente, donc tend vers 0 quand n tend
vers 'infini, par encadrement. Le seul a pour lequel X pourrait satisfaire (D,,)
est donc o = 0, ce qui est exclu (on veut a > 0). Donc |X]| n’est pas d’espé-
rance finie.

Par ailleurs, pour toute variable aléatoire Y, si Y2 est d’espérance finie alors Y est
d’espérance finie. Par contraposée, on en déduit que X? n’est pas d’espérance finie.

’ Les variables aléatoires X et X2 ne sont pas d’espérance finie. ‘

Puisque X est symétrique, les variables aléatoires X et —X prennent leurs valeurs
dans le méme ensemble et suivent la méme loi. On déduit alors du théoreme 1 admis
dans 'énoncé que f(X) et f(—X) suivent la méme loi. Or, comme f est impaire,
on a f(—X) = —f(X). Ainsi, f(X) et —f(X) suivent la méme loi, donc

’ La variable aléatoire f(X) est symétrique. ‘

Supposons que f(X) est d’espérance finie. Comme f(X) et — f(X) suivent la méme
loi, elles ont méme espérance, soit E(f(X)) = E(— f(X)). Par linéarité de I'espérance,
on en déduit que E(f(X)) = —E(f(X)), dot E(f(X)) = 0. Ainsi,

Si f(X) est d’espérance finie, alors E(f(X)) = 0.
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Remarquons que, par symétrie de X et Y, les couples (X, Y) et (=X, —Y) prennent
leurs valeurs dans le méme ensemble. Soit (z,y) € R2. Par indépendance de X et Y,

]P)((_X7 _Y) = (337:'./)) = P((XvY) = (_x’ _y))
=P({X=—2}n{Y =—y})
P((-X,-Y) = (2,y)) =P (X = -2)P (Y = —y)
Les variables aléatoires X et Y étant symétriques, on en déduit que
P((-X,~Y) = (z,y)) =P(X =2)P(Y = )
d’oui, par indépendance de X et Y,
]P)((_Xv _Y) = ($,y)) = P((X’Y) = (.’[7, y))
En conclusion,
V(:v, y) € Rz P((*X, 7Y) = ((E,y)) = ]P((Xa Y) = (x,y))

c’est-a-dire que les couples (=X, —Y) et (X, Y) suivent la méme loi. On peut & présent
appliquer le théoréme 1 admis par ’énoncé aux couples (X,Y) et (=X, —=Y) et & la
fonction u : (x,y) € R? — x +y € R. On obtient que les variables aléatoires X + Y
et — X —Y =—(X+7Y) suivent la méme loi, c’est-a-dire que

’ La variable aléatoire X + Y est symétrique. ‘

ITI. DEUX SOMMES DE SERIES

@ Commengons par établir un résultat intermédiaire. L’équation 1 — uz = 0 d’in-
connue u € R est équivalente & uz = 1, soit z # 0 et u =1/z. Comme |z| < 1, on en
déduit que |u| > 1. En raisonnant par l’absurde, si u € [0;1] était une solution,
on aurait u = 1, d’out 2z = 1, ce qui contredit ’hypothese z # 1. Ainsi, ’équation
1 —uz =0 n’a pas de solution sur [0;1].

L’intégrande f :u € [0;1] — z/(1 — uz) est donc un quotient de fonctions conti-
nues dont le dénominateur ne s’annule pas. Elle est en particulier continue sur [0;1].
Ainsi,

’ La fonction L est bien définie sur [0;1]. ‘

On en déduit également qu’elle est de classe €1 sur [0;1] et

z
vte [0;1 L'(t) = f(t) =
0:1] V() =10 =
Montrons a présent par récurrence que la propriété
P(n) : « La fonction L est de classe €™ sur [0;1] et
—1)lz"
pour tout ¢ € [0;1], LM (t) = w »

est vraie pour tout n € N*.

e (1) est vraie d’aprés ce qui précede.
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o P(n) = Z(n+1):Soit n € N* tel que & (n) est vraie. Comme 'application
t — 1 — tz est dérivable sur [0;1] et ne s’y annule pas, par hypothése de
récurrence, la fonction L(™ est dérivable sur [0;1] et, pour tout t € [0;1],

n+1

—n(—2z) nlz
LD (4) = (n — 1)1 2™ x =

( ) ( ) (]_ _ tz)n+1 (]_ _ tz)n+1

La fonction L("*1) est continue sur [0;1] en tant que quotient de fonctions
continues dont le dénominateur ne s’annule pas, donc L est de classe €™ sur
ce méme intervalle.

e En conclusion, la fonction L est de classe €™ pour tout n € N*, autrement dit

La fonction L est de classe € sur l'intervalle [0;1] et
(n—=1)tz"

Vn e N* Vte[0;1] L (1) = Tt

Soit t €]0;1]. Grace & I'inégalité triangulaire
1=|(1—tz) +tz]| < |1 —tz| + |tz
donc 1—tlz| =1—[t|]z] < |1 —tz]

d’otlt, comme |z| < 1, ’Vte]();l} 1—t<|1—tz|‘

Supposons par absurde qu'il existe ¢t € ]0;1] tel que 1 —¢ = |1 —tz|. Notons que
cela impose z # 0. De plus, d’apres ce qui précede, les inégalités

1—t<1—tlz| <|1—tz]
sont des égalités. En particulier,
[(1—t2) + tz| = |1 — tz] + |t2]

et il y a donc égalité dans l'inégalité triangulaire. On sait que cela se produit si
et seulement si 1 — ¢z et tz sont positivement liés. Ceci équivaut, puisque tz # 0,
a existence de A € R tel que

1—tz= Mz soit A+ Dtz=1

Comme (A + 1)t > 0, on en déduit que z € Ry d’otu, puisque |z| < 1, z € [0;1].
Mais alors ¢z € [0;1] donc I'égalité

l—t=|l1—-tz]=1—tz

impose, comme ¢ # 0, z = 1, ce qui contredit ’hypothese de 1’énoncé. Ainsi,

(Wee]0s1]  1—t<[l-te]

Pour tout » € N, posons
]10;1[ — R
Jn: ‘1—t
t —
1—tz

n

et appliquons le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions (f,,)nen-

e Pour tout n € N, application f,, est continue sur |0;1[ en tant que composée
de la fonction continue z € C +— |z|" € C et d’un quotient de fonctions continues
dont le dénominateur ne s’annule pas, comme on I’a vu a la question 6.
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e Soit t € |0;1[. D’apres la question 7, la suite (f,(t)), oy est géométrique de
raison ¢ = |1 — ¢|/|1 — tz| comprise strictement entre 0 et 1. Ainsi,

fn(t) —0

n—+oo

e A nouveau, la question 7 assure que

VneN Vte]0;1[  |fa(t)] <1

et la fonction constante égale & 1 est bien continue et intégrable sur ]0;1].
Ainsi, d’aprées le théoreme de convergence dominée,

1
J
Par ailleurs, lapplication ¢ € [0;1] — |1 — tz] € Ry étant continue sur le seg-

ment [0;1], elle y atteint son minimum, que 'on note m € Ry. Comme on l'a vu a
la question 6, cette fonction ne s’annule pas donc m > 0. Alors, comme |z| < 1, on a
pour tout n € N,

1 n+l1 _ f\n
/72 =" 4 <
o (1 —tz)ntt

n

1—1¢
1—tz

Lz tt 1—¢t|" I I
< [T dt < — / dt
o M—tz|  |1—tz mJjy |1—tz
D’apres le résultat précédent, on obtient finalement

1 _n+1 _\n
/ 2" (1 —1t) dt 0
o (1 _ tz)nJrl

n—+oo

Sans utiliser le premier résultat, on pouvait démontrer la deuxiéme conver-
gence directement a ’aide du théoreme de convergence dominée.

@ Pour tout N € N, on a démontré & la question 6 que L est de classe N1 et on a

déterminé les dérivées n-iemes de L pour tout n € [1;N + 1]. La formule de Taylor
avec reste intégral s’écrit donc, en isolant le premier terme de la somme,

N 1,(n) 11 (N+1)
L(1) = L(0) + ;L mm) +/0 L = 1y~ a
0+ %anL/lzNH(lt)N

———dt
= n (1 —tz)N+1

D’apres la question 8, 'intégrale dans le membre de droite tend vers 0 quand N tend
vers 'infini. On en déduit que la série de terme général z™/n converge et, en passant
a la limite dans 1’égalité,

too M

L(1) =

n=1"1

Si z est un réel dans | —1; 1], alors on peut directement calculer

L(1)

/ I —Zuz du =[-1In(1 — uz)](l) =—1In(1-2)
0

et, grace au développement en série entiere du logarithme, on peut retrouver

le résultat ci-dessus. Attention & ne pas écrire ce calcul pour un complexe z
qui n’est pas réel!
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Lorsque z est de module strictement inférieur & 1 (et seulement dans ce
cas), on aurait pu utiliser le développement en série entiere de 1/(1 — Z) sur
le disque unité ouvert pour obtenir, comme |z| < 1,

+00
? — Z unszrl

Yu e [0;1] T >

puis conclure en appliquant un théoréme d’intégration terme a terme.

Notons que contrairement au résultat que nous avons obtenu, ces tech-
niques ne permettent en rien d’affirmer que la série de terme général 2" /n est
convergente lorsque z # 1 et |z| = 1. L’objectif de la suite de cette partie est
justement d’obtenir une expression de la somme de la série de terme général
2" /n lorsque z # 1 est un complexe de module 1 ne faisant intervenir que
des fonctions usuelles.

Les projections (t,u) € R? +— u € R et (u,t) € R? — t € R sont conti-
nues sur R? car linéaires entre R-espaces vectoriels de dimension finie. Alors, comme
t € R— e't € C est continue sur R, la fonction (¢,u) € R? — e'! € C est conti-
nue sur R? puis, par produit, la fonction (t,u) € R? +— ue'® € C est continue
sur R%. Par somme avec P’application constante (t,u) € R? — 1 € C, la fonction
(t,u) € R? — 1 +ue'l € C est continue sur R%. Enfin, Papplication z € C +— |z] € R
est continue sur C donc, par composition,

’ L’application v est continue sur R2. ‘

Soit @ € ]0; 7 [. Comme 'application v est continue sur 'ensemble fermé et borné
[—a;a] x [0;1], elle y est bornée et atteint ses bornes. En particulier, il existe
(ta,uq) € [—a;a] x [0;1] tel que

V(t,u) € [—asa] x[0;1]  A(t,u) = ¥(ta; ua)

En posant m, = y(tq,uq), on a m, > 0 car 7 est positive sur R2. Si u, = 0, alors
me = 1 > 0. Supposons désormais que u, € ]0;1]. Comme t, € [—a;a] C]—7;7],
en posant z = —e'’s on a bien z # 1. On peut donc appliquer la question 7 avec
t=1u, €]0;1] et obtenir 0 < 1 —u, < |1 +uae“a| = myg. En conclusion,

Pour tout a € ]0;7 [, il existe un réel m, > 0 tel que

V(t,u) € [—asa] x [0;1] 1+uelt| >m,

|—m;m[x[0;1] — C

Posons f: it

t —_—
() 14 ueit

et appliquons le théoréme de dérivation des intégrales a parametre.

e Soit t € | —m;7[. En prenant z = —e'’, ona |z =1et 2 # l et on a vua la
question 6 que la fonction v € [0;1] — 1 + uz ne s’annule pas. En tant que
quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas, appli-
cation u € [0;1] — f(¢,u) est continue sur le segment [0; 1] et donc intégrable
sur celui-ci.

e Soit u € [0;1]. Comme ci-dessus, I'application ¢t € |—7;7[ — 1+ ue'
ne s’annule pas (puisque z = —e!’ ne prend pas la valeur 1). Par consé-
quent, en tant que quotient de fonctions de classe €' dont le dénominateur
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ne s’annule pas, I'application t € | —7 ;7 [ — f(t,u) est de classe €' et pour
tout (¢,u) € | —m;mw[x[0;1],
of iel!(1+uelt) —elt xiuel! el

o) = (1+ueit)? T 1t ucit)?

t

e Soit t € | —m;m[. Comme précédemment, la fonction u € [0;1] — 1+ ue't
ne s’annule pas. On en déduit que l'application u € [0;1] — Iy f(t,u) est
continue sur [0;1].

e Vérifions I’hypotheése de domination localement. Soit a € ]0;7[. Pour tout

(t,u) € [—a;a] x [0;1], d’apres la question 10,

of
ot

1 1
(t,u)‘ < —— =< —

[yt u)l? = m

et la fonction constante égale & 1/m? est continue donc intégrable sur [0;1].

Ainsi, d’apres le théoréme de dérivation des intégrales & parametre, F est de classe €
sur [—a;a] pour tout a € ]0;x [, donc sur | —7 ;7 [, et on peut dériver sous le signe
intégral. En conclusion,

La fonction F est €' sur | —m;7 [ et

1 ieit
_ Ft)= [ —o
viel-min|  F(1) /[)(1+uelt)2du

Soit t € | —m ;7 [. L’intégrande apparaissant dans l’expression de F’ obtenue a la
question 11 est, & une constante pres, de la forme g’ /g2 avec g : u € [0;1] = 14+uell.

On a donc
u=1 . i
-1 1 jelt
Fit)=i| —— =i(l-— - = -
() 1|:1+ue1t] 0 1( 1_|_e1t) 1_|_elt

u=

En mettant e'*/2 en facteur au numérateur et au dénominateur, on obtient
elt elt/2 x elit/2 cos(t/2) +isin(t/2) 1 i t
— = — - - = = — 4+ —tan =
L4elt  eit/2x (e~it/2 4 elt/2) 2 cos(t/2) 2 22

_ —tan(t/2) i
N 2 *3

Ainsi, Vie]|—m;m] F'(¢)

La fonction F étant de classe ¢! sur | —7 ;7 [, on a, d’apres le théoréme fonda-
mental du calcul intégral, pour tout ¢t € | —7 ;7 |,

_/1du+1/t(_tanu) du_|_il
o 1+u 2/, 2 2

Or /0 ffu = [In(1 +u)], = In(2)
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et, pour tout t € | —7 ;7 [, en effectuant le changement de variable linéaire s = u/2,
on obtient
t u t/2
/ (—tan 7) du = 2/ (—tans) ds
0 2 0

t/2 /
_ 2/ cos’(s) ds
o cos(s)

= 2[1n\coss|]g/2

=2In

t
coSs —
2

t U t
/ (—tanf) dulen(cos) cart €] —m;m|
o 2 2

t it
En conclusion Vte|—-m;m] F(t) =In(2) +1n (cos 2) + 15

t it
soit Vte]—m;m| F(t) =1n (2cos 2) +1§

Comme 6 € ]0;27 [, on peut appliquer le résultat de la question 9 en prenant
z=-e'? £ 1. On a donc

+ooei’n,9 1 ei@
=L(1) = —d
E5 = [

Le résultat & obtenir ainsi que le fait que § — 7 € | —m ;7 [, qui est le domaine de
définition de F, suggerent d’introduire dans l'intégrale précédente la quantité 6 — 7
en écrivant § = (0 — 7) + w. On obtient, grace & la propriété de morphisme de
I’exponentielle,

+ooein9 1 ei(efﬂ')eiﬂ' 1 ei(977r)
— C qu=— —&  _qu=—F(6—
Y /0 1—uel@-meir /0 1+uei@-m (6 —m)

n=1 TN

Or, d’apres la question 12,

B 0—m i(0—m) .0 i(0 —m)
F(9—7T)—ln<2cos 5 )+ 5 —ln<251n2>+ 5

De plus, la convergence de la série de terme général e”? /n équivaut a celle des séries

de termes généraux Re (e!"?/n) = cos(nf)/n et Im (e'"?/n) = sin(nf)/n. Ainsi,
+00 0 +00 &f /] +00 pinf 0 i(m—0
Zcos(n)_'_iz:sm(n):Z:e :—ln(Qsin>+l(W2 )

n=1 n n=1 n n=1 TN

Par unicité des parties réelle et imaginaire, on obtient

+oo 0 0 +00 qf 0 —0
> cos(nh) — (ZSin 2) ot > sin(nf) T
n=1

n=1 n n 2

La suite (2"/n),cy. est bornée si et seulement si 2| < 1 donc le rayon
de convergence de la série entiere Y 2™/n est égal & 1. D’apres le cours,
on sait que cette série converge normalement sur tout disque fermé inclus
dans le disque ouvert D centré en 0 et de rayon 1 et diverge grossierement
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a Pextérieur du disque fermé D, mais le programme de PC (et méme celui
de MP) ne fournit pas de résultats généraux sur la convergence éventuelle a
la frontiere. Pour z = 1, on retrouve la série harmonique qui est divergente.
A la question 9, on a démontré la convergence de la série entiére sur le cercle
unité privé de 1. Lorsque l'on se restreint a 'intervalle | —1;1[, on sait que la
somme de cette série est la fonction z € | =1;1[ — —In(1—2z). Gréce & I'étude
d’une intégrale & parametre rappelant le logarithme (puisque I'intégrande est
de la forme h'/h mais avec h & valeurs complexes), les questions 11 et 12
permettent d’obtenir & la question 13 une expression simple de la somme de
la série entiére sur le cercle unité privé de 1.

IV. FONCTION CARACTERISTIQUE D’UNE VARIABLE
ALEATOIRE SYMETRIQUE

Comme la fonction cosinus est bornée par 1, on a ]P’<| cos(tX)| < 1) = 1 pour

tout t € R, donc la variable aléatoire cos(tX) est bornée. Par conséquent, d’apres la
question 2, elle est d’espérance finie. Ainsi,

’La fonction ®x est bien définie sur R. ‘

Comme la fonction cosinus est paire, pour tout ¢ € R, cos(—tX) = cos(tX) donc

Vi e R Px (—t) = E(cos(—tX)) = E(cos(tX)) = Ox(t)

En conclusion, ’La fonction ®x est paire. ‘

Enfin, comme —1 < cos(z) < 1 pour tout 2 € R, par croissance de l'espérance,

vt e R —1=E(-1) <E(cos(tX)) <E(1) =1

soit VieR  |Ox(t)| <1

Comme a la question 1, on distingue deux cas, selon que I'image de X est un
ensemble fini ou non.
e 1° cas: Si X(f2) est finie, en notant X(2) = {x1,...,xx} avec N € N*| d’apres
le théoréeme de transfert,

vteR Ox(t) = cos(txy,) P(X = x,)

ﬁMz

1

La fonction ®x est donc continue sur R en tant que somme finie de fonctions
continues sur R.

e 2° cas: Si X(Q) est infinie et dénombrable, notons X(2) = {z,, n € N}. D’apres
la question 14, pour tout ¢ € R, cos(¢tX) est d’espérance finie. En appliquant le
théoreme de transfert & la fonction « € R — cos(tz), on obtient

VEER  Bx(t) = S cos(trn) P(X = z)

n=1
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En posant, pour tout n € N, ¢, : t € R — cos(tx,) P(X = z,), on doit
démontrer la continuité de la somme de la série de fonction Y ¢,,. Appliquons
pour cela le théoreme de continuité du cours:

o Pour tout n € N, ¢,, est continue sur R.
o Pour montrer la convergence uniforme de la série sur R, démontrons-en la
convergence normale. On a

Vn eN lenlloo < PX = 2p)

Or la série de terme général P(X = z,,) est convergente par définition de
la loi de X. Alors, d’apres le théoréme de comparaison des séries a termes
positifs, la série > ¢, converge normalement donc uniformément sur R.

Ainsi, grace au théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions
continues, ®x est continue sur R.

Dans tous les cas, ’La fonction ®x est continue sur R. ‘

Pour toute variable aléatoire X (pas forcément symétrique), on appelle
fonction caractéristique de X 'application ®x définie par

VieR  Ox(t) =E(e''¥)

Notons que cette fonction est toujours définie puisque, pour tout ¢ € R,
la variable aléatoire el*X est bornée. On peut démontrer sa continuité par le
méme argument que ci-dessus. La fonction caractéristique n’est pas définie
ainsi dans 1’énoncé pour tenir compte du fait que ’espérance d’une variable
aléatoire & valeurs complexes n’est pas au programme en 2021 (mais le devien-
dra prochainement). Son nom n’est pas innocent puisque I'on peut montrer
que deux variables aléatoires ayant la méme fonction caractéristique suivent
la méme loi. On pourra consulter le sujet Centrale Maths 2 PC 2020 a ce
propos.

Si X est une variable aléatoire symétrique, alors ®x(t) = ®_x(¢) donc,
par linéarité de ’espérance, pour tout ¢t € R,

E(e"®)+E (™)  &x(t)+0_x(1)

E(cos(tX)) = 5 = 5 = Ox(¢)

et l'on retrouve la définition de I’énoncé. Réciproquement, si X est une va-
riable aléatoire telle que ®x est a valeurs réelles, alors X est symétrique.
En effet, pour tout ¢ € R, par linéarité de ’espérance,

O_x(t)=F (e 1X) = (eitX) —E(e1tX) = Dy (1) = dx(1)

et I'on conclut, grace au résultat indiqué ci-dessus, que —X et X suivent la
meéme loi.

Soit n € N. Commencons par simplifier I’expression de R,, — Ry, 41. En écrivant
{IX| =n} ={X|=n}U{IX]>2n+1}
I'union étant disjointe, on obtient
P(IX| =2 n) =P(X| =n) +P(|X]| > n+1)
soit R, —Rpqi1 = ]P’(\X| = n)
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Par ailleurs, la parité de la fonction cosinus permet d’affirmer que les variables aléa-
toires cos(tX) et cos(¢|X]) sont égales. Elles ont donc méme espérance (finie) d’out

Dx(t) = B cos(t/X])

D’apreés le théoréme de transfert appliqué a la fonction 2 € R — cos(tx) et la variable
aléatoire |X]| (& valeurs dans N), on a donc

+00
Px(t) = Y cos(nt) P(|X| =n)
n=0
+00
c’est-a-dire Ox(t) = >, (R — Ruy1) cos(nt)
n=0

Soit N € N*. Grace au changement d’indice k = n + 1, on obtient

Mz

N N
(Ry, — Rpy1) cos(nt) = > Ry cos(nt) — > Ryqq cos(nt)
n=0 n=0

n=0

N N+1
= Y Ry cos(nt) — Y Ry cos ((k— 1)t)
n=0 k=1

N
= Rgcos(0) + > R, cos(nt)

n=1
N
—Rn41 cos(Nt) — - Ry, cos ((n — 1)t)

N N
> (Rn — Ryy1) cos(nt) = Rg — Rng1 cos(NE) + >

n=0 n=1

R, {cos(nt) — cos ((n — l)t)}

OrRo = P(|X| > 0) = 1 et, comme (Rx)nen converge vers 0 d’apres la condition (D)
et la fonction cosinus est bornée, on a

Ryt1cos(Nt) —— 0
N—-+oo

La série de terme général (R, — R,—1) cos(nt) étant convergente, on en déduit que

la série de terme général R,, | cos(nt) — cos ((n — 1)t)| converge également et

Ox(t) =1+ %Rn [cos(nt) — cos ((n — 1)t)}

n=1

La démarche employée pour passer de la premiére expression encadrée a la
seconde est appelée « transformation d’Abel ». C’est I’analogue discret de I'in-
tégration par parties. Notons qu’en manipulant les sommes partielles, nous
n’avons pas eu besoin de démontrer, comme le suggere I’énoncé, la conver-
gence de la série de terme général R,, cos(nt). Nous le ferons cependant a la
question 17.

Pour tout n € N* posons

R— C
In t— (Rn— %) eint

La question revient a démontrer la continuité a droite en 0 de la somme de la série
de fonctions > g,. Appliquons pour cela le théoréme de continuité du cours.



Mines Maths 1 PC 2021 — Corrigé 15

e Pour tout n € N*| la fonction g,, est continue sur R.
e Pour tout n € N*, la condition (D,,) implique que
lgalle < [Ra = 2] = 0 (;)
On en déduit grace au théoreme de comparaison des séries a termes positifs
que la série Y g, converge normalement et donc uniformément sur R.
Ainsi, grace au théoreme de continuité de la somme d’une série de fonctions continues,
I’application
R—C

+00 aN .
t— > (Rnf—>e””
n=1 n

est bien définie et continue sur R. En particulier, en posant C = ¢(0) € R (puisque
le terme général de la série associée est réel)

+00o o X
5 (R, - 2)ernt — s cer

n—1 t—0+

Par ailleurs, d’apres la question 9, pour ¢ € |0;27 [, la série de terme général
ei™!/n converge, donc comme

int

Rneint — (Rn _ %) eint +

par somme, la série de terme général R,ei™?

+00 it +00 a - too pint
S Ruel™t = 3 (R = S)ein 4oy
n=1 n n=1

n=1 = n

converge et

On en déduit la convergence des séries de termes généraux R, cos(nt) et R, sin(nt).
De plus, avec t € ]0; 2 [, on peut appliquer la question 13 et obtenir

%R int — 4 (1) —In { 2si ¢ + Tt
n€ = (0] — n S — a1l
n—=1 t—0+ 2 2

Par continuité des fonctions parties réelle et imaginaire, on peut les appliquer a ce
développement limité et en déduire les relations

+00 t

> Ry cos(nt) =C — aln <2 sin ) + o (1)

n=1 2 t—0+

0 m—t T
t R, sin(nt) = a —— 1)=— 1

e n{:l nsin(nt) = « 5 +1H00+( ) 5 +t£0+( )

Il reste a démontrer que

t—0t

In (2sin;>= O (Int)

Remarquons pour cela que, comme 2sin (t/2) tNot’ on a
—

t
2sin (2> =t(1+¢(t))
avec ¢ une fonction définie au voisinage de 0 telle que &(¢) ? 0. Alors, pour t
t—

dans un voisinage de 07 tel que 1 + (t) > 0,

In (2 sin ;) =ln(t)+In(l+e) =)+ o (1)= O (Int)

t—0+ t—0+
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Plus généralement, on peut montrer par un calcul similaire que si f et g sont
deux fonctions & valeurs dans R* ayant une limite nulle en a € R et vérifiant

f@) ~ gle), alors n(f(x)) ~ In(g(x)

En conclusion,

+00 +00 T
> Rycos(nt) = O (Int) et >Ry sin(nt) = —
t—0+

o
n—=1 n—=1 2 t—0t

(1)

Transformons & nouveau ’expression de ®x obtenue a la question 16.

On rappelle la formule de trigonométrie

V(p,q) €ER?>  cosp—cosq = —2sin (p;L‘]) sin (qu>

En cas d’oubli, on la retrouve facilement en écrivant les cosinus & 'aide de
. i ptg
I’exponentielle complexe et en mettant en facteur e’ 2 .

Pour tout n € N* et tout ¢ € ]0;27 [, on a
t t

—2sin (nt - 2) sin <2)

t 4 t
= —2|sin(nt)cos | = | —sin | = | cos(nt) | sin | =

2 2 2

: t . (1t .o [t

= —sin(nt) x 2cos 7 )sinl 5 + 2 cos(nt) sin 3

— sin(nt) sin(t) + 2 cos(nt) sin’ <;>

cos(nt) — cos ((n — 1)t)

cos(nt) — cos ((n — 1)t)

On a obtenu a la question 17 la convergence des séries de termes généraux R,, cos(nt)
et Ry, sin(nt). On peut donc écrire

Ox(t) =1+ %Rn [cos(nt) — cos ((n — 1)t)]

n=1

+00 t\ toe
=1 —sin(t) Y Ry, sin(nt) + 2sin? <2> 3" R, cos(nt)

n=1 n=1

Attention, on ne peut écrire

+o0

+00 +0o0
Z (Un +vn) = Z Up + Z Un
n=1 n=1

n=1
qu’apres avoir vérifié la convergence des séries > u, et > v,. En effet, si 'on
consideére u = (1),en+ et v = (—1)nen+, la série de terme général u,, +v,, = 0
est bien convergente mais ce n’est pas la cas des séries Y u, et > v, qui
divergent grossiérement.

Appliquons a présent la question 17. Comme sint ~ t,
t—0

sin(t)%oRn sin(nt) = % sin(t) + o (sin(t)) = ™t o (t)

n=1 t—0+ 2 t—0+
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et, puisque tInt = o +(1) d’apres les croissances comparées,
t—0
n? (L) YR H= 0 (sin2(L)mt)= 0 (2mr)= t
S n; n cos(nt) = o O 2 ) ) T Do ( n ) N t30+( )
T
En conclusio Ox(t)=1— —t o (t
n conclusion x(t) ) +t—>0+()

L’omission par I’énoncé de la limite considérée dans I’écriture o(t) pouvait
induire en erreur et laisser penser que le développement limité serait valable,
comme d’habitude, en 0 et non uniquement & droite. On aurait alors conclu
directement a la dérivabilité de ®x en 0. Pour éviter ce genre de mésaventure,
il est préférable d’indiquer la limite considérée dans le développement limité,
surtout en cas d’ambiguité.

Ce développement limité assure que ®Px est dérivable a droite en 0. En effet

Px(t) — Px(0 Pdx(t) —1 «a «

x(t) X(): x(t) :7L+0(1) , T
t t 2 t—0+ t—0+ 2
Or, on a montré a la question 14 que $x est paire donc, en considérant la limite a
gauche en 0, on obtient d’apres ce qui précede
Ox(t) —1 Ox(—t)—1
xW=1_ Ox(=)=1 _ma g o
t —t 2 t—0- t—0- 2

La fonction ®x admet donc wa/2 pour dérivée a gauche en 0 en —7a/2 pour dérivée
a droite en 0. Comme « # 0, ces quantités sont distinctes. Ainsi,

’La fonction ®x n’est pas dérivable en 0. ‘

Plus généralement, pour toute fonction paire f, le méme raisonnement permet
de montrer que f est dérivable en 0 si et seulement si f est dérivable a droite
en 0 et sa dérivée a droite est nulle.

IV. CONVERGENCE SIMPLE DE LA SUITE DES FONCTIONS
CARACTERISTIQUES DES VARIABLES M,,

Comme X et Y sont symétriques et indépendantes, d’apres la question 5, on sait
que X + Y est symétrique. Le résultat de la question 14 assure alors que ®x vy est
bien définie.

Soit t € R. Les variables aléatoires cos(tX), cos(tY), sin(tX) et sin(¢Y) sont bor-
nées car les fonctions cosinus et sinus le sont. D’apres la question 2, elles sont donc
d’espérance finie. Par linéarité de 1’espérance, on obtient

(bx_;,_y(t) = E( COS(t(X + Y)))

= E( cos(tX) cos(tY) — sin(tX) sin(tY))
Dx v(t) = Eé cos(tX) cos(tY)) — E(sin(tX) sin(tY))
Or X et Y sont indépendantes donc cos(tX) et cos(tY) sont indépendantes, de méme
que sin(tX) et sin(tY). Alors

x4y (t) = E(cos(tX))E(cos(tY)) — E(sin(tX))E(sin(tY))

Comme la fonction z € R+ sin(tx) est impaire et X et Y sont symétriques, d’apres
la question 3, on a E(sin(tX)) = 0 = E(sin(¢Y)). En conclusion,

(VEER  Dxiv(t) = Dx(H)Py(1)]
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Pour une variable aléatoire X quelconque (pas nécessairement symétrique),
comme nous l'avons indiqué dans la remarque suivant la question 15, on dé-
finit la fonction caractéristique de X par

WER  Bx(t) =E(e'X)

Si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes, on a également, pour
tout t € R,

(I)X—i-Y(t) — E(eit(X+Y)) — E<eitXeitY) — E(eitx)]E (eitY) — @X(t)q)y(t)

Montrons par récurrence la propriété

P(n) : « M, est symétrique et, pour tout ¢ € R, dyy, (£) = (®x, (t/n))" »
est vraie pour tout n € N*.

o P(1) est vraie car M; = X; est symétrique par hypothese.

e P(n) = F(n+1):Soit n € N* tel que Z(n) est vraie. Séparons I’expression
de M,, 41 en deux et écrivons

1 @ 1 n 1
Mpy1 = —— S Xpp + —— X1 = M, X,
1 n+1£§k+n+1 L

soit, en posant Y = (n/(n+ 1)) M, et Z =X, 11/(n + 1),
Mpi1 =Y +7Z

Par hypothese de récurrence, M,, est symétrique donc Y 'est aussi. De méme,
comme X, 1 est symétrique, Z l’est aussi. Il est admis en introduction de
I’énoncé que X,,41 est indépendante de X; + -+ -+ X,,. On en déduit que Y et Z
sont indépendantes. D’apres la question 5, leur somme M,, 11 est symétrique.

Soit t € R. Comme Y et Z sont symétriques et indépendantes, on peut appliquer
la question 19 pour obtenir

P, 4 (1) = Pyiz(t) = Py () Pz(t)

Or, par hypothése de récurrence,

13291 - (1) - o ()

De plus, X,,+1 et X3 ont la méme loi donc, d’apres le théoreme 1 admis par
I'énoncé, cos ((tXn41)/(n + 1)) et cos ((tX1)/(n + 1)) aussi. En particulier,
elles ont méme espérance donc

t t t
Pz(t) =E ( (mx+)> =K ( <n+1X>) = % <n m 1>
¢ n+1
o (51)

e Conclusion :

Pour tout n € N*, M,, est symétrique et pour tout t € R, @y, (t) = (Px, (t/n))n ‘
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Soit ¢t € Ry. D’apres la question 15 appliquée a la variable aléatoire symé-
trique Xj, la fonction ®x, est continue en 0. Comme ®x,(0) = E(1) = 1, on en
déduit que pour n assez grand, on a ®x, (t/n) > 0. On peut donc écrire, grace a la

question 20,
t
Dy, (t) = exp (n In <<I>X1 (n)))

De plus, en appliquant la question 18 a la variable aléatoire symétrique X1, on obtient

t t 1
() E
n 2n n—+oco \ M,

d’ot, grace a I'équivalent In(1 — u) ~ —u,
u—0

Dy, (t) = exp (n In (1 - %t t e (i)))
oo (0 (G0 (7))
(—?t + o (1)>

Tat ( (1)) Tat
2 exp n~>0+oo n—+oo xp 2

Attention, on ne peut pas appliquer directement ’exponentielle & un équi-
. 2 2
valent. On a par exemple 22 + 2 ~ 2 maise® T =e%e? o e,

|
@
»
o

Pum,, (1)

I
@
o]

e}

De plus, comme M,, est symétrique d’apres la question 20, la question 14 assure que
la fonction @y, est paire. Ainsi, pour t € R_, ona —t € Ry et

Bar, (£) = Bar, (—t) ——— exp <”§‘t>

n—+oo

t
Dans tous les cas |Vt € R dyp, (1) —— exp (—7Ta|>

n—-+o00o 2

Lorsque ’on a obtenu la convergence simple d’une suite de fonctions continues
et qu'on veut démontrer que la convergence n’est pas uniforme, on peut
commencer par étudier la continuité de la limite ponctuelle. En effet, si la
fonction limite n’est pas continue, la contraposée du théoréeme de continuité
assure que la convergence n’est pas uniforme. Cette méthode ne fonctionne
pas ici puisque la fonction limite est continue. Dans une telle situation, il est
parfois possible de trouver une suite de limite infinie dont les images, par
la suite de fonctions d’'une part et la fonction limite d’autre part, ont des
comportements différents, ce qui permet de conclure que la convergence n’est
pas uniforme sur R.

Comme X est entiére, cos(2rX1) = 1 donc Px, (27r) = 1. D’apres la question 20,
on en déduit que

Vn € N* Pyp, (2nm) = (Px, (21)" =1
Or, en notant h : t € R — exp (— walt|/2), on a

h(2nT) —— 0

n—+oo

Ainsi, |h(2nm) — @y, (2n7)| —— 1
n—+oo
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Ceci contredit la définition de la convergence uniforme de (M,,),en+ vers h puisque

si, en raisonnant par l’absurde, on avait ||h — @y,

~ — 0, par passage a la
n—+oo

limite dans 'inégalité

Vn € N* ’h(2n7r) — <I>Mn(2nﬂ')| < |h = Pm,, [loo

on aurait 1 < 0. En conclusion,

La convergence de la suite (P, ) n’est pas uniforme sur R.

neN*

Comme l'indique I’énoncé, on a presque fini de démontrer qu’étant donnée
une famille de variables aléatoires (X, )nen+ entiéres, symétriques, indépen-
dantes et de méme loi vérifiant la condition (D, ), la suite des moyennes
(M, )nen+ « converge en loi » vers une variable de Cauchy de parameétre ma /2
(cette notion de convergence n’est pas au programme des classes prépara-
toires). Comme nous 'avons démontré & la question 3, les X,, n’admettent
pas d’espérance ni de variance. Lorsque les X,, sont des variables aléatoires
discretes indépendantes et de méme loi, d’espérance nulle et de variance 1,
alors on peut prouver un résultat similaire, appelé « théoréme central li-
mite » : la suite des (X; + -+ + X,;)/+/n converge en loi vers une variable
suivant la loi normale centrée réduite au sens ot pour tout segment [a;b]

de R,
P a<X1+”-+Xn<b L /be « dz
X X X T e
\/ﬁ n—+oo /2 a p 2

Pour le démontrer, on constate que

2

t 2
pxa(t)=1-5+ o (t)

d’oti, en reprenant le raisonnement de la question 20,

t n
Vn € N* PXy4tXn) /v () = x4 (\/ﬁ)

et I'on conclut notamment grace a des résultats de densité d’un ensemble
de fonctions treés régulieres, la classe de Schwartz (nommée en I'honneur
du mathématicien frangais Laurent Schwartz et non de ’allemand Hermann
Schwarz), et la bijectivité de la transformée de Fourier sur cet ensemble.
Ces propriétés sortent largement du cadre du programme des classes prépa-
ratoires. L’équivalence entre la convergence en loi d’une suite de variables
aléatoires et la convergence simple de leurs fonctions caractéristiques est
connue sous le nom de théoreme de Lévy, du nom de Paul Lévy, également
mathématicien francais du XX siecle.



