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PREMIERE PARTIE

Commengons par remarquer que pour toute matrice A € .#, et pour toute
partie X C [1;n], on a
(‘A)®) = (A%

En effet, si A € 4, et ¥ C [1; n], la matrice ("A)*) est la sous-matrice obtenue en
supprimant la i-éme ligne et la i-éme colonne de ‘A pour tout ¢ € X, ie la transposée
de la sous-matrice obtenue en supprimant la i-éme colonne et la i-éme ligne de A
pour tout i € ¥. On en déduit I'égalite (FA)®) = (A®),

Soit M € .#;. Montrons que "M € .#;. Fixons donc ¥ C [1; n] et mon-
trons que le déterminant de (tM)(E) est strictement positif. On vient de voir que
('M)®) = {(M®)). Comme le déterminant d’une matrice est égal au déterminant
de la transposée et que M est dans .., on obtient det( tM)(E) > 0. Ceci étant vrai
pour tout sous-ensemble ¥ de [1; n], on conclut que

‘Me .

L’énoncé n’est pas parfaitement clair sur la définition des matrices de ..
En effet, il précise que dans le cas ¥ = &, on pose M(?) = M, que se passe-
t-ilsi ¥ = [1; n] ? La matrice M(I*:7D) est la matrice sans ligne ni colonne.
Que vaut son déterminant ? Nous passerons donc sur ce détail dans tout ce
corrigé.

Soient M € #,, D € D,, et ¥ C [1; n]. Les matrices M*), D®) et (MD)*)
sont des matrices carrées de taille n — Card 3. _ B

Notons (Cy,...,Cy,) les colonnes de M et (Cq,...,C,,) les colonnes obtenues en
supprimant les coefficients d’indice ¢ de toutes les colonnes de M pour tout i € ¥.
Les colonnes de M) sont alors les Cy, pour k € [1;n] et k & 2.

Notons maintenant (di,...,d,) les coefficients diagonaux de D. La matrice D)
est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les dy pour k € [1; n]
et k & 3. Calculons le produit MD avec ces notations:

dy 0
MD=|[C; -+ G, X =|diCy -+ dpCy,
0 dn
En effectuant le produit M(E)D(E) de la méme maniére, on constate que les co-
lonnes de M*ID®) sont les di,Cy, pour k € [1; n] et k ¢ X. Ce sont les mémes co-

lonnes que si ’on supprime les i-éme lignes et i-éme colonnes de MD pour tout ¢ € .
Conclusion :

MEDE — (MD)(E)

Il est important de savoir interpréter le produit de deux matrices carrées en
fonction des lignes et colonnes de celles-ci. En particulier, étant donné deux
matrices carrées A et B de taille n, si on note (Cy,...,C,) les colonnes de B,
alors le produit AB vaut

AB=Ax|C --- C, | =|AC, --- AC,
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De plus, si on note (Eq,...,E,) la base canonique de R™, on obtient pour
tout i € [1;n]

BE,=|C, -~ C,| xE;=C;

Ce sont ces deux résultats qui permettent d’obtenir 1’égalité précédente.

Soient M € ., et D € D,,. Fixons ¥ C [1; n] et montrons que le déterminant
de (DMD)®) est strictement positif. En appliquant le résultat de la question 1.b aux
matrices DM € #,, et D € D,,, on obtient 1’égalité

((DM)D)*) = (DM)*) D)

Montrons maintenant que (DM)®*) = D®IM®) en utilisant la transposée pour
se ramener au résultat de la question 1.b. On a établi a la question 1.a l'identité
(A = (*A)®) pour toute matrice A € .#,. On en déduit

{(DM)®)) = ("(DM)® = ("M D) = (‘MD)>)
Le résultat de la question 1.b donne alors
(DM)®)) = ("M)E)IDE)
soit (DM)®) = t(D(E))t((tM)(Z))

Comme D est diagonale, D) Test aussi et t(D(Z)) = D®). De plus, d’apreés le
résultat de la question 1.a, *(("M)*)) = M®)_ 11 vient

(DM)® = DEME)
et finalement (DMD)®) = DEIME)DE)

Comme le déterminant d’un produit de matrices carrées est égal au produit de
leurs déterminants,

det((DMD)®)) = det(DEGMEGID))
= det D®) det M®*) det D)
det((DMD)®)) = det M®) (det D(*))?

Comme D®) est une matrice diagonale a coefficients diagonaux dans ’ensemble
{-1;1}, son déterminant est non nul. De plus, comme M € .Z,, le déterminant de
M®) est strictement positif. On en déduit I'inégalité

det((DMD)*®)) >0
Conclusion : DMD € .,

Pour montrer que det((DMD)®)) > 0, on peut aussi dire que le déterminant
de D™ vaut 1 ou —1, ce qui entraine

det((DMD)®)) = det M®) (det D*))2 = det M®*) > 0
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Soit X = “(x1,...,x,) € R™. Posons pour tout i € [1; n]
1 Si.%'i}o
d; =
-1 sixz; <0

de sorte que, pour tout i € [1; n], le produit d;z; est positif ou nul. Notons alors
D la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les d;. Alors D est bien
dans D,, et

dq 0 1 dixy
DX = = :
soit, d’aprés ce qui précede, DX =0

Supposons X > 0. Traduisons les hypothéses matricielles en termes d’inégalités
sur des nombres réels.

e M € ., donne

det M@ = ad — be > 0, detM2D =g >0 et det M) =g >0

e X > 0 donne 1 >0 et zo >0

. _ (aw1 + bxy
e (0 > MX donne, puisque MX = (czl n d@),
axy +bry <0 et cr1 +dryg <0

On peut donc écrire ary + bxs

b < —axy/xo car x5 >0
b<0 car a >0, x1 > 0 et 92 > 0.
De méme, cx1+drs <0
cr1 < —dzo
¢ < —dxy/xq car x1 >0
d’ou c<0 card >0, xo > 0 et 1 > 0.

Supposons X = 0 et 0 = MX et notons X = t( x1,x2). Puisque les coordonnées
1 et x9 sont positives ou nulles, elles vérifient une et une seule des quatre propriétés
suivantes :

e 1 >0et g >0;
e 1 =0et xo >0;
e 1 >0etzy=0;
e 1 =0et 29 =0.

Montrons que les 3 premiéres sont exclues.
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e Sixy >0 etxy >0, alors les calculs du 3.a sont valides et donnent

—ax —dx
b —2L et e —2
x2 Tl

En multipliant ces deux inégalités entres nombres réels négatifs, on trouve

T T
be > ad 122 _ud
X9 X1
soit 0> ad—bc
c’est-a-dire 0> detM

ce qui est exclu car M € ., .

e Sixy =0etaxy >0, alors cr1 +dry <0
devient dry <0
et méme d<0
soit det MULD) < 0

ce qui est exclu car M € ./Z,}.

e Sixy >0etaxy=0, axri + bxs

IS
8
—

S
INCINCIN N
o o o o

soit det M{2})

ce qui est exclu car M € ., .
Il ne reste finalement que la derniére possibilité, 1 = 0 et x5 = 0, qui revient a
X=0
Cherchons X sous la forme X = t( 1,y) avec y € R. On voudrait X > 0 et
MX > 0, soit
y >0, a+by>0 et c+dy >0

Si X est solution, alors AX l’est aussi pour tout A > 0. En notant z la pre-
miére coordonnée de X, le vecteur (1/2)X est bien solution (z > 0) et du
type t( 1,y). Se restreindre & la recherche de solutions sous cette forme est
donc raisonnable, en plus d’étre bien pratique.

Distinguons trois cas.
e Cas b > 0. Les conditions deviennent
y >0
a
y>-3
y>f§ car d = det M{1H) > 0

11 suffit donc de prendre y = 1 4+ max(0, —a/b, —c/d).
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e Cas b = 0. Les conditions deviennent
y>0

a>0 qui est toujours vrai

>c
Y=

11 suffit donc de prendre y = 1 4+ max(0, —c/d).

e Cas b < 0. Les conditions deviennent

y>0
a

y<—3
c

y=>-q

Or, comme M € .Z,F, les trois inégalités suivantes sont vraies

ad — bc > 0, a>0 et d>0

ce qui donne ad > bc
puis g<E carb<Oetd>0
b d
it o _¢
soi —— > —=
b d
En prenant la moyenne de ces deux derniers nombres réel,
_ —a/b+(=c/d)
B 2

on obtient y < —a/b et y > —c/d mais pas nécessairement y > 0. Par contre,
comme —a/b >0, si —c/d > 0, alors

—a/b+ (—c/d)

Y= - 9
convient (il vérifie bien y > 0) et si —¢/d < 0, alors
—a/b

2
convient (puisque —a/b >y > 0> —c/d).

Dans tous les cas,

|11 existe X € R? vérifiant X > 0 et MX = 0.
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DEUXIEME PARTIE

Soit z € O. Si z = 0, la série considérée est la série nulle, qui est convergente.

Sinon, le terme général de la série Y e 1zk"+1 ne s’annule jamais: on peut donc
n
1
appliquer la régle de d’Alembert & la série ‘ e Zhn+1
1 Zk(n+1)+1
En+1)+1 e kn+1 K
= || £
Lk k(n+1)+1 n—oo
kn+1

Comme z € O, on a ‘zk’ < 1 et on conclut, grice a la régle de d’Alembert, que la

série

zFnt1 est absolument convergente, donc convergente. Ainsi,

kn+1

anJrl

Pour tout z € O la série ) converge.

kn+1

Il ne faut surtout pas oublier que la régle de d’Alembert ne s’applique qu’aux
séries dont le terme général est positif et ne s’annule jamais, ou a tout le
moins est non nul & partir d’un certain rang.

La fonction F est de classe € si et seulement si ses deux fonctions coordonnées
u et v le sont. Fixons donc X = (x1,x2) € O et commengons par montrer que u et v
admettent une dérivée partielle en X par rapport a leur premiére variable. Puisque
O est un ouvert, il existe § > 0 tel que, pour tout élément h € [—§;6], (1 + h, z2)
appartienne & O. Montrons que la fonction

he[=6;8]— f(x1+h+irs) =u(xy + hyx) + iv(z1 + h, 22)

est dérivable en utilisant le théoréme de dérivation des séries de fonctions. Notons
pour tout n > 0

fon:h— (z1 + h + izg)Fntt

1
kn+1
Ces fonctions sont de classe €1 sur [—d;3] et la série Y f,, y converge simplement,
sa somme étant la fonction h — f(x1 + h + izq). Les fonctions dérivées sont

fl o h (21 + h+izg)kn

Or, la fonction h +— |z1 4+ h + ize| étant continue sur le segment [—d;d], elle est
bornée et atteint ses bornes. On en déduit qu’il existe h,, € [—d; ] vérifiant

pour tout h € [—d;d]. Notons r = |x1 + hy, + ix|. D’aprés la définition de §, on a
(1 + hm,x2) € O donc 0 < r < 1. On en conclut que

>0 Vhe[-0:6]  [falleo <17
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Puisque r* € [0;1], la série géométrique > 7*" est convergente et, d’aprés les théo-
rémes de comparaison pour les séries positives, la série > || f! || converge, ce qui
signifie que la série de fonctions Y f/ converge normalement sur [—d;4]. On déduit
alors du théoréme de dérivation des séries de fonctions que la fonction

B ifn(h) — (21 + b+ iz2)

est de classe ¢! sur [—§;0] et que sa dérivée est

0 1
h + h+iwg)t = .
w nz::O(zl iz2) 1—(x1 + h+izg)k

Or, pour tout h € [—§;d], on a
flz1 + h+ize) = u(zy + h,22) + iv(x1 + h,z2)

On déduit des théorémes généraux sur la dérivation des fonctions d’une variable réelle

et & valeurs complexes que les fonctions
h— u(xy + h,z2) et h— v(z1 + h,x2)

sont de classes ¢! sur [—J;0], de dérivées respectives

1 1
h— R t h—1
~ e(1(1'1+h+11'2)k) ¢ '_) m(l(l‘1+h+l$2)k)

En particulier, les fonctions u et v admettent

1 1
- - I - -
fe (1($1+i$2)k) « " (1(=T1+i$2)’“)

comme dérivées partielles en (21, x2) par rapport a leur premiére variable.
En considérant un vy > 0 tel que, pour tout t € [—v;~], (z1,22 + t) appar-

tienne & O, et les fonctions g, : h — (w1 +i(wo + h))k7+! définies sur [—v;v],

kn+1

on montre de la méme maniére que les fonctions u et v admettent

R i t I i
el ——m— e m|{-—F——
1-— ($1 + i.%'g)k 1-— ($1 + il'2)k
comme dérivées partielles respectives en (1, z2) par rapport a leur seconde variable.

Par continuité des fonctions Re et Im , ces quatre dérivées partielles sont continues
sur O et les fonctions u et v sont de classe €' sur O, c’est-a-dire que

La fonction F est de classe € sur O avec
ou 1
OF oo N fe (1 - g)
™= o |7 |
! Y (x) Im | ——
(9:61 1-— C
ou 1
oF 95 V) ‘Im(lg)
o™= a0 | T |
2 —(X) Re [ ——
8562 1-— C
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Soit X € O. D’aprés la question précédente, la matrice jacobienne de F en X vaut
ou ov 1 1
- = Re [ —— 1 -
o 8x1(z) 8x1(z) - ¢ <1_C) o <1_C>
Jr(X) = =
ou (2) v (2) I 1 R 1
— — m(-—— —
83:2 8362 1-— C ¢ 1- C

en ayant posé X = t(zl,:cg) et ( = x1 +izs. On a alors

e o () + (20 e

et

d {1 —q ) — R (L)R ( 1-¢ _)1Re(<)
i e ‘\i-¢)" " \u-00-9/) " 1-¢

Or ¢ € O, donc Re (¢) < [¢] < 1 et on obtient bien
det Jp (X)) = det Jp(X){2D > 0

2
>0

Conclusion : Jr(X) € 5

On a testé la condition detJp(X)®) > 0 pour ¥ valant @, {1} et {2}.
Il manque donc le cas ¥ = {1,2}. Mais la matrice Jp(X){"2} est une ma-
trice de taille 0 x 0. On est bien obligé d’admettre qu'une telle matrice a un
déterminant strictement positif.

TROISIEME PARTIE

Puisque P € .Z,}, son déterminant est non nul et P est une matrice inversible.
Ainsi, le systéme linéaire

ul 1

ug 0
Pl . | =

Up, 0

est de Cramer. On peut donc utiliser les formules de Cramer, qui donnent ici

det P1
U =
! det P
ou la matrice Py est la matrice P dans laquelle on a remplacé la premiére colonne
par la colonne t( 1,0,...,0). La matrice P; est donc de la forme
1% - %
0
P, =
pH1H
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En développant son déterminant par rapport a sa premiére colonne, on obtient ainsi
detP; = det PUH. Comme P € .}, les déterminants det P{1D et det P sont
strictement positifs. Finalement,

det PH1H

= det P

Comme C est la premiére colonne de la matrice P~1, la premiére colonne du
produit PP~! est égale au produit PC mais également & t(l, 0,...,0). Le vecteur C
est donc solution du systéme de Cramer de la question 6.a. Par unicité des solutions
des systémes de Cramer, on obtient

Ainsi, I'ensemble E = {z;/¢; | ¢; > 0,7 € [1; n]} est non vide. De plus, comme X 3= 0,
I’ensemble E est inclus dans RT et est donc minoré par 0. Finalement, puisque E est
une partie non vide minorée de R, il admet une borne inférieure et

K2

m:inf{ﬁ |ci >0,i¢€ [[1;n]]} existe.

Puisque E est minoré par 0, m =0

On aurait aussi pu dire que E est une partie non vide et finie de R et donc
que sa borne inférieure existe et est méme atteinte, ce qui justifie I'existence
de D’entier j.

Montrons que Y = 0. Fixons donc ¢ € [1; n] et montrons que le i-éme coeffi-
cient de Y, a savoir x; — mc;, est positif. Distinguons deux cas:
e Si¢; > 0, alors par définition de m on a
T N
m< — d’ou me; < X et x; —me; =0
Ci
e Sic; <0, alors d’aprés la question 6.b, on a m > 0 donc me¢; < 0 et finalement

T, —me; = x; =0 puisque X=0

Conclusion : Y =0

Montrons maintenant que 0 »> PY. On a déja remarqué a la question 6.b que
PC = t( 1,0,...,0). Un rapide calcul donne donc

1 m

0 0
PY=PX-mPC=PX—-m| .| =PX-—

0 0

Or, par hypothése 0 = PX et d’aprés la question 6.b, m > 0. Les coefficients de PY
sont donc tous négatifs ou nuls et

0>=PY
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Appliquons la propriété Q,,_;.

Cette troisiéme partie est une vaste récurrence: il faut bien chercher a appli-
quer I’hypothése de récurrence & un moment ou & un autre.

Vérifions tout d’abord que P € M}, Notons pour cela
[1;n—=1] — [1;n]

o: . i sii<j
7 >
i+1 siixjy
Ainsi, pour tout £ C [1; n—1], on a P = (PUN)®) = peE) don det PO > 0
puisque P € .. On en déduit que P € ///J_l. L’hypothése Y = 0 découle du
premier résultat de la question 6.c: Y = 0. Montrons maintenant que 0 3= PY.
Notons Y = t(yl,...,yn), P = (pij)o<ijcn €t PY = t(al,...,an,l). On veut

montrer que les a; sont négatifs ou nuls. On a montré & la question 6.d que 0 = PY,
ce qui signifie

Vie[l;n] > Pikye <0 (1)
k=1

n
kzlpi,kyk s11<j
Or, Vie[lin—1] a;={ 77
YoDit1kYk  Sii=]
=7
Que valent les p; jy; 7 Par définition y; = z; — me; = z; — (z;/¢j)c; = 0. Par suite
pi,jy; = 0 et on peut réécrire

n

> DikYk sii<j
k=1

n . .
YoPiv1kYk  SiiZ=]
k=1

Vie[l;n—1] o =

ce qui montre, en utilisant les relations (?7), que les a; sont tous négatifs ou nuls.
On en déduit 0 = PY.

Attention, le vecteur PY n'est pas a priori le vecteur PY auquel on a supprimé
le j-iéme coefficient. Cela ne marche que parce que y; = 0.

On peut ainsi appliquer la propriété 9, _1 a P et Y et conclure que

Comme on a également montré que y; = 0, il vient immédiatement

On vient de montrer que Y = 0. Or Y = X — mC, d’ou l'on tire X = mC puis
PX = PmC = mPC = t( m,0,...,0). On a également vu que m > 0. Conclusion:
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m Le vecteur PX vérifie PX %= 0 (on vient de le montrer) et 0 = PX (par hypo-
thése). On en déduit que PX = 0 puisque ses coefficients sont positifs et négatifs
donc nuls.

Or, on a montré a la question 6.e que PX = t(m, 0,...,0). On a donc m =0 et
par suite Y = X — mC = X. Le résultat de la question 6.d permet alors de conclure
que X =Y =0.

On a donc montré que, pour tout n > 2, si la propriété Q,,_1 est vraie, alors la
propriété Q,, est vraie.

Etablissons la propriété Q,. Soit P € A" . La matrice P est de taille 1 x 1, de
déterminant strictement positif: c’est un réel strictement positif. Si X € R vérifie
X =0, soit X > 0, et 0 %= PX, soit 0 > PX, il vérifie également X > 0 > X et donc
X = 0. On en déduit que Q; est vraie.

Finalement, on a montré par récurrence que

‘Pour tout n > 1, si P € ., et X € R" vérifient X 3= 0 et 0 3= PX, alors X = 0.

Il ne faut pas se contenter de montrer que X = 0. Il faut aussi, et surtout,
conclure la récurrence.

QUATRIEME PARTIE

Montrons (P;). Soit M € O(1). La matrice M vaut (1) ou (—1). Dans les deux
cas, M € Dj. En prenant X = (1) et D = M, on obtient bien X > 0, D € D; et
MX = DX. Ainsi,

‘ La propriété (P;) est vraie. ‘

Mountrons maintenant (P;). Fixons donc M € O(2). La matrice M est soit la
matrice d’une rotation, soit la matrice d’une symétrie axiale et on sait qu’il existe un
angle 6 € [0; 27| tel que

cosf) —sinf cos 6 sin 6
M={". ou M={".
sin 6 cos sinf —cosf
le premier cas correspondant & une rotation, le deuxiéme & une symétrie axiale.

Fixons un tel angle 6. Si 8 = 0 ou 8 = 7, M est dans D- et il suffit de prendre D = M
et X = t( 1,1). Supposons donc 6 # 0 et § # 7.

. . . cos &
e Si M est la matrice d’une rotation, cherchons un X sous la forme (sina) avec

a € ]0;7/2] de telle sorte que X > 0. On remarque qu’il existe en tout et
pour tout quatre matrices dans Ds: l'identité, la matrice D, de la symétrie
axiale s, par rapport a l’axe Oz, la matrice D, de la symétrie axiale s, par
rapport a 'axe Oy et enfin la matrice —Is qui est la matrice de la symétrie
centrale par rapport & O. On cherche donc un X tel que MX soit égal a s, (X)
ou & sy(X), c’est-a-dire tel que 'angle entre X et s,(X) ou l'angle entre X
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et s,(X) soit égal & 6. Faisons un dessin en plagant X et ses images par les
symétries s, et s,.

s,(X) /T/2—a | T/2—aN\ ¢

2m — QQQ -«

On remarque que si « vérifie § = 2(7/2 — ), cest-a-dire « = 7/2 — 0/2,
alors MX = s,(X), et que si « vérifie § = 27 — 2a, cest-a-dire & = 7 — 0/2,
alors MX = s,(X). Distinguons alors deux cas:

— Si0 < 6 < 7, alors en posant &« = 7/2—60/2 on a bien a € |0;7/2 [ et donc

X = *(cosa,sin a) vérifie X > 0 et MX = D, X avec D,, = ((1) 01) € Ds.
On en conclut que (D, X) est une solution pour M.

— Si7m < 6 < 2m, alors en posant « = w1 —6/2 on a bien a € ]0;7/2[ et donc

X = *(cosa,sin a) vérifie X > 0 et MX = D, X avec D, = (01 (1)) € Ds.
On en conclut que (D, X) est une solution pour M.

cosf sin 6
sinff —cos6

e SiM = ( ) , M est la matrice de la symétrie sy par rapport a

la droite Dy passant par O et de vecteur directeur ug = ‘(cos(6/2),sin(6/2)).
Le vecteur ug est invariant par la symétrie sg: Mug = ug = Iaug. On en déduit
que si 0 < 0 < m, alors up = 0 et le couple (I3, ug) est une solution pour M.
Sim < 6 < 2m, le vecteur vy = '(cos(8/2 —n/2),sin(6/2 — x/2)) est un
vecteur orthogonal & ug. Il vérifie sg(vg) = —vp c’est-a-dire Mg = —vg = —Iovp.
Puisque vy > 0, le couple (—Is, vg) est une solution pour M.

s6(ve) = —vg
CasO0<fO<m Casm <0 <2m

Dans tous les cas, la matrice M admet une solution.

La propriété (Ps) est vraie. ‘
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Soit D € D, vérifiant tXl DX, = tXl Xs. En notant e1,...,e, les éléments
diagonaux de D, X; = t(xl, ceoy ) et Xog = t(yl, ..., Yn). On peut écrire

n n
tXl DX2 = leigiyi et tXl X2 = z:lwzyl
1= 1=

soit (1—¢;)a;y; =0 en faisant la différence.

n
i=1
Or les z; et les y; sont positifs et les ¢; valent 1 ou —1; les termes (1 — &;)x;y; sont
donc tous positifs ou nuls. Comme leur somme est nulle, ils sont tous nuls
ViE[[l;n]] (1_51')1'1'91':0

Enfin, puisque les z; et les y; sont non nuls, les ¢; valent tous 1, c’est-a-dire

Soient (D1,X;) et (Dg,X5) deux solutions pour M € O(n). Calculons le produit
t( MX;)MX; de deux fagons différentes :

(MX)MXs = ‘X, 'MMX,

= "X, I,Xy = "X, Xs car M € O(n)
et (MX;)MX, = {(D;X;)DoXs

= "X, ('D; Dy)Xs
d’ou tXl Xy = tXl (D1D2)Xo car Dy est diagonale

Du fait que Dy et Do sont des matrices diagonales a coefficients diagonaux dans
{=1,1}, on sait que (D1D3) est aussi une telle matrice, ie (D1D3) € D,,. D’aprés

ce que lon vient de montrer, on conclut que D1Dy = I,. En notant &/,... e,
les éléments diagonaux de Dy, et €, ... &/ les éléments diagonaux de Do, on trouve

pour tout i € [1; n], ele} =1 soit ] = ¢!/ puisque €} et €/ valent 1 ou —1. On peut

en conclure que
Dy =Dy

On sait que M est orthogonale si et seulement si ‘MM = 1,,. Cette condition
s’écrit également

¢ 'wov W U "WW+VV "WU+Vp
MM={ ,; x| ¢ =1 : ¢ ¢ 5 | =1n
U Vo p UW+p'V  'UU+p

"WW+ViV =1,

"WU+Vp=0

soit ; .
UW+p V=0
‘U+p2 =1

Les deuxiéme et troisiéme égalités étant la transposée I'une de ’autre, on obtient

TWW+ VYV =1,
M est orthogonale si et seulement si "WU + pV =0

"WU+p2=1
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Comme “UU est une somme de carrés, on a ‘vu >0et
1="UU+ p? = p?

d’ou ol <1

Supposons |p| = 1. L’équation 'UU + p? = 1 devient ‘UU = 0. On en déduit
U = 0 (le carré de sa norme euclidienne canonique étant nul). De "UW+p'V =0,
on tire alors V =0 et de "WW + vViv = I,,_1 on conclut que "'WW = I,_1:

‘W est orthogonale. ‘

Puisque W € O(n—1), d’aprés ’hypothése de récurrence (P,,—1), W admet une solu-
tion (D’,X’). Notons X = t( tX/, 1). Comme U et V sont nuls d’aprés ce qui précéde,

W 0\ (X
W= (o ) (7)
_ (WX’)
p
D/ !
< P ) car (D/,X’) est une solution pour W
(D' 0\ (X
A0 p)\1

!
soit MX = DX en notant D = <]?) 2)

Comme p=*1et D' € D,_; , la matrice D est dans D,,. De plus, puisque X’ = 0,
on a également X > 0.

/ !
Le couple ((]3 2) , (% )) est donc une solution pour M.

Calculons
t ¢ Lo Lo
M. M; = (Wa+ — UV W+ — UtV
1 ( 1—p ) 1—p )

1 1
= (tW +Tpth)(W + 1prtV)

1 1 \?
MM, = TWW 1—(tWUtV+VtUW) + (1—) vViuu'v
—p —p
En utilisant les relations obtenues a la question 9.a,
"WW+VIV=IL_1 et "WU+pV="UW+p'V=0 et ‘UU+p2=1
on obtient

1 1\’
MM = (s = V) + () VAV )+ (1) Vi )Y

1—p
2p 1—p? t
=1, S O
1+< 1—p+(1—p)2)vv
—(1-p)—2p(1—p)+1

2
— Pt

V'V
(1—p)?

=I, 1+

MMy =1,

d’ou ‘ M; est orthogonale.
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De méme,

1 1 \?
'M,My = "WW — ——("WU'V+VUW) + (—) viuu'v

1+p 1+p
2p 1—p* \ ¢
=L+ |(-1+—+—= V'V
' ( l1+p (1+p)2)
-1 2+ 2p(1 1—p?
1t A+p)" +20(L+p)+1— Pty
(1+p)?
"My My =T,y
d’ou ‘ M est orthogonale. ‘

En utilisant les égalités M;X; = D1 X; et MaXy = DoXo, on trouve
"X, DaDi Xy = H(DaXo)Di Xy = {(MaXo)M; Xy = "X, ‘M, M; X4

Utilisons les égalités de la question 9.a:

t t 1 t 1 t
MM =" (W——UV) W+ —U"V
DMy = (W U)W U'Y)

1 1 1
= "WW+ — WUV VUW - —————V'UU'V
L—p L+p (L=p)(1+p)
1 1
— (1, -V e tv Lty 1_ 2t
(Tn—1 VV)+1_p( pV)'V HpV(pV) 1_p2V( p°)'V
1 1 1—p? ¢
=1I,_1— — V'V
' (p(lp 1+p)+1p2)
ltp—1+p 1-p*\ ¢
=1I,.1— V'V
' (p =2 1o
t 1+p° 4
M,M; =1,1 — V'V
2 1_p2
R ¢ . 1+ p?
En multipliant & gauche par "X, et & droite par X; et en posant o = 5
—p

X, DD X; = "X, X; —0'X, VIVX,

Puisque tX2 V et “VX; sont des scalaires, ils commutent et on obtient également
tXQV = t( tXQ V) = 'V X5. De plus, on a bien ¢ > 0 puisque p? < 1. On aboutit &

"X, DoDi Xy = "X, Xy — a('VXy)('VXy)

Notons €1,...,en_1 les éléments diagonaux de D1Dy, X; = 1t(:rl, ceeyTp—1)
et X2 = t(’yl,.. .,ynfl)i

. ¢ n—1 n—1 n—1

Xy Xy — XyDiDoXy = Y yixs — Yo yiciwi = (1 —€i)xiy;

i=1 i=1 i=1

Comme X7 > 0, X5 > 0 et les ¢; valent 1 ou —1 : tous les termes sont positifs ou nuls.
Comme D; # D, au moins un &; vaut —1 et au moins un terme de la somme est
non nul. On en déduit

n—1
X, Xy — X, DiDoXy = Y (1 —&))wiy; > 0
=1
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Grace au résultat de la question 11.a, on obtient
o("VX)('VXy) >0

En particulier, “VX; et "V X5 sont non nuls. Comme ¢ > 0, on a également
(VX)) ("'VXz) >0

Ainsi, "V X; et "V X, sont non nuls et de méme signe.

Utilisons maintenant les définitions de M; et My :

M o _ (Vv u o
— xy | T \ty — VX,
1—p 1—p
1
WX, + —U'VX,
— L—0p
VX, 4+ L tVX,
I—p
M; X,
— 1
— VX,
1—p
D; X,
= 1
— VX,
1—p
. N 1X1 (D 0 1X1
sot —'vx; ] " \o 1)|—'vxy
1—p 1—p
e e N 1X2 /W U 1X2
e méme, _ X =\ ty P _ tVXg
14+p 1+p
1 ¢
WX, — ——U'VX
_ 2 1+, 2
t Pt
VX, — ——'vX
2 1+P 2
MyXy
— 1
- VX,
1+p
Dy X5
- 1
- VX,
1+p
oit wf 1 — (P ° L
SOt —x,) o —1) | ——'VX,
1+p I+p

Puisque D et D2 sont des matrices diagonales & coefficients diagonaux dans {—1,1},

les matrices (Dl 0) et (D2 01) sont dans D,,. Si VX > 0, puisque X1 > 0 et

0 1 0
t,t 1
1—p>0,ona ( Xl,l— VXi)>0et
—-p
¢ Dy 0 X
Si "V X; >0, le couple , 1 est une solution pour M.
0 1 1, VX,
—p
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Sinon, "V X; étant non nul, il vérifie "WX; < 0 et on obtient 1tVQ Xy < 0.

1
On en déduit, puisque X2 = 0et 1+ p > 0, que t( tXQ, 15 tVXg) > 0.
p

S VX, < Do 0 R .
i 1 < 0, le couple 0 -1/ VX, est une solution pour M.
1+p

Comme D; = Do, le produit D;Ds est une matrice diagonale dont les coeffi-
cients diagonaux valent 1% ou (—1)?: c’est la matrice identité. L’égalité obtenue & la
question 11.a devient

X, DaDiXs = X, Xy = "X, Xy — o ('VX)('VXy)
On en tire o( "V X;)(*V Xy) = 0. Comme o # 0, il vient que

L’un des réels 'V X1 ou ty X5 est nul.

Supposons 'V X; = 0. Les calculs faits a la question précédente restent valables:

X1 Xy
M| 17, _ (P10 1,
— VX4 0 1 — VX4
1-p 1-p
X
. Dy O
= = = 1
soit MX = DX avec D ( 0 1) et X - ty X,
—p

On a toujours D € D, et, puisque X; > 0, z; > 0 pour tout i € [1; n — 1]. De plus
'V'X; =0, si bien que X = 0. Si "V X5 = 0. On obtient

XQ X2

M I (P> 0 Ly
—-—— VX, 0 -1/ \-———"VXy

1+p I+p
Dy 0 e

: A Avel A A
soit MX'’ = D'X avecD—(O 1) et X' = - VX,

p

avec encore D' € D,,, ) > 0 pour tout i € [1;n — 1] et X' = 0 (car "VXy = 0).
Dans tous les cas,

Il existe une matrice D € D,, et un vecteur X = 0 tel que
x; > 0 pour tout 7 € [1; n — 1] et satisfaisant MX = DX.

On souhaite appliquer le résultat de la question précédente pour obtenir un
vecteur X’ »= 0 vérifiant 2, > 0 pour tout ¢ € [2; n]. On peut donc essayer d’échanger
les premiére et derniére coordonnées des vecteurs de R™. Introduisons pour cela

00 --- --- 0 1
o1 0 -~ 00
A= 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0
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qui est la matrice de changement de base de la base canonique (eq,...,e,) de R™ ala
base (en,e2,...,en_1,€1). Puisque les bases (e1,...,e,) et (en,€2,...,€n_1,€1) sont
des bases orthonormeées, la matrice A est orthogonale.

Pour montrer que A est orthogonale, on peut aussi dire que ses colonnes
forment une base orthogonale de R™.

Puisque I'ensemble des matrices orthogonales de ., forme un sous-groupe de ’en-
semble des matrices inversibles, la matrice A~'MA est orthogonale et on peut lui
appliquer le résultat de la question précédente. On obtient une matrice D € D,, et
un vecteur X = 0 vérifiant AT'MAX = DX et @; > 0 pour tout i € [1;n — 1],
en notant X = “(z1,...,2,). On obtient alors

A-IMAX = DX

= DA !AX

d’ou M(AX) = (ADA~1)(AX)
En notant Ay, ..., A\, les coefficients diagonaux de D et en interprétant A comme une
matrice de passage, on obtient

Ap 0 oo e 0

. :L'n
0 Ao . . o
ADA™ =1 . . . et AX=|
A1 O ot
0 0 X\ '

| On peut aussi faire les calculs.

Il ne reste plus qu’a poser D’ = ADA™! et X’ = AX. On a bien MX = DX, D’ € D,,,
X' %= 0 et 2, > 0 pour tout i € [2; n] en notant X' = *(z},...,z). Conclusion :

Il existe une matrice D’ € D,, et un vecteur X’ = 0 tel que
x} > 0 pour tout i € [2; n] et MX' = D'X".

On aurait aussi pu reprendre le raisonnement précédent depuis la ques-
tion 9.a jusqu’a la 11.c mais en décomposant M en

roty
M = <ij/ \;;) avec p €R, U,V eR" L et W€ M, _1

En suivant le raisonnement de la question 9.a, on montre que |p/| < 1.
Si |p| = 1 on obtient directement une solution pour M (9.b). Sinon, on obtient
soit une solution pour M (11.b), soit un couple (D’,X’) avec D’ € D,, et
X’ %= 0 tel que z; > 0 pour tout i € [2; n] et MX' = D'X’ (11.¢). Comme
une solution (D, X) pour M vérifie aussi ces quatre propriétés, on conclut de
la méme maniére que ci-dessus.




X Maths PC 2009 — Corrigé 21

Ala question 11 on a obtenu soit une solution pour M, auquel cas il n’y a rien
a faire, soit deux couples (D, X) et (D', X’) vérifiant
DeD, et D' e D,
X=0 et X' =0
x; > 0 pour tout i € [1;n— 1] et x> 0 pour tout i € [2; n]
MX = DX et MX’' = D'X’
Supposons tout d’abord D = D’. Alors, en posant Y = X + X', on obtient
MY = M(X + X') = MX + MX' = DX + D’X’ = D(X + X') = DY

Les coefficients de Y sont les x; + 2 qui vérifient

e 1 >0et 2} >0doncz +2a) >0;

e z; >0et 2} >0doncz; +z;>0pourtout i € [2;n—1];

e x, >0et ), >0donc z, +z, >0.

On en déduit que Y > 0. Comme D € D,,, le couple (D,Y) est une solution pour M.

Dans le cas général, construisons deux nouveaux couples (]5, )N() et (]5' , X' véri-
fiant les mémes propriétés que (D, X) et (D', X') ainsi que D= ]5’, X=XetX =X,
Notons A1, ..., A, les éléments diagonaux de D et A}, ..., A, ceux de D’. Démontrons
tout d’abord que A; = A} pour tout i € [2; n]. On a

LHMX)MX = X ("MM)X

- X'x car M est orthogonale
= i
i=1
En outre, HMX)MX = ‘X ('D'D)X car MX = DX et MX’ = D'X/
= E:AiA;$i$;
i=1
Enfin, S = N i) (xha;) =0 (%) en faisant la différence.

=1

Tous les termes de cette somme étant positifs, ils sont tous nuls. De plus, pour un
entier i € [2; n—1], zjz; >0, dou 1 — XN\, =0 te X;\; =1 et X, = \; car ils valent
1 ou —1. Posons

)\1 0 0 )\1 0 0
0 Ao : 0 X,
D=D'=1[g - o[=1o 0
A1 0 : N .0
0 0o N 0 0 X
Alzl A1$3
- : - Ak
si bien que DX = : et D'X' = )
An,1$n71 :
A xn Al



22 X Maths PC 2009 — Corrigé

Si z, =0, on a D’X = DX = MX. Si z,, # 0, on obtient z,z/, # 0. D’aprés
Pégalité (x), 1 — N, A, = 0 ie A, = A, et donc a nouveau DX = DX = MX.

De méme, si ) = 0 alors D'X’ = D’X’ = MX' et si #} # 0 alors \; = A, et
D'X’ = D’X’ = MX’ aussi.

On trouve ainsi deux couples (D, ,X) et (D', X’) vérifiant les mémes hypotheses
que (D, X) et (D', X’) ainsi que D=D.D aprés ce qui précede,

Le couple (15, X + X’) est une solution pour M.

On a montré par récurrence que la propriété (P,) est vraie pour tout n > 1.
L’initialisation a été faite a la question 8 et I’hérédité lors des questions 9 & 12.a.

La propriété (P,,) est vraie pour tout n > 1. ‘

Soit A une valeur propre réelle de N et X un vecteur propre réel associé.
D’une part,

'X(NX) = ‘XAX = A'XX

et d’autre part, FX(NX) = ("XN)X
= "('NX)X
= "(=NX)X car N est antisymétrique
'X(NX) = —A'XX
soit AMXX = -A'XX
d’ont AMXX =0

Comme X est un vecteur propre, il n’est pas nul et le produit scalaire X X non plus.
On en déduit que A = 0.

‘ Toute valeur propre réelle de N est nulle. ‘

En particulier, —1 n’est pas valeur propre de N et la matrice N— (—1)I,, est inversible

N +1,, est inversible. ‘

Comme N est antisymétrique, on a ‘N = —N ainsi que t(In +N)=1,-N
et “(I, —N) =1, + N. De plus, la transposée de I'inverse d'une matrice (inversible)
étant égale a l'inverse de sa transposée, '((I, +N)~!) = (I, — N)~'. Enfin, puisque
I, + N et I,, — N commutent,

MM = (L, +N) (I, = N) [T, + N)~ (T, — N)]
= (T, +N)~(L, = N) (T, = N) [(T,, + N) ']
= (L, + N)~}(1, = N)(I, + N)(I,, = N)~!
= (I + N) 7' (I, + N) (I, = N)(I, = N)~*

soit MM =1

n

‘ La matrice M est orthogonale. ‘
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On aurait aussi pu calculer le produit "M M mais il aurait alors fallu justifier
que (I, — N)~t et (I, + N)~! commutent. Pour cela on peut montrer que si
une matrice A commute avec une matrice inversible B, alors elle commute
avec B71; en effet, AB™' =B 'BAB~! =B !ABB~! =B !A.

Notons Aq,..., A, les coefficients diagonaux de D et X = t( TlyeenyTn)
Comme Y = X + DX,

X1 )\1 X1 X1 )\11‘1 (1 —+ )\1)$1
Y=1:]+ = = :
Tn An T T AT 14+ X))z,

Puisque D € D,,, les A; valent 1 ou —1 et les 1 + \; valent 2 ou 0. Puisque X > 0,
les x; sont strictement positifs. Ainsi (1+X;)z; = 0 pour tout i € [1; n], c’est-a-dire

Y =0
Montrons que NY = 0. DX = MX car (D, X) est une solution pour M
=1, +N)"1(I, - N)X
soit (I, +N)DX = (I, - N)X
et DX +NDX = X — NX
d’on X — DX = NX + NDX
= N(X + DX)
et enfin X -DX =NY

Comme précédemment, les coefficients de X — DX sont les (1 — A;)z; et sont donc
positifs ou nuls. On en déduit que

NY =0

Enfin, Y +NY = (X + DX) + (X — DX) = 2X

et comme X > 0, Y+NY -0

Considérons la matrice N définie par blocs par

0o P
N~ (e o)

Cette matrice est bien antisymétrique car

N = (‘23 t(OtP)) _ <t(; OP> X

On peut appliquer successivement les résultats des questions 13.a, 13.b et 13.c & N:
il existe un vecteur Z satisfaisant Z > 0, NZ = 0 et Z+ NZ > 0. Puisque P appartient
a My, la matrice N est dans .#s,, et Z appartient & R?”. Notons Y et X les vecteurs
de R” vérifiant ‘Z = *( *Y, "X). On obtient

Y 0 P\ /(Y PX Y + PX
2= (3) = (e 0) (3) = (o) oo mone= (0%)
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Comme Z = 0 et NZ = 0, on trouve, entre autres, Y = 0 et — ‘PY = 0 c’est-a-dire
0= ‘PY. Ou bien Y # 0 et les inégalités larges 0 = ‘PYetY »>= 0 admettent une
solution non nulle dans R™, ou bien Y = 0 et la condition Z + NZ > 0 donne PX > 0
et X > 0. Ainsi,

Au moins 'une des deux propriétés suivantes est vraie:

e soit les inégalités larges 0 = 'PY et Y 3= 0 admettent une
solution non nulle dans R" ;

e soit les inégalités strictes PX > 0 et X > 0 admettent une
solution dans R™.

On a montré a la troisiéme partie que si P € .7 et X € R™ vérifient 0 3= PX
et X = 0, alors X = 0. En appliquant ceci & la matrice tP, qui est bien dans ;"
d’aprés la question 1.c, on constate que la premiére propriété de ’alternative établie
a la question 14 est fausse. La deuxiéme est donc vraie:

‘ Les inégalités strictes PX > 0 et X > 0 admettent une solution dans R".




