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2 Centrale Maths 1 PSI 2004 — Corrigé

Indications

Partie I

I.A Dériver la relation de conjugaison entre f et g, et calculer h(0), où h est
le difféomorphisme de conjugaison.

I.B.1 Utiliser la définition de la dérivée de f en 0.
I.B.2 Se servir des propriétés de E pour montrer la convergence.
I.B.3 Étudier la monotonie de f sur [ 0 ; 1 ] pour en déduire sa borne supérieure.
I.C Prendre le logarithme de Pn et étudier la série obtenue.
I.D On procèdera de la même manière qu’à la question I.C, en cherchant

un encadrement du terme général de la série de fonctions associée à lnQn.

Partie II

Attention : dans cette partie, l’énoncé comporte une erreur. Il faut prendre dans
toute la suite λ ∈]0, 1[ et non λ ∈ ] 0 ; 1 ].

II.B.1 Résoudre le système d’inéquations proposé.
II.B.2 Utiliser la définition de la dérivée en 0.
II.C.1 Penser à la formule de Taylor en 0.
II.C.2 Employer le résultat de la question I.B.3.
II.C.3 On appliquera successivement les formules établies en II.C.1 et II.B.2 pour

montrer la convergence normale de la série de terme général un+1 − un.
II.D.1 Exprimer en fonction de f le terme général de la série étudiée, et majorer

sa norme infinie grâce à un emploi judicieux de la formule de Taylor.
II.D.2 Appliquer la question I.D au résultat précédent.
II.E Utiliser les résultats des questions II.A et II.D.2.

Partie III

III.A.1 Penser au développement limité pour trouver la seconde dérivée non nulle.
III.A.2.a Exprimer a comme une limite.
III.A.2.b Utiliser le résultat de la question I.A. Donner un développement limité de g

en 0.
III.A.3.b Partir de la relation h ◦ h−1 = Id .
III.A.3.c Utiliser le développement limité de f , puis celui de h ◦ f .
III.A.4 Employer les idées et résultats de la question III.A.3 pour construire

la fonction g = h ◦ f ◦ h−1, où h est un C1-difféomorphisme bien choisi.
III.B.1.a Calculer d’abord τq ◦ g.
III.B.1.c Commencer par appliquer le développement limité de g en 0 à τq−1.
III.B.2.a Étudier la série de terme général Gn+1(x)−Gn(x), en utilisant les résultats

des questions I.B.3 et III.B.1.c.
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III.B.2.b Utiliser les questions III.B.2.a et III.B.1.c.
III.B.2.c Majorer le terme vn+1(x)− vn(x) sur [ 1 ; X ], puis sommer.
III.B.2.d Calculer vn ◦G et passer à la limite.
III.B.3.a On pourra montrer que H = G ◦ τq − τq est de classe C∞ sur [ 0 ; 1 ],

puis dériver son développement limité.
III.B.3.b Étudier la monotonie de v. Reproduire le raisonnement de la question I.D,

comme dans la partie II.D.
III.B.4.a Appliquer le théorème d’interversion des limites à la suite (vn

′)n∈N∗ .
Employer les résultats de la section III.B.3.

III.B.4.b Utiliser la fonction v et la question III.B.2.d pour montrer que ([ 0 ; 1 ] , g)
est conjugué à ([ 0 ; 1 ] , θq).

III.C.1.a Montrer que (wn)n∈N converge vers 0 et qu’il existe I tel que (I, sh ◦ sin)
appartienne à E∗1 . Calculer alors les itérés de θq pour q = ν(sh ◦ sin).

III.C.1.b Sommer les développements asymptotiques de wn+1
1−q − wn1−q, et itérer

le procédé pour préciser les développements.
III.C.2 Le plus simple est de déterminer successivement des valeurs approchées

de a, b et c par un procédé itératif.


