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Concours Centrale - Supélec 2004

eprewve : MATHEMATIQUES | Filiere PSI|

Notations, définitions

Si I est un intervalle, F une application de I dans I, n un élément de IN*, on
pose F" = Fo...oF (composé de n fois F) ; on convient que F° = Id;.Sil etd
sont deux intervalles de IR et F une application de I dans J, on dit que F est
un C'-difféomorphisme de I sur J si et seulement si F est une bijection de
classe C' de I sur J dont la réciproque est elle aussi de classe C'. On rappelle
que, pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que F soit de classe C', que la déri-
vée F' de F ne s’annule pas sur I, et que F(I) = J .
On désignera par € I'ensemble des couples (7, f) ou I est un intervalle de IR de
la forme [0,7] avec r>0 et f une application de classe C* de I dans lui-méme
vérifiant :

) f(0) =0,

ii) Vx e {0}, f(x)<x,

iii) Vx eI, f'(x)>0.
Si (1, f) et (J,g) sont dans €, on dit que (, f) et (J, g) sont conjugués si, et seu-
lement si, existent deux réels r et r' dans IR*™ tels que [0,r]CI, [0,r']CJ et
un C' -difféomorphisme croissant # de [0, 7] sur [0,7'] tel que:

Vy€[0,r'], 8(y) = hofoh™ (y).

Enfin, si A est dans ]0, 1], €, désigne ’ensemble des couples (I, f) éléments de
€ tels que f'(0) = A.
Objectif du probleme
Le but du probléme est de prouver que si A est dans ]0, 1], alors deux éléments

quelconques de €, sont conjugués puis d’étudier le probléme de la conjugaison
dans €.

Dépendance des parties

Le résultat du I.D est utilisé dans les parties II et III. Les parties II et III sont
formellement indépendantes, mais certaines questions de la partie III se trai-
tent sur le modeéle de questions de la partie II ; elles sont explicitement signalées
dans ’énoncé.
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Partie I - Préliminaires
I.A-Soit (I,f) et (I,g) deux éléments conjugués de €. Montrer que
f'(0) = g'(0).
L.B - Soit f une application de [0, 1] dans lui-méme telle que ([0, 1], f) appar-
tienne a €.
I.B.1) Montrer que f'(0) est dans ]0,1].

I.LB.2) Montrer que la suite de fonctions (f")»-1 converge simplement vers 0
sur [0,1].

1.B.3) Montrer que cette convergence est uniforme.

I.C - Soit (u,), _,- une suite de réels strictement positifs. On suppose que la série
de terme général a, = u, -1 converge absolument et on pose, si n €IN :

n
P, = l_[uk.
k=0

En considérant la série de terme général (InP,, , -InP,), montrer que la suite
(P,) converge vers un réel strictement positif.

L.D - Soit I un intervalle de IR et (¢,), _, une suite de fonctions de I dans R
On suppose que la série de fonctions de terme général v, = ¢, -1 converge nor-
malement sur 7. On pose, si n €N :

n= H¢k

Montrer que la suite de fonctlons (@), ., converge uniformément sur I vers
une fonction a valeurs dans IR**
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Partie II - Conjugaison d’éléments de € localement
contractants

Soient A dans ]0,1] et f une application de [0,1] dans lui-méme telle que
([0, 11, f) appartienne a €, . Soit, pour n € IN :

Soit enfin &, 'application de [0, 1] dans [0, 1] définie par :
Vx €[0,1], h;(x) = Ax.
IILA-Si n€eN, calculer u,0f -h, ou,, .
ILB -
II.B.1) Montrer qu’il existe ¢ >0 tel que A+e<1 et (A + e)2 <A.
II.B.2) Montrer qu’il existe ¢ dans ]0, 1] tel que :
Vx€[0,a], f(x)s(A+¢)x.
II.C -
I1I.C.1) Montrer qu’il existe C=0 tel que:
Vx€[0,1], If(x) - Al = Cx’.
II.C.2) Montrer qu’il existe n,€ IN tel que :
Vnzny, Vx€[0,1], f'(x)E[0,a].
I.C.3) Pour n=n, et x€[0, 1], majorer |u,, (x)-u,(x) et prouver que la
suite de fonctions (u,) converge uniformément sur [0,1]. Sa limite sera

nz0
notée u .
II.D -
II.D.1) Montrer que la série de fonctions de terme général
u ’

-2+1 _1 converge normalement sur [0, 1].
n

IL.D.2) En déduire que z est un C' -difféomorphisme de [0, 1] sur son image.

ILE - Conclure que ([0, 1], ) et ([0, 1], 2,) sont conjugusés.
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Partie I1I - Conjugaison des éléments de € tangents a
lidentité
On note € l'ensemble des éléments (I,f) de €, tels que lensemble
{keN* f**D(0)=0} soit non vide. Pour (I,f) dans €, on note
v(f) = min{k € N*, f(k Do) = 0} . La formule de Taylor-Young donne alors :

_p D+
v(H)+1)! -

v(f)+1 v(f)+1

quand x =0, f(x) = x-ax +o(x ) avec a =

IIIA -

II1.A.1) Pour ¢ dans IN*, soit 6, la fonction définie sur [0, 1] par:
X

(1+x%)

Montrer que ([0, 1], 6,) est dans €/, préciser v(8,) .

VxE[O,l],Gq(x) = 7h

Dans la suite de III.A, on considére une fonction 7 de [0, 1] dans [0, 1] telle que
([0, 1], f) appartienne a € eton pose ¢ = v(f) puis:
(g+1)
¢ f(q+ l)((!))'
I11.A.2)
a) Vérifier que a est strictement positif.
b) Si (I,g) appartient & € et est conjugué a ([0, 1], f), vérifier que (I, g) est
aussi dans €, avec v(ig) =q.

ITI1.A.3) Dans ce III.A.3, on suppose qu’il existe £ dans {2,3,...,q} et b dans
IR* tels que

q+ q+k

1
+bx a+ky

quand x =0, f(x) = x—ax +o(x
Soit p un nombre réel et ~ la fonction définie sur IR* par:

VxER', h(x) = x+ﬁxk.
a) Montrer qu'il existe r et r’ dans IR** tels que # induise un C'-difféomor-
phisme de [0, 7] sur [0,7'].
Dans la suite de II1.A.3, les réels r et r' sont ainsi choisis et on note r' le dif-
féomorphisme réciproque de la restriction de # a [0, r].

b) Etablir :quand y -0, h_l(y) =y- Byk +0(yk)-
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¢) Déterminer les développements limités a I'ordre g +% en 0 de x+— hof(x)
puisde y— hofoh ' (y).

III.A.4) De ce qui préceéde déduire 'existence d'un réel E et d'un couple (I, g)
de €[ conjugué a ([0, 1],f) et tels que :

g+1

quand y >0, g(y) = y—yT+Ey2"”

+o(y*thy.

IILB - Dans cette section III.B, ¢ est un entier strictement positif, E est un
nombre réel et g une application de [0, 1] dans lui-méme telle que ([0, 1], g)
appartienne 3 €; et que:

q+1
y 2g+1 2q+1)

quand y >0, g(y) = y- +Ey +o(y

On définit une application v,
1
VyE]Oa llatq(y) = 371'

sur ]0,1] par:

Donc 7, est un c! -difféomorphisme de ]0, 1] sur [1,+ « [ ; on ne demande pas

de le vérifier. Soit enfin G = 1,080 1;1 .
III.B.1)
a) Identifier T, =t,06, 017;l .

b) Quelles propriétés de G déduit-on des propriétés ii) et iii) du début de
I’énoncé ?
¢) Déterminer un nombre réel R tel que :

R

_ 1
quandx—>+°°,G(x) = x+1+;+0(;—l—/71>.

II1.B.2)
a) Montrer qu'il existe un entier naturel n, tel que:

Vnzny, VxE€[l,+ o [, G"(x)zx+g.

Pour tous n entier naturel et x réel supérieur ou égal a 1, on pose :
u,(x) = G"(x)-n.
b) Montrer qu'’il existe C >0 tel que :

Vnzny, VxE€[l,+ [, [unH(x)—un(x)[sg.
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En déduire que pour tout X =1 il existe un réel strictement positif K tel que :
Vnzngy, Vx€[L, X], |u,(x)|s Klnn.
¢) Pour tous n entier naturel strictement positif et x réel supérieur ou égal a
1, on pose: v,(x) = u,(x)-Rlnn, o R est la constante définie au III.B.1-c).
Démontrer, en procédant comme au I1.C.3), que la suite de fonctions (v,) _,
converge vers une fonction v et que cette convergence est uniforme sur tout seg-
ment inclus dans [1,+ [.
d) Si x=1, vérifier que v 0 G(x) = v(x)+1.
I11.B.3)
a) Montrer que :
quand x >+, G'(x) = 1 +O<i2) .
X

b) Montrer que lim v(x) = +x~ et, en procédant comme en I1.D.1), prouver que

X —> 400

v est un C'-difféomorphisme de [1, + » [ sur son image.
111.B.4)
a) Montrer que v'(x) = 1 quand x — + .
b) Conclure, si f est une fonction de [0, 1] dans lui-méme telle que ([0, 1], ) soit
dans € et v(f) = q,que ([0,1],f) est conjugué a ([0, 1], 8,) -
III.C - Soit (w,), .0 la suite définie par :
wg = g et Vn€IN, w,,, = sh (sin(w,)).

IM1.C.1)

. PR S a
a) Utiliser ce qui précéde pour montrer que w, admet un équivalent du type =
avec a et o réels. Déterminer o . n

b) Montrer qu’il existe des nombres réels b et ¢ tels que:

w, =2 +i+c 1n_n+0(#)

I11.C.2) Etablir un programme permettant de calculer a,b,c (on utilisera le
langage de programmation associé au logiciel de calcul formel).

eee FIN eeo
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I.B.1
I.B.2
I.B.3
1.C
I.D

INDICATIONS
Partie I

Dériver la relation de conjugaison entre f et g, et calculer h(0), ot h est
le difféomorphisme de conjugaison.

Utiliser la définition de la dérivée de f en O.

Se servir des propriétés de £ pour montrer la convergence.

Etudier la monotonie de f sur [0;1] pour en déduire sa borne supérieure.
Prendre le logarithme de P,, et étudier la série obtenue.

On procédera de la méme maniére qu’a la question I.C, en cherchant
un encadrement du terme général de la série de fonctions associée & In Q,,.

Partie I1

Attention : dans cette partie, I’énoncé comporte une erreur. Il faut prendre dans
toute la suite A €]0,1[ et non A € ]0;1].

II.B.1
I11.B.2
I1.C.1
I1.C.2
I1.C.3

II.D.1

II.D.2
IIE

III.A1
II1.A.2.a
II1.A.2.b

II1.A.3.b
ITI.A.3.c
IT1.A4

III.B.1.a
III.B.1.c
II1.B.2.a

Résoudre le systéme d’inéquations proposeé.
Utiliser la définition de la dérivée en 0.
Penser a la formule de Taylor en 0.
Employer le résultat de la question 1.B.3.

On appliquera successivement les formules établies en I1.C.1 et 11.B.2 pour
montrer la convergence normale de la série de terme général w,41 — uy,.

Exprimer en fonction de f le terme général de la série étudiée, et majorer
sa norme infinie grace & un emploi judicieux de la formule de Taylor.

Appliquer la question I.D au résultat précédent.
Utiliser les résultats des questions II.A et 11.D.2.

Partie 111

Penser au développement limité pour trouver la seconde dérivée non nulle.
Exprimer a comme une limite.

Utiliser le résultat de la question I.A. Donner un développement limité de g
en 0.

Partir de la relation ho h=! =1d.
Utiliser le développement limité de f, puis celui de ko f.

Employer les idées et résultats de la question III.A.3 pour construire
la fonction g = ho f o h™!, ot h est un C'-difféomorphisme bien choisi.

Calculer d’abord 7 o g.

Commencer par appliquer le développement limité de g en 0 & Tq_l.

Etudier la série de terme général G™+!(x) — G"(x), en utilisant les résultats
des questions 1.B.3 et II1.B.1.c.
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III.B.2.b
III.B.2.c
I111.B.2.d
III.B.3.a

111.B.3.b

III.B.4.a

II1.B.4.b

III.C.1.a

II1.C.1.b

IT1.C.2

Utiliser les questions II1.B.2.a et III.B.1.c.
Majorer le terme vy,41(x) — v, (x) sur [1;X], puis sommer.
Calculer v, o G et passer a la limite.

On pourra montrer que H = G o7, — 7, est de classe C* sur [0;1],
puis dériver son développement limité.

Etudier la monotonie de v. Reproduire le raisonnement de la question 1.D,
comme dans la partie I1.D.

Appliquer le théoréme d’interversion des limites & la suite (v,’)
Employer les résultats de la section III.B.3.

neN*"

Utiliser la fonction v et la question III1.B.2.d pour montrer que ([0;1],9)
est conjugué & ([0;1],6,).

Montrer que (wp),, oy converge vers 0 et qu’il existe I tel que (I,sh osin)
appartienne a £;. Calculer alors les itérés de 6, pour ¢ = v(sh osin).

Sommer les développements asymptotiques de w, 1'% — w, 79, et itérer
le procédé pour préciser les développements.

Le plus simple est de déterminer successivement des valeurs approchées
de a, b et ¢ par un procédé itératif.



