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III. ETUDE D’UN ENDOMORPHISME
SUR UN ESPACE PREHILBERTIEN

Commencgons par dériver la fonction w qui est de classe € sur R comme
produit de fonctions ¥°° : pour tout z € R,

w'(x) = —2ze~
w"(z) = (=2 + 422)e
et w"” (x) = (8 + 4z — 823) e =" = (122 — 823) e~

Par définition de H,,, on obtient alors

’V;UER Hi(z) =2z, Ha(z) =422 -2 et H3($)28$3—12(L"

Soit n € N. Dérivons 1’égalité qui définit H,, : pour tout z € R,

H, (z) = (-1)" (e‘”zw(”“)(w) + 2z w™ (x)) = —H,1+1(z) + 22 H, ()

d’ott ¥z €R VneN  Hup(2) =20 Hy(x) - H ()]

Montrons par récurrence que la propriété
P(n):  «H, est un polyndme de degré n de méme parité que n »
est vraie pour tout n € N.

e Z(0) est vraie car Hy = 1.

e Z(n) = L(n+1): soit n € N. Supposons que #(n) est vraie. Alors 2X H,,
est un polynéme de degré n + 1 et H,,’ est un polynéme de degré n — 1,
donc H,y; est bien un polynéme de degré n + 1 par la relation établie a
la question 15. De plus, comme H,, est de méme parité que n, on a l'éga-
lité H,,(—X) = (—1)" H,(X), qui donne 2 (—X)H, (-X) = 2 (-1)"" X H, (X)
en multipliant par 2 (—X), ou encore —H,,’(—X) = (—1)" H,,’(X) en dérivant.
Les polynémes 2X H,, et H,,’ sont donc de méme parité que n + 1, donc H,, 1
aussi par somme. Ainsi, & (n + 1) est vraie.

e Conclusion:

’Pour tout n € N, H,, est un polyndéme de degré n de méme parité que n.

Montrons par récurrence que la propriété
P(n): «H, a pour coefficient dominant 2™ »
est vraie pour tout n € N.

e Z(0) est vraie car Hy = 1.

o P(n) = #(n+1):soit n € N. Supposons que Z(n) est vraie. Puisque 2X H,,
est un polynome de degré n+1 et H/, est de degré n—1, le coefficient dominant
de Hy, 11 = 2XH,,+H,,_; est celui de 2X H,,. Par hypothese de récurrence, c’est
donc 22" = 2"+ et P(n + 1) est vraie.

e Conclusion :

Pour tout n € N, le coefficient dominant de H,, est 2™.
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Montrons que E est un sous-espace vectoriel de ¢°(R,R) contenant R[X].

x

e Présence du neutre: la fonction 2 — 0xe =% étant intégrable sur R, la fonction

nulle appartient a E.

e Stabilité par combinaison linéaire : soient f,g € E et A € R. La fonction f+ g
est continue sur R et, en utilisant I'inégalité 2ab < a? + b2, il vient

(f+>\g)2 :f2+)\2g2+2>\fg< f2+)\292+f2+)\292

puis /mo((f +Ag)(2))%e 2" dz < 2 +Oof(av)2 e " da

o0 -

+00
+ 2)\2/ g(m)ze_’”2 dz

o0
ol les deux intégrales a droite convergent car f,g € E. Donc f + Ag € E.

e Inclusion de R[X]: pour P € R[X], par croissance comparée,

e 1
P = o (%)

En intégrant le terme de droite, on obtient une intégrale de Riemann conver-
gente. D’aprés le théoreme de comparaison pour les fonctions positives,

+00 5
/ P(r)?e~" dw

o0

converge, donc P € E, et par suite R[X] C E. Par conséquent,

’ L’espace E est un R-espace vectoriel contenant R[X]. ‘

Montrons que (-, -) est un produit scalaire sur E.
e Bonne définition : pour f,g € E,

VeeR  |f(2)g(2)| < 5 (f(2) +g(2)?)

$2

N =

et en multipliant le terme de droite par e = , on obtient la somme de deux
intégrales convergentes pu%sque f,g € E. Ainsi, d’apres le théoréme de compa-
raison, z — f(x)g(x)e™* est intégrable sur R, et (f,g) € R est bien défini.
Ceci établit également que (-, -) est a valeurs dans R.

e Bilinéarité: la linéarité du produit réel et de 'intégrale entraine la bilinéarité
de <'7 >

e Symétrie: par commutativité du produit sur R, (-, ) est symétrique.

e Définie positivité: pour f € E, par positivité de I'intégrale,

(ff) = % /:ofu)?erz dr >0

De plus, f2 étant continue et positive, (f, f) = 0 si et seulement si pour
tout x € R, f(az:)ge_g‘2 = 0, clest-a-dire f = 0 car e~%" est non nul pour
tout = € R.

Ainsi, ’L’application (+,-) est un produit scalaire sur E.
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m Soient n € N* et P € R[X]. Calculons

*wr=D(z) e da

4 — L e /x _ nflem
<P,Hn71>—ﬁ/_wP< )(~1)
e

i

(P', Hy_1) = (1\/);1 ([P(z) w(n—l)(x)}i: - / :oP(:r) w™ () dx)

Cette intégration par parties est légitime, car les fonctions = +— P(z) et z +— w1 ()
sont €1 sur R, et P(z) w™ V) (z) = (=1)"'P(z)H,_1(z)e ~2* qui est de limite nulle
en * oo par croissance comparée. Ainsi,

P/(z)w™ D (z) dzx

/ :(_l)n " 2) w™ (z x:i +Oo T z)e~ dz
(P, H, 1) ﬁ/_wPu (2)d ﬁ/_mP()Hn() d

Cest-a-dire (¥neN* ¥PEeR[X]  (P,H, 1) =(PH,)]

Soient n € N* et P € R,,_1[X]. En itérant I’égalité obtenue a la question 20, on
obtient par récurrence sur k que pour k € [0;n], (P,H,) = (P*) H,_,). En parti-
culier, pour k = n on a P(") = 0, d’ott

(¥neN* YPER,1[X]  (P,H,) =0]

Pour i < j des entiers naturels, ’égalité précédente donne (H;, H;) = 0, puisque
onaH; € R;[X] C R;_;[X] d’apres la question 16. Pour n € N, la famille (Ho, ..., Hy)
est donc orthogonale et les H; sont tous non nuls: c’est donc une famille libre. De
plus, elle est de cardinal n + 1 = dimR,,[X]. Finalement,

’Pour tout n € N, la famille (Ho, ..., H,) est une base orthogonale de R, [X]. ‘

Par définition de la norme euclidienne,
[ Hp|? = (Hn, Hy)

D’apres 1’égalité obtenue a la question 21, en prenant £ = n, on en déduit

], = (H{”, Ho)

Le polynéme H,, est de degré n d’apres la question 16 et de coefficient domi-
nant 2" d’apres la question 17. Or, la dérivée n-ieme de X* est 0 pour tout k < n
et n! pour k = n, d’ou Hgl") = 2"n!. Ainsi, d’apres la question précédente,

1 +0oo
||H77,H2 - <H£zn),H0> = ﬁ/_oo 2”71!671’2 d.’ﬂ = an' % = 2”’[7,'

™

par le résultat de la question 8. Donc

JH, | = V2!
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L’application u est bien définie de R[X] dans R[X]. Pour P,Q € R[X] et A € R,
P +AQ) = —P” —AQ" +2XP' + 2 AXQ +P +AQ = u(P) + Au(Q)

donc ’L’application u est un endomorphisme de R[X]. ‘

De plus, pour n € N, si P € R,[X], alors deg(—P") < degP —2<n—2et
deg(2XP’') <1+ (degP —-1)<n

Puisque u(P) est la somme de ces deux polynémes et de P, on en déduit «(P) € R, [X].
Donc

’Pour n € N, le sous-espace R, [X] est stable par u. ‘

Pour P € R[X], on a

vow(P) =v(P)=2XP' —P'=u(P)-P
et wov(P) =w(2XP —-P')=2P +2XP' —P" =P +u(P)

Donc ’vow:ufld et wov:quId‘

On déduit du résultat précédent que u = v o w + Id, ce qui entraine

uov=vowov+v=vo(u+Id)+v=vou+2w

d’ou ’uovaou:%‘

Soient A € R et P € R[X] tels que u(P) = AP. Alors, d’apres la question 27,
(

u(v(P )) (u(P)) + 2v(P)
AP) + 20(P)

(AP)
[u(v(P)) = (\+2)v(P)]

Montrons par récurrence que la propriété
Pk): uwlHg)=2k+1)H
est vraie pour tout k£ € N.
e Z(0):Hy=1et u(l)=—-0+2X-0+1=1, donc (0) est vraie.
o P(k) = P(k+1):soit k € N. Supposons que (k) est vraie. Alors, d’apres
la question 15, Hy4q = 2X Hy, — H}, = v(Hy), d’ot, en utilisant la question 28
w(Hgq1) = u(v(Hg))
= (2k+1+2)v(Hy)
u(Hi41) = (2(k +1) +1) Hipa

On obtient bien que Z(k + 1) est vraie.

e Conclusion :

Pour tout k € N, Hy, est un vecteur propre de u associé a la valeur propre 2k + 1.
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On sait, d’apres la question 22, que (Ho, ..., H,,) forme une base de R,,[X]. Cette
base est constituée de vecteurs propres de u d’apres la question précédente, donc de
vecteurs propres de u,,. Ainsi,

’Pour tout n € N, 'endomorphisme u,, est diagonalisable sur R. ‘

Soient P,Q € R[X]. On a
’ /_i +Oo/m (x) e~ dx
®.Q) == [ P@@e=a
= — [o@ Paye

ou l'intégration par parties est justifiée par le caractére €' de toutes les fonctions
considérées, et puisque par croissance comparée,

2

}i: - % /:oQ(x)(P”(m) - 2:13P’(9L‘))e_7”2 dx

Q(z)P'(z)e " — 0
Ainsi, (P, Q)= (-=P" +2XP’", Q)
d'on VP.QeRX] (P, Q)=(u(P),Q) (P, Q)]

Pour P, Q € R, [X], d’aprés le résultat précédent,
(u(P), Q) = (P, Q)+ (P, Q)
=(Q,P)+(Q,P) (par symétrie)
(u(P), Q) = (P, u(Q))
Par conséquent, (u,(P), Q) = (P, u,(Q)) pour tous P,Q € R,[X], c’est-a-dire que

’L’endomorphisme u, est autoadjoint. ‘

D’apres le résultat précédent, on peut appliquer le théoréme spectral & u,,. Ainsi,

L’endomorphisme u,, est diagonalisable sur R dans une base
orthonormée de R,,[X] formée de vecteurs propres de u,,.

Puisque (Hy, . .., H,) forme une base propre orthogonale pour u,, d’apres la ques-

tion 30, il suffit de normaliser chaque vecteur. D’apres la question 24, |Hy|| = v2F k!
pour tout k € [0;n]. Par conséquent,

La base (Hj/v2*k !>O<k<n est une base orthonormée

de R, [X] constituée de vecteurs propres de uy,.
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IV. UNE FAMILLE TOTALE

L’énoncé comporte une coquille inoffensive : au lieu de « £ € E », il faut lire

« feEnp».

Comme suggéré dans I’énoncé, écrivons

vVreR VEeR f(gc)e_”fe_””2 = f(gc)e_3”2/2e_i””56_”2/2

d’ot, par I'inégalité ab < (a® + b%)/2 et I'inégalité triangulaire,

‘f(x)e_iwfe_mrz (f(m)ze_$2+|e—ia:£’2€—x2>

1
< =
2
1
gf

(fla)Pe +e )

Puisque f € E, et d’apres la question 8, les intégrales

[\

+o0 R +o00 5
f(x)?e™ do et / e * dx

convergent. Ainsi, l'intégrale

/+00 ‘f’(m)e*mge*f""2

o0

converge également. En conclusion,

Pour tous £ € R et f € E, la fonction z — f(z)e " 1%€e =" est intégrable sur R.

Par croissance comparée, pour tout p € N,
2 1
e ™ = o (—2)
r—T oo \T

Comme précédemment, par comparaison avec une intégrale de Riemann convergente
en +0o et en -o00,

ZEZ

Pour tout p € N, la fonction o +— 2?P e ~*" est intégrable sur R.

De plus, si p € N,

+0oo R
My :/ Pt pe= da

oo

1 D\ 17 oo 1 2
[ () T e ()
— 00 — 00

en intégrant par parties. Comme précédemment, l'intégration par parties est justifiée
par le fait que le terme entre crochets tend vers 0 en + co par croissance comparée.
Par conséquent,

1
VPEN Mp+]_: (p+2> Mp

De plus, d’apres la question 8,

+0oo
MOZ/ e*ZZ dl':ﬁ

oo
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On en déduit par récurrence que pour tout p € N,
p—1 1
= k4 =
Al ( + 2)

p—1
2k +1
:\/%H 5

(2k +1)(2k + 2)
_IH 4(k +1)

(2p) !
4pp!

d’ou Vp e N M, =7

Développons e ~1%¢ en série entiere dans l'intégrale : pour tout & € R,

FHe = | "t (Z Wf%") o2 dp

n!
n=0

+OO+°° _i\nenn
donc Ve ER / o (D)

n!
n=0

Soit £ € R. Vérifions les hypotheses du théoréme d’intégration terme a terme.
e La fonction

2

x»—>2f o ()" = f(z)e '®¢e®

n!
n=0

est continue sur R par produit de fonctions continues.
e Pour tout n € N, la fonction
—j)ngngn
T — f(ac)e*I2 7( ) é;
n!

est continue et intégrable sur R, puisque pour tout z € R

a2 (_i)ngnmn

n!

|€| ‘f —x2/2mne—w2/2‘

et nous avons déja montré que les deux termes de droite sont intégrables sur R.

flaye

e Enfin, pour tout n € N,

/wo ‘f(x)ex (—i)ngnan

oo n!

|£‘" e —z /2 —x /2
dz = f(z)e xx™e dz

|£‘ \//+00f e—? dx\//:OxQ”e =2 dg

d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, soit

[ e

o n!

< Bl
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Posons |§| Hf”r

pour tout n € N. 1l suffit donc de montrer que la série 3 v, converge. Si £ =0
ou f est la fonction nulle, le résultat est immédiat. Sinon, pour tout n € N,
on a v, # 0 et on constate que

vnsr KT S M f\/MnH 1€ A e
va €T+ DIFIVM, nioo

et que cette derniére expression tend vers 0 < 1 quand n tend vers +oo.
Par conséquent, d’apres le critére de d’Alembert, la série

> St

converge, et d’apres le théoréeme de comparaison des séries a termes positifs, la
série suivante converge également :

Z/_j‘f(m)ef(—i)ji"ﬂ

On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme, ce qui donne, pour
tout £ € R,

dx

F (1)) = io ( " Ha) e e dx) (e

n.
n=0 oo

Par conséquent, ’ Z (f) est développable en série entiére sur R. ‘

On a montré a la question 22 que pour tout n € N, (Hy, ..., H,) forme une base
de R,[X]. En particulier, X" € R, [X] = Vect (Hy, .. 7Hn) donc f est orthogonale
a X", c’est-a-dire

+00
Vn e N / " f(z)e ™ dz =0

oo

Pour tout € € R, les formules obtenues aux questions 38 et 39 donnent

F(E) = Z?f ( / :Of(a:)x"e‘”CQ dx) Cre

Autrement dit, ’ F(f) est la fonction nulle. ‘

Puisque % est une application linéaire injective, Ker % = {0}. On vient cepen-
dant de montrer que f € Ker .%, donc f = 0. On en déduit que

(Vect (H,,n € N))* = {0}

c’est-a-dire La famille (H,)nen est une base hilbertienne de E. ‘




