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I. NovAU DE DIRICHLET

Pour k € Z*, puisque t — e** est 27r-périodique, remarquons que

T ikt]™
ikt gy — | 2 —0
[ 5]

s

Pour k£ = 0, cette intégrale vaut / 1dt =2m

—T

Alors, pour tout n € N, par linéarité de 'intégrale,

™ ™ n n ™
/ D, (t) dt = Soelftdt= Y elFt dt = 21

- —m k=—n k=—ndJ—m

donc Vn € N / D, (t)dt = 2m

—T

Considérons n € N et t € R tel que t ¢ 27Z. Comme e’ # 1, Pexpression de la
somme des termes consécutifs d’une suite géométrique donne

n

Du(t) = 3 (e)F

k=—n
2n .
=e~int ;}(eit)J (car j =k +n)
J=
. eit(2n+1) -1
Dy(t) = e " — G

En mettant en facteur la demi-somme des arguments, il vient

ei(n+1/2)t oi(n+1/2)t _ o —i(nt1/2)t

D, (t) = e~ N oit/2 _ o-it/2
2isin((n + 1/2)t)
2isin(t/2)
~ sin((n + 1/2)t)
D,(t) = T sm2)

donc VneN VieR\21Z D,(t) =

sin(t/2)

sin((n 4 1/2)t)

Soit @ > 0. Les fonctions h et x — cos(ax) étant de classe € sur [—m;7], on
réalise I'intégration par parties suivante:

L _7'r () sin(a) du = é [—h(u) cos(au)]”  + é/_” cos(au)h’ (u) du
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Comme h et b’ sont continues sur le segment [ —7 ;7] donc bornées, il vient :

1 1 T
ol < = |[=h(u) cos(au)]™ | + = ‘/ cos(au)h’ (u) du
e ol _x
1 1/
< —2 max |h|+ = [ |cos(au)h/(u)|du
[0} —m ;7] [0 7
1 1 ,
< —2 max |h|+ — 27 max |}/
a [—m;m) o [—m;m]
1 !
Io| < — [ 2 max |h|+ 27 max ||
a\ [-m;7] [—m;m]

La quantité |I,| est donc majorée par le produit de 1/« (tendant vers 0 lorsque «
tend vers +00) et d’une quantité bornée. Ainsi, par théoréme d’encadrement :

lim I,=0

a— 400

Cette question démontre le lemme de Riemann-Lebesgue

s

nLHPOO 77Th(t) cos(nt)dt =0

pour des fonctions de classe €. Ce résultat est néanmoins valable pour toute
fonction h intégrable sur | —m ;7 .

Soient n € N et ¢t € R. Alors

3 enlglett = — 3 (/7r g(x)e k= dx) eikt

k=—n 27 k=—n -

Pour tout k € [ —n;n], Iapplication z +— g(z) e ~** e1# est continue sur [—m;7].
De plus, la somme est finie. En échangeant somme et intégrale, on obtient

n . 1 7" n .
k_z: Ck(g)elk‘t _ % k_z: g(x)eﬂc(tfm) dz
1 ™
=— /[ g(@)D,(t—2z)dx
2 ),

Par le changement de variable affine non constant donc licite u = ¢t — x, il vient:

n t—m t+m
5 algle = oo [ gt - Da)(-dw) = o [ gt - wDu(w du

k=—n t+m 27T t—m

Puisque les fonctions g et D,, sont 2w-périodiques, cette derniere intégrale vaut aussi

1 ™
Py _ﬂg(t —u)Dp(u) du
n . 1 ‘“'
d’on V(n,t) e Nx R 3 cr(g)eitt = 2—/ g(t — u) Dy (u) du
k=—n TJ—x
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Soient n € N et ¢t € R. Utilisons les égalités des questions 1 et 4:

5 eulgrer gt = - [ " {g(t — u) — g(t)] Do (u) du

k=—n 2 -7

L’intégrande u — [g(t — u) — ¢(t)] Dy, (u) étant continu sur [ —m ;7 ], on peut décou-
per l'intégrale grace a la relation de Chasles:

n 0
S5 exlg)e™ — glt) = / (gt — ) — g(t)] Do (u) du

k=—n B % -
1 s
+ o [ Lot =) = g(t)] D (u) du
mJo
La fonction définie par Byt ur—s w
sin(u/2)

est prolongeable par continuité en 0 (par —2¢’(t)). En effet, comme g est de classe ¢!,

gt —u) —g(t) _, u/2 g{t—u)—g(t)

sin(u/2) 7 sin(u/2) u
—1 *B*Q'(t)
u—0 u—

Par continuité, et comme u ¢ 277 sur les deux intervalles de définition des intégrales,
on peut remplacer 'expression de D,,(u) par celle obtenue & la question 2:

" ikt 1 [ glt—u)—g(t) .

3 eulg)e™ —glt) = 5 / A (12000
1 Mgt —u) —g(t)
27 Jy sin(u/2)

La fonction h; prolongée par continuité ainsi que u — sin((n+1/2)u) étant continues
sur [0;27], on peut écrire I'intégrale finale:

+ sin((n 4+ 1/2)u) du

k:zn; cr(g)ei*t —g(t) = % _ﬂ hi(u)sin((n 4+ 1/2) u) du
gt —uw) —g(t) _
avec  hy:ur— {  sin(u/2) siu€[-mim]\ {0}
—2¢'(t) siu=0

@ Soit n € Z*. Par définition

ale) = [ glo)e @

—T

—inx

et les fonctions g et x — e étant de classe €' et 2m-périodiques, une premiere

intégration par parties avec

u(x) = g(x), V'(x)=e " /() =g () ot v(x) = —ie— i /n
donne ot Cn(g) _ |:_g(x) ienm$:| ) N /jr ie;me g/(x) b

:O—|—/ e g'(z)dx
n

—T
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Les fonctions g et v étant de classe €2, une seconde intégration par parties avec
u(@) =g'(z), v'(z)=ie™"/n, W(z)=g"(x) et w(z)=-e""/n?
1 " /! —i
g (x)e " dx

permet d’obtenir
™
ToE

27 en(g) = o) [—g'(z)e 1] - T2

Les fonctions ¢’ et ¢’ étant continues sur le segment [—m ;7] donc bornées, et en

appliquant 'inégalité triangulaire pour I'intégrale:
1 1 [ .

2rlen()l < g2 max g+ ?/ﬂr'g”(“")e S de

< L2 max |g]+ 5 2r max g

X 2 [Zri7] TL2 [—msm)

1
2w len(9)] < g (2 max o] +2m max g"])

w0 -0() « oo

Ainsi,

D’apres le résultat de la question 5, pour tout n € N,
n ik 1 ™ .
5 aulg)e™ = gft) = 5 [ e(wysinn + 1/2)u) du
k=—n ™
On reconnait, pour « = n + 1/2 qui tend vers +o0o lorsque n tend +oo, l'intégrale I,

de la question 3. En posant h = h; (qui est de classe ¢! sur [—m;7]), il vient

—T

S exlg) e = Sex(g) e + 3 e p(g)e
k=0 =

Déterminons la limite dans le membre de gauche de cette égalité. On a
—ikt
k—=n
et les séries de droites convergent car, d’apreés la question précédente, leurs termes

généraux sont des O (1 / n2). Ainsi,
+oo ) +oo .
VteR  g(t)= Yer(g)e™ + Y cop(g)e ™
k=0 k=1




