Corrections FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE 1

(+)

Etudier la fonction f définie par
. 1 i 1
f(x) = arcsin <1/ 3T ﬁ) + arcsin (\/ 3 ﬁ)
Commengons déja par déterminer le domaine de définition de f et sa classe. La quantité f(x) est bien définie lorsque

1 /1
x>0 et 5—\/520 et 5+\/E§1

On vérifie facilement que ces trois conditions sont réunies si et seulement si 2z € [0;1/4]. D’aprés les théorémes généraux, on en
déduit alors que f est continue sur [0;1/4] et de classe C* sur ]0;1/4[. Pour tout 0 < x < 1/4, on a

)= 1 1 ~1 1 1

20 +\f1_<\/;+7> Tam ﬁl‘(\/ﬁ)

On en déduit que f est nulle sur |0;1/4[. Par conséquent, f est constante sur |0;1/4[, donc sur [0;1/4] par continuité. Pour
déterminer sa valeur, il suffit de prendre la valeur en un point judicieux. Par exemple,

f(1/4) = arcsin (?) + arcsin (;) = g + % -

Finalement, La fonction f est constante égale & 7/2 sur son domaine de définition [0;1/4]. ‘

A quelle condition portant sur le réel k I’équation d’inconnue x € R, 2arcsinz = arcsin kz a-t-elle des solutions non nulles 7
Quelles sont alors ces solutions ?

NN

Si k = 0, I’équation n’a pas de solution non nulle, car arcsin s’annule seulement en 0. De méme, si k < 0, il n’y a pas de solution
non nulle car arcsin(x) et arcsin(kz) sont alors de signes opposés pour tout x # 0. Dans toute la suite, on suppose donc k > 0.
Sous réserve d’existence d’une solution non nulle, on a nécessairement

sin(2 arcsin(x)) = kx soit 2xv1 — 2% = kx d’ou k=2v1—2?

d’on k€]0;2[ et |z =14/1——

]C2
Réciproquement, fixons k € ]0;2[ et notons xp = 1/1 — T
e Le réel zy, est strictement inférieur a 1, donc arcsin(z) est bien défini.
e Notons ¢ : k — ky/1—k2/4 = \/k? — k*/4. Une étude rapide de fonction montre que ¢ est & valeurs dans [0; 1]. Plus

précisement, ¢ est croissante sur [0; \/i] , décroissante sur [\/ﬁ, 1} , atteint son minimum 0 en 0 et en 2, et son maximum 1

en /2. Ces variations assurent que arcsin(kzy) est bien défini.

e Enfin, d’aprés les calculs précédents (repris en sens inverse), on a kxy = sin(2 arcsin(zy)). Le fait que kxy appartienne a
]0; 1[ permet d’appliquer arcsin et d’obtenir 2 arcsin(xy) = arcsin(kxy). Par parité de arcsin, on en déduit que —xy est
également solution de ’équation.

On peut donc conclure.

L’équation 2arcsin(xz) = arcsin(kz) a une solution non nulle si et seulement si k

appartient a 0; 2[, auquel cas elle admet les deux solutions /1 — k2 /4 et —/1 — k2 /4.
()

Soit (an), <y une suite de réels et (by,),, o une suite de réels strictement positifs. On définit une suite (P,)

P0:1,P1:a1+X et V’HZ]., Pn+1:(an+1—|—X)Pn—ann,1

nen de polyndomes par

Montrer que pour tout n > 1, le polynéme P,, a n racines distinctes, séparées par celles de P, _1.
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Pour tout entier n, on note P,, le prédicat suivant :

P, : Les polynomes P, et P,; sont de degrés n et n+ 1, scindés a racines simples,
et leurs racines aq,...,a, et B1,..., B,y satisfont

Bl<a1<52<"'<ﬂn<an<ﬁn+l

Une récurrence immédiate prouve que P, est unitaire et de degré n pour tout entier n. Il est clair que Py est vrai puisque
Py n’a aucune racines réelles, tandis que P; admet —a; comme unique racine. Soit maintenant n € N* tel que P,,_; soit vrai.
Montrons que P, est vrai.

Par hypothése de récurrence, P, est scindé sur R. Notons ag, ..., «a, ses racines. Il nous suffit en fait de montrer que P,
s’annule sur chacun des intervalles

|—o0; aq | Jags s Jan—1; | Jaun; +00[
pour conclure. On aura alors au moins n + 1 racines pour P, 1 donc toutes ses racines, avec les encadrements souhaités.
Pour tout i € [1;n], on a Poyi(ey) = =bpPr1(a;)
Déterminons le signe de ces quantités. On sait que P,,_1 est scindé sur R, et que si I'on note A1,...,\,_1 ses racines, alors
(e%1 </\1<042<---<Oén_1<)\n_1 < ap

Puisque P,,_1 est unitaire, il est strictement positif sur |A,,_1; +00[ et puisqu’il est scindé, il change de signe en chaque racine.
On en déduit que P,_1(a;) est du signe de (—1)""%, puis que P, 1(c;) est du signe de (—1)"+1%

Le théoréme des valeurs intermédiaires assure donc d’ores et déja 'existence d’une racine de P,y sur |a;_1; ;[ pour tout
i € [2;n]. Pour conclure, il suffit de remarquer que

o Ppii(an) <0 et Pyyq est strictement positif au voisinage de +o00 (car il est unitaire). On en conclut I'existence d’au
moins une racine sur Ja,,; +oo|.

e P, 1(ap) est du signe de (—1)" tandis que P, est du signe de son terme de plus haut degré, soit (—1)"*! au voisinage
de —o0. On en conclut 'existence d’au moins une racine sur |—oo; aq|.

On déduit de tout ceci que P41 est vérifié. Par récurrence, on peut donc en conclure que

‘Pour tout n > 1, le polynéme P, a n racines distinctes, séparées par celles de P,,_. ‘

(k)

Soient f et g deux applications continues sur I = [a;b]. Soit ¢ la fonction définie par

p: R— R

T —> stlel? (f(t) +zg(t))

Montrer que ¢ est lipschitzienne.

Soient x,y € R et ¢ € [a;b]. Alors,
f)+xg(t) = ft) +yg(t) + (y —2)g(t)

sup (f(t) +y9(1) + |y = @[ |9l oo, fap)
te[asb]

IN

On peut maintenant passer a la borne supérieur a gauche (le terme de droite ne dépend plus de t) et il vient
e@) <o) +ly—zlllgllcfap Dot @) —oy) < |y —z[l9]lco [ap)
Par symétrie des roles de x et y, on a la méme majoration pour ¢(y) — ¢(z) soit au final

Ve,y €R,  fo(@) — oW < 9]l jap) - v — 2]

Notamment ‘L’application @ est lipschitzienne. ‘

() X PC 2014

Soient f,g: R — R deux applications continues. On suppose que f o g = I;. Montrer que f et g sont bijectives.

Commencons déja par remarquer que f est surjective et que g est injective. En effet,

VyeR, y=f(gly) dou yefR) et f(R)=R
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et Vo,y €R? 0 glx)=g(y) = fl9(z))=flg(y)) dou z=y

Puisque g est continue et injective, elle est nécessairement strictement monotone (x). Par théoréme de la limite monotone, elle
admet donc des limites (éventuellement infinies) en +oco et en —oo. Supposons par exemple que la limite en 400 soit un réel a.
Alors, lorsque n tend vers 400,

9(n) = a et flg(n))=n > +o0

Cela contredit la continuité de f en «. Par conséquent, g a une limite infinie en +o0o (qui vaut 400 si g est croissante, —oo
sinon). On montre de la méme maniére que g a une limite infinie en —oo (de signe opposé a celle en +oo par monotonie).
Finalement, g étant continue et de limites infinies et opposées en +o0o et —oo, le théoréme des valeurs intermédiaires assure la
surjectivité de ¢. La fonction ¢ est donc bijective, et puisque f o g = I4, il vient en composant & droite par g~ que f = g~ ! et

donc que f est également bijective.

‘Les fonctions f et g sont bijectives. ‘

(%) : Ce résultat intuitif n’est pas explicitement au programme de la filiere PCSI. Il apparait en revanche explicitement & celui
de la filiere MPSI. Je ne pense pas qu’il y ait un gros souci a l'utiliser sans justification.

(6] (%) X PC 2014

Soit f: Ry — R continue. On note

Montrer que pour tous a < b € A, [a;b] C A.

Commengons par justifier le résultat de l'indication par absurde. Soient a et b appartenant & A (donc limite de suites de la
forme (f(zy))nen avec (Tp)nen de limite +00). Supposons donc qu'il existe ¢ € [a;b], € > 0 et M € R, tel que

Vo € [M;+oo], f(z)¢le—ec+e€

En particulier, puisque f est continue, cela impose que soit f(x) > ¢+ € sur tout l'intervalle [M; +o0], soit f(z) < ¢— € sur tout
lintervalle. Sans perdre de généralité, on peut se placer dans le premier cas, et alors, pour toute suite (z,)nen de limite 400,
on a a partir d'un certain rang

Ty > M d’out fzn) > c+e

Cela assure que si une suite (z,)nen tend vers 400, alors la suite (f(x,))nen, si elle converge, ne peut avoir qu’une limite
supérieur ou égale a ¢ + €. En particulier, elle ne peut pas converger vers b. Cela contredit 'appartenance de b a A. Ainsi,

Ve e la;b]l, Ve>0, VMeR,, 3Fxz>M, flz)€ele—ec+¢€ ()
Fixons maintenant ¢ € |a; b et construisions une suite (z,)necy de limite 400 telle que (f (2, )nen converge vers c.
e On prend e = 1 et M = 0. Alors par (%), il existe g > M tel que f(zg) € Je — 1;¢+ 1].
e On prend ensuite e = 1/2 et M = xo+1. Toujours par (%), il existe cette fois z1 > zg+1 tel que f(z1) € Je — 1/2;¢+ 1/2].

e Plus généralement, une fois construits les n premiers éléments x, ..., z,, on construit via () un réel x,+1 > x, + 1 tel
que f(zn) € Jc—1/2";c+1/2"].

La suite (2, )nen ainsi construite vérifie par définition que pour tout entier n,

Tptl — Tp > 1 d’ou Tp > Tog+n — 400
n—-+oo

: 1 1 -
et par ailleurs f(zn) E}C—Qn,c—&—?n[ d’out f(zn) m)c
ce qui prouve que ¢ € A. Ainsi, ‘Va <beA, [a;b] C A‘

Remarque : En d’autre termes, A est une partie convexe de R, c’est-a-dire un intervalle.

(+)

Soit f:t+—— 1/(1 +t2). Montrer que pour tout n € N,

f(n)‘ est majorée par n! et calculer f(")(l)_

1 1/ 1 1
Pour tout ¢ € R ) L
our tout £ € &, on a O =arman 2(1—it+1+it)

Par conséquent, pour tout entier n et tout réel ¢
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| in —" ! 1 1
gy = ™ J (=9) : ] <™
F) =3 <(1 ity T i puis /(0] < 3 T g

Sachant que 1 + it et 1 — it sont deux de module v/1 + t2 qui est toujours supérieur a 1, il vient

’f(n)’ <n!

Calculons maintenant f(")(1). On reprend le calcul précédent en remarquant que 14 i = v/2e™/* et 1 — i = /2e~¥"/4. En
utilisant les écritures trigonométriques, il vient

Fo () =

n!

272 |

n! e(3n+1)i7r/4 + 67(3n+1)iﬂ'/4

(\/§)n+1 2

einﬂ/Zei(n-‘rl)ﬂ'/4 + e—inﬂ/Ze—i(n-‘rl)ﬂ'/él)

et donc f (1) =nl- 27D/ 2 cos ((3n + 1)7/4)

(k)

Soit f de classe C! sur R, périodique, non constante et a > 0. Montrer qu'il existe un réel = tel que la tangente en (z, f(z)) &
la courbe représentative de f recoupe celui-ci en (z + a, f(x + a)).

Soit xg € R quelconque. La tangente a la courbe réprésentative de f en (g, f(20)) est la droite d’équation

To: y= f'(xo)(x —x0)+ f(xo)

Elle intersecte donc la courbe en (zg + a, f(zo + a)) si et seulement si
flzo +a) = af'(zo) + f(z0)

Notons donc g:x— f(x+a)—af(z)— f()

On est donc ramené a justifier que g s’annule au moins une fois. Pour cela, on sait que la fonction f est périodique et continue.
Elle admet donc un maximum et un minimum global sur R. Soit x; et xo les points en lesquels ces extremums sont atteints.
Alors nécessairement f’(z1) = f'(x2) = 0 (sinon f est strictement monotone au voisinage de ces points, et ne peut atteindre
un extremum local). Dés lors,

g(z1) = f(x1+a) — f(z1) = f(x1 +a) —max f <0 et g(x2) = f(ra+a) — f(xe) = f(xe+a) —min f >0

Le théoréme des valeurs intermédiaires permet de conclure : la fonction g s’annule au moins une fois et donc

‘H existe un réel z tel que la tangente en (z, f(x)) a la courbe représentative de f recoupe celui-ci en (z + a, f(x + a)). ‘

9] (5 X PC 2014
Soit k €]0;1[, £ € Ret f: R — R, continue en 0 telle que
f@) - f)

€T x—0

Montrer que f est dérivable en 0 en calculer f/(0).

On traite dans un premier temps le cas ot £ = 0. Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que

vt € [n;n]\ {0}, ‘W’« soit | f(t) — f(kt)| < et

Soit maintenant = € [n;n] non nul. Alors, k™ x appartient a [—7;n] pour tout n € N* et donc
Vn € N¥, |f(k"z) — f(k" T a)| < ek"a

En sommant ces égalités de 1 & n € N, puis en utilisant I’égalité triangulaire, on obtient

n . ) n .

|f(a) = fE"H )| < 30 [f(K2) = f(R*H 2)| < Ykl

i=1 i=1
Par continuité de f en 0, on peut faire tendre n vers +oo. Le terme f(k"*!x) converge vers f(0), et la somme géométrique
converge, de sorte qu’en passant a la limite,

€

F(@) = FO)] < ex S ki = r o ‘

i=1 1-

f(ff);f(o)‘< 1ik
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Ceci étant valable pour tout € [—n;n], et le réel e ayant été choisi arbitrairement, il s’ensuit que (f(x) — f(0))/z tend vers 0
en 0. Ainsi, f est dérivable en 0 avec f’(0) = 0.

Pour le cas général, il suffit de poser g : @ — f(x) — fz/(1 — k). On vérifie facilement que ((g9z) — g(kz))/x tend vers 0 en 0,
ce qui permet d’appliquer ce qui précéde. On en conclut que g est dérivable en 0 (de dérivée nulle), et donc f également avec
1/(0) = £/(1 — k). Dans tous les cas,

‘La fonction f est dérivable en 0, avec f/'(0) = £/(1 — k). ‘

Soit I un intervalle de R et f : I — R%. Montrer que In f est convexe si et seulement si pour tout o > 0, f est convexe.

Fixons z,y € I et t € [0;1].

e Si I'on suppose In f convexe, alors
I f(1— )@+ ty) < (1—1) In f(2) + ¢ In f(y)
En multipliant par a > 0, puis en utilisant les propriétés de In, il vient
Infr((1—-t)e+ty) <(1—1t)Inf*z)+tnf*y)
Par suite, la concavité de In assure que
(1= 1) In fo(a) + £ In f(y) < I ((1— 1) fo(x) + £ /(1))
En combinant les deux inégalités et en passant a ’exponentielle qui est croissante, on obtient finalement
fH A=tz +ty) < (1 —1) f*x) +1 ()

L’inégalité ayant été obtenue pour z, y, t quelconque, on en déduit que f* est convexe, et ce pour tout a > 0.

e Si l'on suppose f¢ convexe pour tout a > 0, alors

fHA=t)z+ty) < (1 —1) f*x) +1f*(y)

En passant au logarithme, puis en divisant par «, il vient
I f((1= )z +1y) <~ I[(1—1) () + £(y)

Remarquons maintenant que lorsque « tend vers 0, on peut effectuer le développement limité

f(x) = e f(@) — 1 4 ¢ In f(z) + O(a?)
et de méme pour f*(y) de sorte que

n[(1— ) fo(@) +1 /)] = W[1+a (-1 f)+tnf)+O0?)
o (1—=t)Inf(x) +tInf(y)) + O(a?)

et ainsi Inf(1—t)z+ty) <(1—t)Inf(z)+¢Inf(y)+O(a)
En passant a la limite lorsque « tend vers 0, on peut donc conclure que

Inf((1=t)z+ty) < (1 —t)Inf(x)+1tInf(y)

L’inégalité ayant été obtenue pour z, y, t quelconque, on en déduit que In f est convexe.

La fonction In f est convexe si et seulement si f¢ est convexe pour tout a > 0.

Soit f : R — R convexe et dérivable.

(a). Montrer que x — f(z) — x f'(x) admet une limite dans RU {—o0} en +o0.
(b). Si cette limite p est finie, montrer que f(z)/x et f'(x) admettent une méme limite finie m en +oo.

(c). Montrer que g : x — f(x) — mz — p tend vers 0 en +oo.
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A FAIRE !
13 ()
1
Calculer une primitive de x — ———dx a l'aide du changement de variable t = 2—1x)/x.
P PNoTE— : @-a)f

On pose t = /(2 — x)/x. Alors,

2 2 4t

t2==_1 r=—7 et der = ————=d¢
T 142 (1+¢2)2

dz dx
/w\/Zx—xQ B 22\/(2 —x)/x
[+ 4t d&t
_/ 4t (1+12)2

- [ a
-t

et ainsi,

/ dx _
V2x — 22

2
21

/L__
oV2r — 22 T
5] -

2x
1
Etudier la fonction f :x — / — dt.
. In(l+1¢)

soit finalement

L’application ¢ : t — 1/In(1 + ¢) est définie sur D = ]—1;0[ U ]0; +00[. L’application f est donc définie en tout point = pour
lequel [z; 2] est inclus dans D. Ainsi,

La fonction f est définie sur Dy = |—1/2;0[UR?.

Sur son domaine de définition, f est de classe C*° d’apreés les théorémes généraux, avec

B 2 1 ~ 2In(1+4z) —In(1 + 2z)
In(1+2z) In(l+z) In(1+ z)In(1 4 2z)

Or, pour tout réel x, d’aprés les propriétés additives et la croissance de In,

2In(1 +z) —In(1 +2z) =In ((1 + 2)?) — In(1 4 22) = In(1 + 2z 4+ 2?) — In(1 + 2z) > 0

Va € Dy, ()

Puisque les quantités In(1 + x) et In(1 + 2z) sont de mémes signes sur Dy, il s’ensuit que

‘L’application f est C! et strictement croissante sur |—1/2;0[ et R*.

Il reste & étudier le comportement de f en +00, & gauche et a droite en 0, et en —1/2. Pour I’étude en 400, on a 'encadrement
pour z > 0

2r —x /2$ dt - 20 —x
In(1+2) = J, In(1+¢t) ~ In(l+2z)
Sachant que In(1 4 2z) =Ina + In(2 4 1/2) ~ Inx, on en déduit aussitot que f tend vers 400 en 400, ainsi que I’équivalent

()

X

~
r—+o00 Inx

Pour le comportement en —1/2; on peut remarquer que la fonction ¢ est prolongeable par continuité en —1 par ¢(0) = 0. Si
I’on note @ ce prolongement, on a immédiatement

. B -1/2 B —1/2 dt
dm g = [ e [

Remarque : Maple donne 0.3786710430 pour valeur approchée de cette limite.

Pour le comportement en 0, on commence par remarquer que

1 1 N .
mt:0¥+0(t) d’ou 35 >0, FJAeR,, th]*d,(S[,

1 1
Ly
In(1+¢) ¢t
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Pour |x| < §/2, on peut alors écrire

2x 2x 2x
dt dt A
/ 7_/ —| < Alt] dt <3—x2
. In(1+1) s ¢ . 2
it \f m2< 32 g
soit encore () —In 7:10 _—
et donc ‘La fonction f admet In2 pour limite en 0.

(+)

(a). Soit f : [a;b] — C continue. On suppose que

Vo € la;b],  fla+b—=)=f(z)
b b
Exprimer / t f(t)dt en fonction de [ f(t)dt

t

(b). En déduire la valeur de / —dt
o l-+sint

(a) Posons u =a+b—z. Alors, du = —dz et
b a
/tf(t) dt:—/ (a+b—u)f(a+b—u)du
a b
b
:/(a+b—u)f(u) du

/abtf(t) dt=(a+b)/abf(t)dt—/abuf(u> du
et donc /atf :aer/f

(b) Pour tout réel ¢, on a sin(m — t) = sint donc d’apreés la question précédente (avec a = 0 et b = 7),

/” t dt_n/” dt
o 1+sint 2/, 1+sint

On pose alors le changement de variable t = tan(6/2), ot § — tan(#/2) est un C!-difféomorphisme de R, dans [0;7/2].

Alors,
sint—zie et dt—ﬂ
1+62 C1+62
et donc /WC“—/+OO ! 2d6
o 1+sint ), |+ 20 1+ 62
14062
_/ 2d6 _/+°° 2d6
T Jo 14204602 ), 1+20+62
/+°° 2d6
0 1+ 6)?
=2
0 1—|—smt [ 1—1—9]
. 4 t
Finalement, / —dt =7
o l4sint

(%)

Soit f € C([0;1],R) telle que f(0) =
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1 1
(a). Montrer que 2/ f(t)?dt §/ f'(t)%dt.
0 0
(b). On suppose de plus que f(1) = 0. Améliorer I'inégalité du (a).

(a) Pour tout ¢ € [0;1], on a puisque f(0) =0,

f() = F(0) + / “p(yde = / Cp) e

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient alors

fay? = (/jf’(t) dt>2 < (/01 dt) (/jf’(t)th) <u (/Olf’(t)th)

Il ne reste plus qu’a intégrer de 0 & 1 pour conclure.

1 1 1
2 1 102
| rerar<s [ rea

(b) Le méme travail que précédemment donne

1/2 1/2

1 /2
Voe[0:1/2, fx)<z[ f@7d puis fb)?at < - / 712 at
0 0 8 0

Par ailleurs, puisque f(1) =0, on peut cette fois écrire pour tout z € [1/2;1]

fay = ( [ rw dt)2 < ( / g dt) ( / iy dt) <) ( 1;2f’(t)2 dt)

En intégrant entre 1/2 et 1, on obtient cette fois
1 1/t
f)2dt < 3 ()2 dt

1/2 1/2

et finalement, en sommant les deux inégalités obtenues

1 1 1
2 1 1(1\2
[ rarar<g [ rapa

(+)

xT
Soit f:x >—>/ In(Int) d¢. Montrer que f(z) ~ zln(lnx).
e T—>+00

Soit « > e. On effectue une intégration par partie dans l'expression de f(z). Alors,

Todt T dt

f(z) = [t In(Int)]? — =2 In(lnx) — Y

Par majoration grossiére, on a alors

ode T odt
< < — = (r—e) =
0 nt /e ne (:r e) 0(3: h](lnx))

Des lors, f(z) ~ aln(lnz)

T—r+00

()

n
n
Etudier la limite A lorsque n tend vers +oo de u,, = E T puis donner un équivalent de u,, — .
n
k=1

12 1

Pour tout n > 1, Uy = — » —————
- nig=11+ (k/n)?

On reconnait une somme de Riemann, et ainsi
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Lot oo
Un n—+too  J, 1—‘,—(‘,274

Pour déterminer un équivalent de u,, — 7/4, on applique I'inégalité de Taylor-Lagrange a la primitive F' = arctan de f : ¢ —
1/(1 +t2) entre k/n et (k+1)/n. A Pordre 2, on obtient

k—1 k 1 k 1 k 1
VEk € [1;n], Fl— )-F|—-]+—f-)—-—=[f"|—- _—sup|f”|
n n n" \n 2n2 613 [0;1]
En sommant ces inégalités pour k allant de 1 & n, et en utilisant I'inégalité triangulaire, il vient par téléscopage

ol (1)

1
— sup ||
7 [0:1]

On retrouve alors une somme de Riemann et ainsi

st (5) /f e - L1

Finalement, sachant que F(0) — F(1) = —7n/4 et que f(1) — = —1/2, on obtient
us 1 1 1
it —o(=)=0(=
Y 4+4n+0(n> (nQ)
T 1
t final t n—— o~ ——
et finalemen Un =7~ o

(%)

Déterminer les fonctions f : R — R continues telles que

1
f(H)=1 et Ja € R*, Vo € R, /0 fltx)dt = af(x) (%)

On pourra chercher une équation différentielle vérifiée par f et discuter suivant les valeurs de a.

Soit f une solution de (x). En multipliant ’équation par x puis en effectuant le changement de variable u = 2t, on obtient

xr
Vo € R, / f(u) du=azf(x)
0
Cette égalité prouve que z — xf(z) est C!, et donc que f est C' sur R*. En dérivant par rapport a x, il vient

Va # 0, f(z) = af(z) + axf'(x) soit axf'(z)+ (a—=1)f(x) =0

On est ramené a une équation différentielle linéaire du premier ordre dont les solutions sur R sont de la forme

Ta—1 1-—
y:x%Aexp(—/ a dt) =Aexp<
1 at

avec A € R. Sachant que f(1) =1, on obtient donc
Vo e RY, f(z) = at/ot

a hm‘) = Agl/e-1

De la méme maniére, il existe une constante B € R telle que
vz eR*,  f(x)=Bz"*"

mais pour l'instant, on n’a pas de condition permettant d’identifier B. Distinguons maintenant plusieurs cas suivant la valeur
de o :

e Si a > 1, I'expression précédente montre que f(x) diverge vers +o0o en 0F. L’équation (x) n’admet donc pas de solution
continue sur R.

e Sia =1, lafonction f est constante égale & 1 sur R, et constante égale & B sur R*. Par continuité de f, il vient B = 1.
Réciproquement, la fonction constante égale a 1 est solution.

e Enfin, lorsque o < 1, on a f(0) = 0 par continuité de f et on peut remarquer que quelle que soit la valeur de B, la
fonction f définie par

Vel gz >0
f(z) = 0 siz=0

Blz|*™ " siz <0
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est continue sur R. De plus, pour tout = # 0,
1
/O (tz)V/o-1 dt = I:axl/a—ltl/a](l) — qgl/a—1

La relation reste clairement valable pour z = 0, ce qui établit la relation (*).

Pour conclure,

L’équation (%) n’admet aucune solution si @ > 1. Seule la fonction constante égale a 1 est solution
lorsque o = 1. Enfin, lorsque a < 1, il y a une infinitié de solutions qui sont données par

/ol siz >0
fixr— 0 siz=0 avec B arbitraire

Bla|'* ™ siz <0

()

Déterminer le DL & l'ordre 2 en 7/3 de x — arctan(2sinz).

Commengons par poser = w/3 + h. Alors, lorsque x tend vers 7/3, h tend vers 0 et
f(z) = arctan (2sin(w/3 + h))
= arctan (\/3 cos h + sin h)
f(z) = arctan (V3 +h — h?V3/2 + O(h?))

Calculons maintenant le DL de arctan en /3, en passant par celui de sa dérivée. Ainsi,

1 1
a(3,1“(:ta11(\/§‘|'u)) = m
1 1
T A1t uyB/2 P4

1 V3wl 9
d 1 uv3 9
a(arctan(\/gqL u)) = 1 8 + O(u?)
2
puis arctan(y/3 4 u) = arctan /3 + % — u1\6/§ + O(u?)

En réinjectant ce DL dans le précédent de f, il vient

f(x) §+i<h—h22\/§>—\1/§<h—h22\/§> O(h%)
et finalement f(x)zg‘*‘i( _g)_¥(x_g)2+0( _g)g

(+)

Déterminer lim (cos m)l/(s}w sin),

z—0t
i 1
Pour tout z € ]0; 7/2[, on a (Cosx)l/shxsmm ~exp <ncosx)
shx sin x
Lorsque x tend vers 0, on a
SU2 1.2 252
shrsinz ~ 22 et cosx =1— 5 + O(z*) d’out Incosz = In (1 Y + O(x4)> ~ =

Par quotient d’équivalent puis composition des limites, il vient

10
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i 1
lim (cosz)'/shesine — g=1/2 = —_
x~>0+( ) \/é

()

Soit f définie par fo)l-n/2;7/2 — R
r+—— tanr —

(a). Montrer que f admet une fonction réciproque g dont on déterminera les propriétés.

b 1
(b). Déterminer des constantes a et b telles qu’au voisinage de +o00, on ait g(y) = T + a4 +—5+o <2>
]

2y oy

Dans toute la suite, on notera I = |—7/2;m/2[.
(a) L’application f est de classe C* sur I avec pour tout = € I,
fl(x)=1+tan’z — 1 = tan’x

Puisque la dérivée s’annule en un seul point, f est une application strictement croissante sur I, continue et de limite
+o0 en /2 et —oco en —m /2. Par conséquent, elle réalise une bijection entre I et son image R et donc

’ L’application f admet une réciproque g continue et strictement croissante de R dans |—m/2;7/2[. ‘

(b) On sait déja d’aprés ce qui précéde que g tend vers 7/2 par valeur inférieure en +o00. Notons done ¢(y) = 7/2 — g(y).
Alors, ¢ tend vers 0% en +oco. D’autre part,

T m T
y = f(g(y)) = tan (5 - so(y)) - (5 - w(y)) = cotanp(y) — 5 +¢(y) (%)
Lorsque u tend vers 0, cotanu ~ 1/u. L’égalité précédente devient alors aprés multiplication par ¢(y)
. 1
ye(y) =14+0(1) +0(e(y)) —— 1 don  o(y) ~ -
y—>—+o00 Yy

Notons maintenant ¢(y) = (1 + ¥ (y))/y avec ¢ de limite nulle en +o0o0. Pour obtenir un équivalent de v, on détermine
le développement asymptotique de cotan & 'ordre 2. Lorsque u tend vers 0,

coS U
cotanu = —
sinu
1 —u?/2+0(u?)
u—ud/6+ O(ud)
1 u? u? -t
- _ 1 - = 4 1— — 4
u( 2+O(u)>( 6+O(u))
cotanu = 1 —y—l—O(u‘g)
w3

On réinjecte ce résultat dans () pour obtenir avec p(y) ~ 1/y

y ™ 1 : yply) _m 1
y—++0(> soit = =— 40| -
L+4(y) 2 y L+4(y) 2 y
Sachant que 1 tend vers 0 en +00, il s’ensuit ’équivalent ¥ (y) ~ 7/(2y) et donc

) s 1+7r+ 1
= _— = _ ol —
yy—>+o<>2 Yy 2y Y

Soit f € C?(R,C) telle que f et f” soient bornées. Notons My (resp. Ms) un majorant de |f| (resp. |f”]). Montrer que f’ est
bornée sur R et que 'on a

sup | f/(x)| < V2My My

z€R

Si M est nulle, alors f est une fonction affine, qui n’est bornée sur R que si elle est constante. L’inégalité est alors évidente
car f’ est nulle. On suppose donc dans toute la suite que My est non nul.
Fixons x € R. Pour tout h > 0, on a par 'inégalité de Taylor a ’ordre 2

11
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2 2 2
F @+ h) = f) —h ()|<h2[sufh]|f”|<M2h et dememe |f(r—h)— f(x) + hf'(@)] < Mo

L’inégalité triangulaire permet alors d’écrire
[(f(z+h) = f(z) = hf'(@)) = (f(z = h) = f(z) + hf'(2))| < Mah?
soit  |f(x+h) — f(x —h) —2hf'(z)| < Mah?  dou 12hf"(z)| < |f(z + h)| + |f(z — h)| + M2h? < 2Mq + Mah?

M, h
Finalement, Vh>0, |f(2)] < 70 + My
Une étude rapide de fonction montre que la quantité de droite est minimale lorsque h = /2My/Ms et vaut alors +/2MyMo.

La majoration étant valable avec x choisi arbitrairement,

La fonction f’ est bornée sur R et sup |f'| < /2MoMs.
R

(%)

(a). Soit f: R — R de classe C5 et impaire. On suppose que f/(0) = 0 et qu’il existe M > 0 majorant |f(5)‘. Montrer que

veeR |7 - 7| < 155 P

(b). Soit g : [a;b] — R de classe C°. On note M un majorant de }g 5)| et on suppose que ¢’ s’annule en a,b et (a + b)/2.
Justifier que

906) — 9(0)| < 5355 (b~ a)°

(a) Notons g:xvr— f(x) — gf’(x)
Alors g est de classe C* sur R avec pour tout = € R,

@) =@ -5 @)= 3@ - 3 O@ e O @) = -5

On sait que f est impaire, donc f(0) = f”(0) = f®(0) = 0. De plus, f'(0) = 0. Les expressions précédentes montrent
alors que les g ainsi que ses trois premiéres dérivées s’annulent en 0. Utilisons maintenant I’inégalité des accroissements
finis. En Pappliquant a f®*) entre 0 et = € R, il vient

FDO@) = FO©)] < lelsup|[ O] soit £ ()] < Mal
R

En reportant cette majoration dans 1’expression de ¢, il vient

vteR,  |g®) < %ﬁ

On peut maintenant intégrer cette majoration entre 0 et z. Ainsi, sachant que ¢’(0) = 0,

'@l =| [s0wa] <|[goo)af < |3 [ a2
0 0 0

A Taide de deux intégration similaires, on obtient ensuite

M
R is
VR /@< et puis  lg(e)] < e
M
soit bien Vo € R, ‘f(x)—gf’(x) §@|x|5
(b) Notons § = (b —a)/2 et f: =640 — R

On vérifie immédiatement que f est une fonction impaire et C°. De plus, pour tout = € [—d; d],

12
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f’(z)g’(a;b+z>+g'<a;bx) dott f’(0)2g’(a+b>0 et f(a)=f'(b)=0

Notons pour finir que pour tout =z,

0@ < |0

En appliquant ce qui précéde & f en z = ¢, on obtient

2

a+b a+b 2M
— — < — 5
‘g( 2 +5) I\ 5>’_1806
M
. . _ < —_ 4)d
soit bien lg(b) — g(a)| < 2380 (b—a)

(%)

Soit f :[0;1] — R* continue. On note pour tout g > 0

o= ([ iy dt)w

et on cherche la limite de A(3) lorsque 3 tend vers 0F.

1
(a). Justifier que / ft)%dt —— 1.
0 B—0

1 1
(b). Démontrer qu’il suffit de déterminer la limite éirr%) 3 </ f(t)8 dt — 1).
- 0
(c). On travaille avec 8 € [0;1]. Justifier existence d’un réel K indépendant de x et de 3 tel que
Vo e [0;1],  [efU@) —1 - BIn f(z)| < K2 [In(f(x)))?

(d). Conclure.

(a) La fonction f est continue sur le segment [0; 1]. Elle est donc bornée et atteint son maximum M et son minimum m. En
particulier, ces valeurs étant atteintes, elles sont strictement positives. Par croissance de la fonction z — z?, on a alors

1
Vit € [0;1], mP < f(t)P < MP puis mP §/ f)Fdt < mb
0

Cet encadrement suffit (avec m > 0) a justifier que

1
B
/0 ft) dtml

1 1
(b) Pour tout 8 > 0, on peut écrire InA(B) = 3 In (/ f(t)? dt)
0
La quantité dans le In tend vers 1 ce qui permet de faire un développement limité et ainsi

In A(B) ~ % (/Olf(t)ﬁ dt — 1)

Si l'on justifie que ce dernier terme a une limite finie ¢, on pourra en déduire par composition des limites que A(/3)
converge vers exp ¢ lorsque [ tend vers 0. Ainsi,

1 1
11 suffit de déterminer la limite lim — ( / f()P dt — 1) pour conclure.
B—0 0

(c) Fixons z et 8 dans [0;1]. En appliquant I'inégalité des accroissements finis a la fonction exp, il vient
1
|efnf@) — 1 — BIn f(z)| < f( sup exp)ﬂ2 (In f(z))*
2\ 0:p1n f(2)]
On veut un majorant indépendant de x et de 3. Remarquons pour cela que la fonction |In f| est continue sur [0; 1] donc

bornée (et atteint ses bornes). Cela permet de poser K = exp (r[nao]( [In f] )/2 et ainsi
0;1

Vo e [0;1],  |efI@ — 1 Bln f(z)| < KB? (In f(x))”

13
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(d) En intégrant I'inégalité de la question précédente, et en remarquant que e /(*) = f(z)8 il vient

1 1
/ f(x)ﬁdxflfﬁ/ In f(z) dz
0 0

1
‘TB* — n X X
§/0|f<> 1- Bl f(z)| d

< K6 [ (nf(@)? de

1 1

puis en divisant par £, ‘; (/0 f(z)? dx — 1> —/0 In f(x) dz| = O(p)
1 1

Par suite, % </0 f(x)? dw — 1) m /0 In f(z) dz
1 1/8 1

et donc A(B) = </0 IOk dt) m exp </0 In f(t) dt)

14



