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I. PRELIMINAIRES

Soient (I, f) et (I,g) deux éléments conjugués de £ : il existe alors deux réels
strictement positifs 7 et r’ tels que [0;7] C Tet [0;7'] C I, et un C!-diffeomorphisme
croissant h de [0;7] sur [0;7] tel que

Vyel0;r']  gly)=hofoh (y) (1)

Comme h est un difféomorphisme croissant de [0;r] sur [0;7'], il envoie le minimum
de [0;7] sur le minimum de [0;7], soit h(0) = 0. En outre, h’'(0) # 0. La dérivée
en 0 de sa réciproque h™! est alors
1 1
h=1)'(0) = =
W) O = ) = o)

Notons que f € £ donc f(0) = 0. Il vient alors par dérivation de (1)
g'(0) = (1) (0) x (ho 1)'(0)

soit g'(0) = (b1 (0) x 1'(0) x f(0)

Ainsi, f'(0) = ¢'(0)

Pour retrouver la formule de la dérivée de la réciproque, il suffit de partir
de la relation hoh~1(y) =y : on obtient

Vyelosr] (B (y) x W [l (y)] =1

On retrouve au passage la condition A’ # 0 pour un difféomorphisme.
Il est d’ailleurs beaucoup plus sir de procéder comme cela plutdét que
d’apprendre « bétement » une formule... avec tous les risques de confusion
et d’oubli que cela peut comporter.

Soit un couple ([0;1],f) € &; alors la fonction f laisse stable [0;1].
Par définition de ’ensemble £, on a f/(0) > 0 et

Vzel0;l] 0< fla) <zl (2)
donc Vee]0;1] Og@gl

Comme f est dérivable en 0, il vient 0 < f'(0) < 1 par passage a la limite quand x
tend vers 0. De ce fait,

f'(0) €]0;1]
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Soit & € [0;1] fixé. On tire de la relation (2)

VYneN 0< () < fMr) <1

et la suite (f™(x)),cy est décroissante et minorée: elle converge par conséquent vers
un réel ¢,. Comme f"(x) € [0;1] pour tout n € N, on a par passage a la limite
l, € [0;1]. Enfin, par continuité de f sur [0;1],

VneN  frtli(z) = ffY(z)] = L= f(l)

en passant a la limite quand n tend vers linfini. Comme f(z) < x pour tout
2 €]0;1], on en déduit que £, est nécessairement nulle. Ainsi,

Ve e[0;1] ILm f™(x)=0
et ’ (f™),en converge simplement vers 0 sur [0;1]. ‘

Le couple ([0;1], f) appartient & £ donc f'(x) > 0 pour tout = € [0;1]:

la fonction f est croissante et atteint de ce fait sa borne supérieure en 1. En consé-
quence, par composition, f™ est croissante pour tout n € N et

Veel[0;1]  0< f"(x) < (1) =/

D’aprés la question 1.B.2, lim (1) =0
n—oo

d’ou lim [[f™||., =0
n—oo

Par conséquent,

(f™),en converge uniformément vers 0 sur [0;1]. ‘

Comme les réels u,, sont strictement positifs, on peut prendre le logarithme du
réel P,,. On obtient alors

VneN InP, =5 Inu, =Y In(1+ag)
k=0 k=0

Or, la série de terme général a, converge absolument par hypothése: on a donc

a, — 0 d’ou In(l+a,)| ~ |an]
n—oo n—oo

On déduit alors des théorémes de comparaison des séries & termes positifs que la série

de terme général In(1+a,) converge absolument : la suite (InP,), y converge vers

un réel £, si bien que

La suite (P;,),, oy converge vers un réel e’ > 0.

En fait, il est plus simple — surtout au niveau de la rédaction — de raisonner
directement sur la quantité In P,, comme ici, plutét que de suivre ’indication
de I’énoncé.
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Dans cette question, la notation « norme infinie » désignera la borne supérieure
sur I de la fonction en question: en effet, comme on considére des fonctions conti-
nues sur des intervalles compacts, elles sont toutes bornées. On va procéder comme
précédemment et montrer que la série de terme général (InQui1 —InQy), oy
converge normalement sur I. Les fonctions ¢, ne prenant que des valeurs stricte-
ment positives, on peut alors prendre le logarithme de Q,,. Il vient

VneN Vzel InQ,(x) = gi:olnd)n(x) = kzijoln [14 ¢, (x)] (3)

Comme la série de terme général ,, converge normalement sur I, la suite de fonctions
(1nll)pen converge vers 0 de la suite (1), oy converge uniformément vers 0.
En utilisant un encadrement adéquat de la fonction z — In(1 + ) au voisinage
de 0, on va pouvoir montrer la convergence normale sur I des séries présentes dans
la relation (3). Plus précisément :

11
Vo e |:2,2:|

ce qui donne, apreés intégration entre 0 et x,

1
1+

11
.z <
VJ'J€|: 2,2] In(1+z)| < 2|z

La convergence uniforme de (¢,),,cyy vers 0 implique alors

1
INEN Vu=N |9, <3

d’on Vn>2N Vzel In 1+ ¢ (2)]] < 2|¢n(x)]

et V2N el = [l +¢n) [l < 2l¢nll..

Ainsi, la série de terme général In ¢,, converge elle aussi normalement sur I d’aprés
les théorémes de comparaison des séries & termes positifs, si bien que la suite de
fonctions (InQy), oy converge uniformément sur I vers une fonction continue L
a valeurs réelles. Notons Q = expL; la fonction continue Q ne prend alors que
des valeurs strictement positives sur I. En outre,

Vocl YneN  mQu) - L) = (H)

donc Veel VneN Qn(z) = Q(z) x exp [In Qp(z) — L(z)]
Soit n € N. Pour tout z € I,

|Qn(2) — Q)| = |Q(2)] x | exp [In Qn(2) — L(z)] — 1|

< 1Q(z)] x | exp [In Qu(z) — L(z)| — 1|
|Qn(2) — Q(2)| < IIQII x |exp | InQ, — L], — 1]
dot VneN Q.- Ql. <Qll. x|exp|InQ, — L[|, — 1]

Comme (InQ,),cy converge uniformément sur I vers L et que lin}) expx—1=0,
>

La suite de fonctions (Qy), oy converge uniformément sur I

vers une fonction a valeurs strictement positives.
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II. CONJUGAISON D’ELEMENTS DE £ LOCALEMENT
CONTRACTANTS

Soit n € N. Par définition des fonctions u, et hy, on a pour tout z € [0;1]

n n+1 n+1
Uy, © f(l') _ f &\fn(f)] — f )\n(l') — A\ X f)\n-’_(lx) _ hA Oun+1($)
d’ou ’VnEN un0f—hxoun+1:0‘

Il y a une erreur dans ’énoncé: il faut prendre A € ] 0;1[ dans la suite. Sinon,
pour A = 1, il s’avérera difficile de trouver € > 0 tel que A +¢ < 1...

Soit € > 0: on a alors, comme A > 0,
A+e)32 <) <= 0<A+e<VA
— 0<e<VA-\

Enfin A < VA puisque 0 < XA < 1, d’oit VA—X > 0 : la condition ci-dessus est donc
satisfaisable. Pour un tel €, on a (A +¢)? < A < 1 donc A + ¢ < 1. Par exemple,

A
vérifie les conditions € >0, A+e<1 et (A\+¢&)? <.

Le réel € =

VA —
2

A partir de maintenant, le réel € > 0 est considéré fixé et vérifiant les conditions
A+e<1et (A\+¢e)? <\ De plus, la notation « norme infinie » désignera la borne
supérieure prise sur [0;1].

Remarquons que le sujet omet de préciser que l'on considére un tel e
par la suite.

f(z)

I1.B.2 | Comme ([0;1], f) € Ex alors f'(0) = A, soit lin%) . = . De ce fait,
z—
Jae]0i1] veeloia] |1 A‘g
x

d’ou ’3@6]0;1} Ve e[0;a] f(a:)g()\Jr&:)x‘
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I1.C.1 | Puisque f est de classe C* sur [0;1], la formule de Taylor en 0 assure que

2. rn
vee[0:1] 3g e (0ie] ()= FO) + o fi(0) + T
2.1
soit Vexe[0;1] 3F& €[0;7] f(x)—/\acz%(gw)
Par ailleurs, f” est continue donc bornée sur l'intervalle compact [0;1]: ainsi,
3C>0 vEe[os1]  [f(€I<2C
si bien que ’3C>0 Ve e[0;1] |f(ac)—)\ac|<Cm2‘

IT.C.2 | Le couple ([0;1], f) appartient & &\ C & donc la suite (f"), .y converge

uniformément vers 0 sur [0;1] (cf. question I1.B.3). Par conséquent,

1" —=0
n—o0

et comme a > 0 dnp e N Vn>=ng 1. <a

Conclusion : lﬂnOEN Vn>2ng Vze[0;1] f™(x) € [0,&]‘

I1.C.3 |Fixons n > ng et x € [0;1]. On a

_ @) ) ) — A ()

Un+1 (JJ) - un(x) - )\n+1 )\n )\nJrl
n _ )\ n
d’on [Un 1 (7) — up(z)] = Al (xi\]n-u @)
e
)\n-i-l

d’apres la question II.C.1. Or, pour tout entier m > ng, on a f™(z) € [0;a] grace
a la question II.C.2. En appliquant le résultat de la question I1.B.2, on obtient

Vmzng  0< f N (x) = fIf™(@)] < (A +e) fM(x)
Par une itération immédiate, il vient alors

Vmng  0< f(2) < (A+e)mmo o)

C ()\ + E)Qn—Qno

Ainsi, [tnt1(z) — un(x)]| < T % |f”0(x)|2
A+2)?]" Clfm@)f
S { X } X0\t o)z

et comme ™ (x) € [0;a], on a

A+¢)21" " Ca?
A A(A+g)2no

i1 () — ()] < [
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Par conséquent,
ID>0 Vn=ng  |fungr —unl. SDATT(A+e)?]"
En vertu du choix de ¢ (cf. question ILB.1) on a 0 < A1\ +¢)? < 1,
ce qui montre — grace aux théorémes de comparaison des séries a termes positifs —

que la série de terme général w, 11 —u, converge normalement sur U'intervalle [0;1].
La suite de ses sommes partielles

n
Sn = D Ukq1 — Up = Up41 — Uo
k=0

converge alors uniformément sur [0;1]. Il en découle que

’La suite (up),cy converge uniformément sur [0;1]. ‘

Soit w sa limite uniforme: par continuité de f, toutes les fonctions u,, (pour n € N)
sont continues sur [0;1] donc u est une fonction continue sur [0;1].

II.D.1 | On s’intéresse maintenant a la dérivabilité de u. Cherchons d’abord a estimer
la norme infinie du terme général de la série mentionnée. Sur l'intervalle [0;1],

fn+1 _ fOfn

VnEN un+1:W_ An_l'_l
Dérivons cette relation :
ny/ 2) X I (x T (g
VneN Vael0;1] qmﬂqwzﬁf)igxgﬁf()]:u#@)xiﬂkgﬂ
/ / n o
soit YneN Vzel0;1] Un+1 (z)_lzf[f ()] = A
uy' () Y

Enfin, f/(0) = X et f’ est de classe C*® sur [0;1]: l'application de la formule
de Taylor & f’ conduit donc &

f'(z) = A+0(x)

z—0
soit 3C>0 Veel0:1]  |f'(z)— A <Cla|

Comme (f"), oy converge uniformément vers la fonction nulle sur [0;1], on a

Voe(0i1]  Ifa@)] < 15— 0

donc VneN Vxe[0;1] |f o fr(z) = Al < C[f"(x)] < Cf"].,
Ainsi, 1o =M. = 0(I)

N Un+1/ n

do e (S

oo
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Il reste maintenant a vérifier que la série de fonctions de terme général f,, converge
normalement sur [0;1].

On a montré dans la question I1.C.3 que la suite de fonctions continues (u,,)
convergeait uniformément vers la fonction continue w sur [0;1]. Dés lors

neN

Ju—unll, ——0 et M= Sup |lu—u,l. <oo
n—00 neN
si bien que VneN lunl, <llull, +M

Les fonctions w,, sont donc uniformément bornées sur [0;1]. Il vient alors
vneN ffl. <A"N o on N =Sup fun
neN

Comme A < 1, ceci montre que la série de fonctions de terme général f, converge
normalement sur [0;1]. Aussi, par comparaison des séries positives,

!

L . Un+1

La série de fonctions > ( "+, - 1) converge normalement sur [0;1].
neN Un,

I1.D.2| Le couple ([0;1], f) appartient & £ donc f’ est strictement positive sur
I'intervalle [0;1] par définition de I’ensemble €. Pour n € N, on a

() = < fro
donc par itération
VneN (fYY =fxflofx---xflofr!
d’ott VneN Vze[0;1] (f™ (z) >0

si bien que les fonctions u,’ ne prennent que des valeurs strictement positives [0;1].
On déduit alors de la question I.D et du résultat précédent que la suite de fonctions
continues de terme général

7 / /
—II Uk+1 _ Un41 ’
Qn - = T = Un+41
k=0 U (%)

N

(car ug = Id) converge uniformément sur [0;1] vers une fonction v a valeurs
strictement positives. Par conséquent, v est continue et

e la suite (uy),cy converge uniformément sur [0;1] vers u;

e la suite (uy’), oy converge uniformément sur [0;1] vers v.

Ceci montre que u est dérivable sur [0;1] et que sa dérivée v/ = v est continue.
Comme v’ prend des valeurs strictement positives, on peut en conclure que

’ u est un C!-diffeomorphisme croissant de [0;1] sur son image. ‘

De plus f(0) = 0, soit u,(0) = 0 pour tout n € N. Par suite, u(0) = 0: I'image
de [0;1] par le difféeomorphisme u est donc un intervalle [0;¢q] avec ¢ > 0.
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On a montré en II.A que

Vre[0;1] VneN Up 0 f() = hy 0 upy1(x)

d’ott wo f(x) = hyowu(zx) en passant a la limite quand n tend vers l'infini. Ainsi,

Voel0;1] f(z) =u"tohyou(z) (4)

On a vu plus haut que la fonction u est un C!-diffeomorphisme croissant de [0;1]
sur [0;¢]: en se restreignant au domaine [O;ufl(l)] si ¢ > 1, on a alors deux
intervalles [0;7] C [0;1] et [0;7'] C [0;1] (avec r, ' > 0) tels que u réalise
un C'-diffeomorphisme croissant de [0;7] sur [0;7']. Ceci prouve, en tenant compte
de la relation (4), que

’([0;1],}”) et ([0;1],h)) sont conjugués.‘

III. CONJUGAISON DES ELEMENTS DE £ TANGENTS A
L’IDENTITE

ITI.A.1 | Vérifions d’abord que ([0;1],6,) € £. Comme la quantité 1+x? ne s’annule
pas sur [0;1], la fonction g, est — par composition — de classe C*> sur [0;1] et

0) Vzel0:;1] 0<(1429Y7<1  donc  6,(x) €[0;1]
(i) 04(0)=0
(i) Voe]0:1]  (1429Y7>1 donc f,(z) <z

1 z 1

— = >0
(].+f1}'q)1/q (1+.Tq)1+1/q (1+l'q)1+1/q

(iii) VYxel]0;1] 0, (z) =

On en déduit que ([0;1],6,) € &. De plus, 6,'(0) = 1 d’aprés la relation (iii),
donc ([0;1],6,) € & . Enfin, un développement limité au voisinage de 0 fournit

q
(1+a9) V=1 %*0@”)
g1
soit Oy(x) =2 — T 4o (z771)
q

La fonction 6, est de classe C*° sur [0;1] et admet donc comme développement
limité a 'ordre ¢ + 1 en 0
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On déduit de I'unicité d’un tel développement limité que
0,2(0) = 0,(0) = -+ = 6,(0) = 0

q+1)!

et 0,71 (0) = = p 40

Par conséquent, ’Vq e N* ([0;1],04) €& et v (by) = q‘

f(q+1)(0)
IIT.A.2.a| Dans la suite, ([0;1],f) € &7, ¢ = v(f) et a = _W
q !

La formule de Taylor appliquée & f donne, avec les notations ci-dessus,

£ 0.

(2) =0T azdt + o (z971)
x

d’ou a = lim A A f(z)
z—0 ra+1

Or, ([0;1],f) € € done f(z) < x pour tout  €]0;1] ; par suite,
x— f(z)

>0

Ve e]0;1]
et a > 0 par passage a la limite. Comme a # 0, on a

a>0
ITI.A.2.b |Soit (I, g) € £ un élément conjugué a ([0;1], f) :onag'(0) = f/(0) =1,
d’apreés la question I.A, donc
(17 g) € gl

A présent, comme ¢ est de classe C*° sur I, on va pouvoir retrouver ses dérivées
successives en 0 grace & son développement limité. Traduisons d’abord la relation
de conjugaison :

Ir, " >0 [0;7] C[0;1] et [0;7]CI
et I'on a un C!-difféomorphisme croissant i de [0;1] dans [0;7] tel que
Ve el0;r] g(z) =ho foh™(z)

Comme h~1(0) =0,

h=1(x) =, T (R71) (0) + 0 (z) = 7(0) +o(x) =0 ()
donc foh™'(z)=h"12)—a [h‘l(x)]qJrl +o0 ([h_l(x)}qul)
axdtt
= _1( - q+1 +O($q+1)



Centrale Maths 1 PSI 2004 — Corrigé 13

et hofoh Y(x)=h h_l(aj)—mc/l(z(;‘;il_‘_o(mq-‘rl)
=h [ (2)] - ma(f);;l x h' [h=1 ()] + o (z7+1)
hofoh™\(z) =a— W 2 4o (27 = g()
Enfin W [h= ()] = h(0) + O (A~ () = 1(0) + O ()
si bien que g(z) = - W 24+ 4o (2+1)

On déduit alors du développement limité de g en 0 que

g2 (0)=g®0)=---=¢D0)=0
. _ —a(g+1)!
et g( +1)(0) = W 7£ 0
Par conséquent, ’ (Lg)e&™ et v(g) = Q‘

I11.A.3.a | Dans cette question, la fonction h est définie sur R* par h(x) = z+ 32"

et l'on a
= — qxdtt q+k qt+k
f(z) Sy rmat bt ™tk + o (z17F) (5)
avec k € {2,3, ..., q} et b € R*. Par dérivation de la relation de définition de h,
il vient

V>0 h'(az):1+kﬁxk71—o>l
T—
Ainsi, h' est strictement positive au voisinage de 0
Ar>0 Vze[0;r] W(z)>0

Comme h(0) =0, 'image de [0;r] par h est un intervalle [0;r'] avec ' > 0. Alors

‘ Jr, r’ >0 tq h induise un C!-difféomorphisme croissant de [0;7] sur [0;7]. ‘

Par ailleurs, h est une fonction de classe C* et h' ne s’annule jamais sur
[0;7]: on déduit de la relation

_ 1

~ WohL(x)

que la fonction réciproque h~! est infiniment dérivable sur [0;7']. Ainsi,
h décrit en fait un C*°-difféeomorphisme de [0;7] sur [0;7']; c’est ce qui
nous sera utile par la suite.

vy e [0;r] (b1 ()
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III.A.3.b | La réciproque de h vérifie I’équation

Vyel0sr]  hoh 'y =ht(y)+ B8] =y
O(y) et

Comme h~1(0) = 0 et que A~ est dérivable en 0, alors h=1(y)

hiy) =y - B tw)] =y+o)

d’ot, en réinjectant le membre de droite dans celui du milieu,

y:O

h=1(y) ol By* + o (y¥)

ITI.A.3.c | Appliquons h au développement limité (5) de f: quand z tend vers 0,
ho f(x) = f(x) + BLf(@)"

=2 —ar?tt +bx?tF o (x‘”k) + 5 [:17 —ax?tt 4 b2tk o (xq““)]k
ho f(z) =z — az?™ + ba?™* + B (2F — akz?™F) 4 o (277F)

puisque (1 +u)* =1+ ku+o (u2) et que 2 < k < ¢. En d’autres termes,

ho f(z) =z + Ba* — ax®™ + (b — akB)zT™ + o (291F)

Comme h~1(y) = O (y) quand y tend vers 0, on peut alors écrire

hofoh ' (y)=h"'(y)+B[n" y)]k
—a [hfl(y)}qﬂ + (b — akp) [hil(y)]qﬂ +o0 (yq+k)

Une premiére simplification s’impose :

Vyel0sr]  h iy + B[] =hoh iy =y

Par ailleurs, hi(y) = y—By*+o (yk)

y—0
donc [h_l(y)]qﬂ = yit! — (q+ 1)ﬁyq+k +o (yq+k)
. )" =y 0 (14

Ceci conduit finalement &

hofoh™'(y) = y—ay™ +[b+alg+1-k)Bly" +o(y")
Yy—r

[IILA.4]Ona ((0:1],f) €& et q=v(f).

Un lemme utile: soient I, I’ C [0;1] et h un C*°-difféomorphisme croissant
de I’ sur I: nécessairement h(0) = 0. Définissons la fonction g = ho foh™! sur L
Alors, comme 0 < f(x) < 2 pour tout 2 € [0;1] et que h est croissant,

Vyel hofohfl(y)gh[h’l(y)] =y soit 0<g(y) <y
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Ainsi, g est une application de classe C*° de I dans lui-méme. De plus,
(i) 9(0) =ho f(0)=h(0)=0
(i) VyeI'\{0}  hofoh '(y)<hoh ™' (y) =y
(i) Vyel g =01 @) xf (b w) < W (foh () >0

si bien que (I, g) € £. Par construction méme de la fonction g, les couples ([0;1], f)
et (I,g) sont conjugués: on déduit de la question III.A.2.b que (I,g) € & et que
v(g) = v(f) = q. Pour résumer,

Soient I, I' C [0;1], A un C°°-difféomorphisme croissant de 1" sur I
et soit ¢ la fonction définie sur I par g = ho f o h~!. Alors le couple
(I,g) appartient a & et il est conjugué a ([0;1], f): v(g) =v(f) =q.

Ainsi, 'ensemble &; est stable par la conjugaison, qui définit une rela-
tion d’équivalence. Le but de cette partie est justement de déterminer I'en-
semble des classes de conjugaison. Notons, étant donnés (I, f) dans & et h
un C*°-difféeomorphisme croissant sur I

hxf=hofo h—1
On a alors hy * (hg x f) = (hy 0 he) * f pour deux tels difféomorphismes hq

et ho, quand les compositions sont bien définies: ceci fournit une pseudo-
associativité de la conjugaison sur £}.

Application de la question III.A.3: pour (I, f) € £, définissons
u(f) = min {n > 1, F#U+0)(0) 0}

On suivra la convention classique min @ = +oo. Posons ¢ = v(f) et k = u(f).
Si 2<k<qona fUt2(0)=...= flatk=1)(0) = 0 et il existe b € R* tel que

f(@) = x—azi™ + bz + o (297F)
z—0
On retrouve ainsi la relation (5) et les hypothéses de la question I11.A.3. Effectuons

d’abord une conjugaison par un élément h pour augmenter lentier v(f), avant de
conjuguer par un hy pour normaliser les coefficients. On pose

b

hm»—>x+5:€k ol B:m

D’aprés la question I11.A.3.a, il existe deux réels r et v’ strictement positifs tels que h
induise un C*°-difféomorphisme croissant de I' = [0;r] sur I = [0;7']. En posant
f: ho foh~! sur I, on obtient un couple (I, f) € & conjugué a ([0;1], f) d’apres
le lemme. De plus, f a pour développement limité en 0 (cf. question ITI.A.3.¢)

f(z) =, %~ azit + o (277F)
z
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d’ou u(f) > k = p(f). En réitérant ce procédé, on montre ainsi qu’il existe un couple
(I, f) € & conjugué a ([0;1], f) et tel que p(f) = ¢+ 1. Soit (I, f) un tel couple:

alors flt2(0) = ... = f29(0) = 0 et il existe un réel E tel que

f(2) =, 7@ 21T L E 20t 4 (z2071)
z—

Soient A > 0 et hy le C*>- diﬁeomorphisme croissant défini par hy : £ — Az
sur L. On notera I 'image de 1 par hy. Définissons la fonction g = hy o f o (h )_1
sur I : d’aprés le lemme, le couple (I, g) € & est conjugué a (I, f) donca ([0;7], f).
Enfin le développement limité de g en 0 s’écrit

ra E
o0 AT = ot o

11 suffit alors de prendre A\ = @aq (a > 0) et de poser E = Ea=2 ¢~2 pour pouvoir
conclure :

Il existe un réel E et un couple (I, g) € & conjugué a ([0;1], f)
q+1

tels que g(y) = y— T— + Ey2r+l 4o (y2a+1).
y—0 q

ITI.B | On considére dans cette section une application g de [0;1] dans lui-méme
telle que [0;1],¢g) appartienne a £ et

yQ-‘rl

gly) = y— T— +Ey?0t! 4o (y2+1) (6)

y—0 q
avec ¢ = v(g) et E € R. On définit en outre une application 7, : y — y7 9,
décroissante sur ]0;1], et on pose G =7,0g0 7,7 1.

On peut vérifier que 7, est un difféomorphisme, bien que I’énoncé ne le
demande pas: 7, est une fonction de classe C* et
—-q

Jv1 <0

Vye]0;1] 7' (y) =

donc (le raisonnement est identique & celui de la question III.A.3.a) la fonc-
tion 7, décrit un C*°-difféomorphisme décroissant de |0;1] sur son image
[1;+00][. Sa réciproque est définie par

Vo e[l;+o0] T Hx) =

Remarquons également que g est une application de ] 0; 1] dans lui-méme via
la propriété i) de £ ; de ce fait, G est bien définie sur [1;+00 .
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II1.B.1.a| D’aprés I'expression de 6,, on a

14 y9 1
Vye]0;1] T4 004(y) = i :1“‘%:1"‘771(9)

si bien que ‘qurqoﬂqo%’l:1+Id[1;+oo[

ITI.B.1.b | Comme ([0;1],g) € &, on déduit de la propriété ii) que
Vyelo;1]  gly) <y

soit Vo e[l;+00] gory MNx) <1y Hx)

d’on ’Vm€[1;+oo[ G(m)>x‘

grace a la stricte décroissance de 7,. Enfin, d’aprés la propriété iii), ¢’ est strictement
positive sur [0; 1], donc la fonction g est strictement croissante sur [0;1]: comme 7,
et sa réciproque sont toutes deux strictement décroissantes, il vient par composition

’ G est strictement croissante sur [1;+00][. ‘

IT1.B.1.c| La fonction g étant de classe C*™ sur [0;1], elle admet des dérivées

et des développements limités de tout ordre en 0. On a alors, d’aprés le développement
limité de g en 0 & 'ordre 2g + 1,
yq+1

= < 2g+1 2q+2
99) 5, ¥~~~ +Ev +0 (y**?)

1
De plus, Vaoe[l;+oo| 7 H2) = —= » 0

\‘1/5 T—+00

1 1 B 0 1
\‘7/5 - qxl‘i‘l/q + 1;2+1/q + z2+2/q

_ 1t E (1
Yz _qx+x2+ x2t+1/a
quand z tend vers l'infini. En appliquant 7, il vient
1 E 1 1
o1 et a0 (o)

1 ¢B qlg+1D) 1
x[l—Fx—xz“rW—FO 227174

1
donc G(z) = x+1+R+O( )
T

T—+00 xl+1/q

d’oit got, Hz) =

G()
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II1.B.2.a | Commencgons par minorer le terme général de la série associée a la suite
(G™),,en pour montrer la relation désirée. D’aprés la question II1.B.1.b,

VneN Vze[l;+o0] G"(z) — G"(z) = G[G"(x)] — G™(z) > 0

De plus, le développement limité de G montre que lim G(z) —x = 1, d'ou
Tr—r+00

2
JAe[l;+00] Vz>A G(JZ)—Z‘>§

Par définition de la fonction G, G" = 7,0 g™ o 7,7 pour tout n € N. En outre,
le couple ([0;1],g) appartient & &€ donc la suite de fonctions (g"), .y converge
uniformément sur [0;1] vers 0, d’aprés la question I.B.3. Enfin, la fonction G est
croissante sur [1;+00 [ soit

1
. n > Qn _
Ve [l;+o00] G"(z) = G"(1) (T — @
car lim ¢g"(1)=0" et ¢>0
n—oo

d’on Ini1 eN Vn2zn Vze[l;+oo] G"(z) > A
. o 2
si bien que Vnzmn Vre[l;+oo] G" (Jc)—G"(x)>§

Par suite, on obtient pour n > n; et x € [1;+00]

G (z) = CO(x) + kzijl [GH () — GF1(x)]

T+ 3 GH@) -Gl @)+ 3 GR@) - G (x)
k=1

k=ni+1
>0 >2/3
2n —
donc Vnzmn Vre|[l;+oo] G"(x)>x+w
2n—n1) _n
Enfin, ?25 — 4d(n—-m)23n <= n=dny

Par conséquent, il vient en posant ng = 4nq,

dngeN Vn>2ny Vze[l;+o0] G"(z) zx+

|3

Pour plus de stireté par la suite, on supposera que ng est choisi de fagon que
ng = 2. Cela sera utile en particulier dans la question suivante.



Centrale Maths 1 PSI 2004 — Corrigé 19

II1.B.2.b | Pour n > ng et = € [1;+00],

i1 (&) = wa(2)] = G (2) - G(2) — 1 = GG (@)] - G"(2) — 1

Le développement asymptotique de G conduit a

Glz) = x+1+§+0(1>

T—+00 x

et la fonction continue H : z — x [G(z) — 2 — 1] admet une limite finie R en +oo:
elle est de ce fait bornée sur [1;+00 [, ¢’est-a-dire

D
dD>0 Vze[l;+o0] |G(x)—x—1|<;

Alnsi, pour n > ng et « € [1;+00][, on a d’aprés la question précédente :

n41(2) — ()] € s € — < 22
n+1 n \Gn(l‘) \x+n/2\ n
Posons C =2D:
C
I3C>0 Vn>=ny Vze[l;+oo] [tunt1(z) —up(z)] < —
n

En sommant cette relation entre les indices ng et n — 1, il vient pour n > ng
etx>1

n—1 n—1 1
[un ()| < |tny ()] +k2 [ukt1(2) — uk ()| < |uny ()] + Ckz Z (7)
=ng =nNg
1 1
Or, Vk>2 Vzelk—1;k] - < -
k " x
k
donc Vk>2 lg/ E:ln/c—ln(k:—l)
k k—1 T
n—l]_
et > —=<Iln(n—1)—Iln(ng—1) <Ilnn
k:nok

Soit X > 1: la fonction u,, est continue donc bornée sur [1;X]. Notons F > 0
sa borne supérieure. On a alors, en réinjectant ces majorations dans (7),

n F F
VYn>ne Vae[l;X] @l o T 6o e
Inn Inn Inng
d’otu, en posant K= —— + C,
h’lno
(¥VX>1 3K>0 Vn>ny VYoe[1;X]  |uu(e) <Klnn

ITI.B.2.c| La suite (vy),cy est définie par v, = u, —RInn = G" —n —Rlnn
pour tout entier n > 1. Pour étudier sa convergence, on va se servir de la série
de terme général v, —v, = G"™' -~ G"—-1—-R1In(1+1/n). On a

1 1 1
w(102) = tro(2)
n n—oo N n
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Soit € [1;+00[: on a G™(z) = n/2 pour tout n > ny (cf. II1.B.2.a) donc

1 21+1/a

Vn > <
n = no [Gn(x)]l-i-l/q nl+l/q

si bien que

Grl(z) — G'(z)—1 = G[G"(z)] -G (z) -1

R 1 s
WS Gn(2) +0 <[G"(m)]l+l/q> (d’apres II1.B.1.c)

R (2
n;oo G”(Jj) . n1+1/q

grace a la majoration précédente. On déduit alors de ces deux développements asymp-
totiques :

1 1 1
Vr>1 Un41(T) — vp(T) oo R (G"(m) - n> +0 <n1+1/q>

Mo (1)

n—oo  nGn(z) nltt/a

Fixons un réel X > 1. D’apreés la question précédente, il existe K > 0 tel que,
pour tous z € [1;X] et n > ng, on ait |u,(z)] < Klnn et G"(z) > n/2.

En conséquence,
2KR Inn 1
STz - 0 (n3/2>

Ruy(z)

; >
Veel[l;X] Vn>=ng G ()

car, d’aprés les croissances comparées du logarithme et des fonctions polynomiales,
Inn = O (y/n) quand n tend vers l'infini. En passant a la borne supérieure sur [1;X],

on en déduit que
1 1
[on1 —onll, = O (n1+1/q> +0 <n3/2>

Grace aux théorémes de comparaison des séries & termes positifs, on conclut que
la série de terme général v,11 — v, converge normalement sur [1;X] puisque
1+1/g > 1 et 3/2 > 1. Ainsi, pour tout X > 1, la suite de fonctions (vy),cy
converge uniformément sur le segment [1;X]. On notera v sa limite, qui est alors
continue. Pour résumer :

La suite de fonctions (v, ), oy converge vers une fonction v
sur [1;+00], et cette convergence est uniforme sur tout compact.

IT1.B.2.d | Pour tout entier n strictement positif
1
vnoG:G"“—n—lnn:vn+1—|—1+Rln(1+)
n

d’otu, en pasant & la limite quand n tend vers l'infini,

’Vsce[l;Jroo[ ’UOG(.Z‘):U(.%‘)-Fl‘ (8)
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I11.B.3.a | Intéressons-nous maintenant a la dérivabilité de G et de v. La quantité
T4(y) =y~ tend vers linfini quand y tend vers 0, donc le développement asympto-
tique calculé en IT1.B.1.c méne a

1 1
= = q
G (yq) o e TLERY +o(y9)
=H(y)

Pour obtenir le développement désiré de G’, dérivons la relation ci-dessus ; pour cela,
il faut d’abord s’assurer que cette opération est licite. Tout d’abord, la fonction
H=Gor,—714y =7409— T4 est, par composition, de classe C* sur I'intervalle ]0;1].
Examinons son comportement en 0. Pour y > 0,

9 (y) vy oy g(y)]" y2a

H(y) = — 1y =l yq—[g(y)]qx[g(y)]_q

Comme ¢(0) =0 et que g est de classe C*, alors

Yy 1
Vyelo;l] gly) = / g'(t)dt = y/ ¢'(uy) den posant t = uy.
0 0

Notons que (u,y) — ¢'(uy) est de classe C> sur le compact [0;1]%: de ce fait,

la fonction
1
g: y%/ g (uy) du
0

est aussi de classe C* sur [0; 1], et elle prolonge la fonction y — g(y)/y en 0 par la
valeur ¢(0) = ¢’(0). De plus, g(y) >y pour tout y > 0 et ¢’(0) # 0, si bien que g
ne s’annule jamais du sur [0;1]. De la méme maniére, on déduit du développement
limité de g en 0 que

hy) =y? = [g)]" =y [1 = (1+0(y9)"] = O (y*9)

Par conséquent, les 2¢g premiéres dérivées de h en 0 sont nulles: en itérant 2q fois le
procédé précédent, on en déduit que la fonction y — h(y)/y?? = y=22 [y — (g(y))Y]
se prolonge également en une fonction de classe C*° sur [0;1]. Ainsi, H admet
un prolongement de classe C* & [0;1], ce qui permet de dériver le développement
limité (9) sur ]0;1]:

;q ! i q—1 qg—1
yatl G <yq> y—0 yq+1 tqRy +o(y )

soit e <1> = 1-Ry* +o(y*) =1+0 (y*)
Yy

1
d’ont G(x) = 140 (aﬂ)

T—+00
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Puisque la fonction G est croissante sur [1;+o00[ (cf. IILB.1.b), il en
va de méme pour v, = G" —n —Rlnn (si n > 1) et, par passage a la limite,
pour la fonction v. Par suite, elle admet une limite £ € R en +co. On déduit de la
relation (8) et de zEIPOOG(z) =100 que £ =/{+1, soit ¢ = +oo. Ainsi

lim wv(x) = +o0
T—+00

Reproduisons le raisonnement de la question II.D.1: pour n € N* et z € [1; +00|
Vni1(z) = G z) — (n+1) —Rln(n+1)
=G[G"(x)]—(n+1)—Rln(n+1)

d’on Va1’ (z) = GV (2) x G’ [G"(2)] = v,/ (z) x G’ [G"(z)]
Vny1' () /
t — 1= " -1
‘ L 1= (6 )
Le résultat de la question précédente peut s’exprimer sous la forme

U
dU>0 Vz>1 |G’(x)—1|<?

Comme G™(z) > n/2 pour tout n > ng, il vient alors

Un+1,(x)
vy ()

Un+1/ - 1
o (@)

Ceci montre que la série de terme général v, 1'/v,’ — 1 converge normalement sur
[1;+00[: on conclut comme aux questions IL.D.2 et I.D que la suite (v,"),,cy converge
uniformément sur [1;+oo[ vers une fonction continue w & valeurs strictement
positives. Alors la fonction v est dérivable sur [1; +oo [, sa dérivée vaut v’ = w et

Vn>zmny Vae[l;+o0]

<

si bien que

’ v réalise un C!-difféomorphisme croissant de [1;+oc [ sur son image. ‘

Vue la limite en l'infini, 'image en question est v ([1;+00[) = [v(1);+00]].

IT1.B.4.a | Par définition, v; = G — 1 donc
n—1

li

Vk+1

Vn e N* vn’:G’xH +/
k=1 v

Fixons n € N*. On a vu en II1.B.3 que lim G'(z) =1 et
Tr—r+00

k1 (2)

Vke(l,...,n) Vxze[l;+o0] or' ()
k

=G [GF(x)]

De plus, on a montré en IIL.B.1.b que G(z) > = pour tout = > 1, de sorte que
Gk(z) > x pour tout k¥ € N*: alors lim G*(z) = +o00 et

T—+00

/
Vke(,...,n) lim 2L ()

=1
T—r+00 Uk’(a;)

donc Vn € N* lim v,/(z) =1

r—+00
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Comme la suite (vy"), - converge uniformément vers v’ sur [1;+00], le théoréme
d’interversion des limites s’applique :

lim [lim vn'(aj)] = lim [ lim vn’(x)]

Tr—+00 n— oo n— oo Tr—+00

soit lim v'(z) =1
Tr—r+00

IT1.B.4.b | Soit f une fonction de [0;1] dans lui-méme telle que ([0;1], f) soit

dans & et v(f) = g¢. Les résultats de la section III.A.4 montrent qu’il existe
un couple (I, g) € £ conjugué a ([0;1], f) et vérifiant la relation (6).

Notons IN[0;1] = [0;7]. On peut transposer les résultats de la section I11.B
pour le couple ([0;r],g): on définit de méme le C*°-difféomorphisme 7, sur |0;r]
et G =171,0Gor, ! sur [r;+00[ = 7,(]0;7]). Il existe alors, d’aprés la question
[I1.B.3.b et la relation (8), un C!-difféomorphisme v défini sur [r/,+oo| et tel que
voGov ' =1+1d. Comme 1+1d =T,

’UOTquOTq_lo’U_l:Tq:querTq_l

1

soit (Tq_ ovqu) ogo (Tq_lovqu)_l =0,

La fonction h = 7,7 o v o 7, définit alors un C'-diffeomorphisme de ]0;7] sur

son image. Nous allons méme montrer que c’est un C!-difféomorphisme sur [0;r]:
pour cela, examinons le probléme en 0. Puisque lim 7,(y) = +co et lim v(z) = +o0,
y—0 a T—+00

lim A(y) =0

y—0

On peut ainsi prolonger h par continuité en 0, en posant h(0) = 0. De plus,

Vyelosr]  h(y) = (1) (v) x v [rg@)] x (r71) [v 0 7(y)]
_ - e
(@) () E )
et =)o )]

On sait déja que lim o'(z) = 1. Fixons € > 0:
T—>+00

JA>0 V= A 1-
d’ot, aprés intégration sur [A;z],

Vo> A (1-%) (z — A) < v(z) — v(A) < <1+§>(a:—A)

v(m)<1 e v(A)

et Vr>A 1—=-+4 < <l+-+
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Comme lim 1/z =0, alors

IB>A vesp LWIFA €
T 2
o v(z)
si bien que dB>0 Va>B — —1|<e¢
T

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que lilil v(x)/z =1, dou
Tr—r+00

lim o’ <1> =1 et lim y?v <1> =1 soit lim A/ (y) = 1.
y—0 y1 y—0 y4 y—0

On peut donc également prolonger h' par continuité & [0;r] en posant h'(0) = 1.
Ainsi, la fonction h = 7,7' o v o 7, s’étend en un C!-difféomorphisme de [0;7]
sur son image. Comme hogoh™ =6, sur [0;7], on en déduit que le couple (I, g)
est conjugué a ([0;1],6,). Par conséquent,

(10;1], f) est conjugué a ([051],6,). |

En d’autres termes, deux couples (I, f) et (J,g) de & sont conjugués si et
seulement si v(f) = v(g) € N*: 'ensemble des classes de conjugaison de &5
est donc en bijection avec N*.

ITI.C | On définit la suite (w,), oy par la donnée initiale wy = /8 et la relation de
récurrence wy+1 = sh (sinw,) pour tout n € N.

ITI.C.1.a| Soit la fonction f : xz +—— sh (sinz) définie de I = [0;sh(1)] dans lui-

méme. Elle est continue et indéfiniment dérivable sur I. Remarquons que sh (1) < 7/2.
Par définition de la suite (wy,),y on a

VneN wn:fn(wo)
On vérifie alors par une récurrence immédiate que
VneN wy, €1

La fonction f est strictement croissante (comme composée de fonctions strictement
croissantes) sur I C [0;7/2[. On vérifie aisément a la calculatrice que w; < wg, d’ont

VneN F(wr) < f™(wo) soit Wpt1 < W

La suite récurrente (wy), oy est alors strictement décroissante, minorée et & valeurs
dans I fermé: elle converge vers w € I, qui est par continuité de f un point fixe de f
sur I. Vérifions que 0 est 'unique point fixe de f sur cet intervalle.

Vel f(x) = sh (sinx)
f'(x) = cosx ch(sinz)
f@(z) = cos®z sh (sinz) — sinz ch (sinz)
() = cos®x ch (sinx) — 2cos x sinz sh (sinz)
—cosz sinz sh (sinz) — cosz ch (sinz)

—cosx sin?z ch (sinz) — 3cos 2 sinx sh (sinz)
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Ainsi, f®)(z) < 0 pour tout = € T\{0} : la fonction f(?) est donc strictement décrois-
sante sur I. Comme f)(0) = 0, f®) (x) < 0 pour tout 2 € I\{0} et f’ est strictement
décroissante sur I. Enfin, f/(0) =1 et f'[sh(1)] > 0, de sorte que

Ve e I\{0} 0< fl(z) <1

et par intégration vz e I\{0} flz) <z

car f(0) = 0. Ainsi, 0 est 'unique point fixe de f sur U'intervalle I. Ceci montre que
w =0 et que

lim w, =0
n—oo

La fonction f est de classe C*° sur I. On a f(0) = 0, f'(z) > 0 pour tout = € I,
f/(0) = 1et f(z) < z pour tout = € T\{0}. En conséquence, le couple (I, f) appartient
a &. De plus, les développements limités en 0 du sinus et du sinus hyperbolique
s’écrivent

sin(x)—x—x—s—i—i—i—o(mﬁ) et sh(x)—x+x—3+x—5+o(x6)
B 6 120 B 6 120
On en déduit alors
23 o 23 22 35
S T LA () I 3 x 6
flx)==x 6+120+ 5 < 6+0(:c )> +120+0(x)
5
:x—%+o(x6) quand x tend vers 0

Ainsi, f@(0) = f®0) = fD0)=0 et f/(5) #0 donc

(L) €& et v(f)=4]

Par conséquent, le couple (I, f) est conjugué a ([0;1],6,): il existe alors deux
réels 7, 7’ > 0 et un C!-difféomorphisme croissant h de [0;7'] dans [0;7] tel que

f=hobioh™! sur [0;r]. Dapres la convergence de (wy),, oy

Ang e N Vn =ng wy, € [0;7]
d’on Vn = ng Wy, = [0 (wpy) = ho 0" [A71 (wy,)]
Soit z € [0;1] fixé. Notons P(n) : 0,"(z) =z (1 + nx4)71/4 pour n € N.

e P(0) est vraie car 6,° = Id donc 6,°(z) = x.

e P(n) = H(n+1): supposons la propriété vraie au rang n € N. Alors
—1/4

x (1 +nx5)

(1 ot (14 nx4)_1)1/4

04" (z) = 04 [04" (2)] =

T

(1+ (n+1)ah)"/*
donc Z(n + 1) est vraie.

e Conclusion: #(n) est vraie pour tout n € N.
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Ainsi on a, pour z € [0;1] fixe,

9477,(1‘) _ <n+$—4)_1/4 ~ n—1/4

n—+oo

Enfin wy4n, = ho 04" [h7 (wp,)] pour n € N; comme h(0) = 0 et que h est un
C!-difféeomorphisme au voisinage de 0, alors h(y) Noyh'(()) # 0, d’ou
y—r

1 (0) 1 (0)
n—+o00 711/4 n—+00 (n+n0)1/4

wnJrng

et Ja € R* W, soit a=1/4.

~ JE—
n—+oo n1/4

IT1.C.1.b | Pour obtenir le développement désiré, on va déterminer successivement
des développements de plus en plus poussés de wy,y1 % — w, * et les sommer.

C’est d’ailleurs comme cela que l'on aurait pu procéder pour répondre a la ques-
tion précédente, en utilisant simplement le fait que w,, — 0.
n—oo

De maniere générale, soit (u, ),y une suite récurrente définie par

ug €1
Vn € Na Un+1 = f(un)

ou f est une fonction laissant stable un intervalle I contenant 0. On suppose
que (uy,) tend vers 0 et que f admet un développement limité de la forme

f(z) ot Az® 4 o (z%)

(avec A > 0 et a > 1). On peut déterminer un équivalent de u,, en calculant
un développement de la quantité

_ l—a 1—a
Vp = un+l — Up

En poussant le développement de f et en y réinjectant 1’équivalent trouvé
dans le développement de v,,, on obtient alors un développement asympto-
tique de u,,, que I’on peut affiner en itérant la méthode.

Comme la fonction f est impaire, de classe C*™, dans & et que v(f) = 4,
elle admet en 0 un développement limité de la forme

f(@) = z+pa®+qa”+ra®+0(21)
—0

x

La suite (wy,),,cy converge vers 0 donc lorsque n tend vers l'infini,

Wyt = [ (wn) = wy [1+pwn® + quwp’ +rw,® 4+ O (w,?)]
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De plus, (1+2)~* =1 — 4z + 102% + o (2®) au voisinage de 0, donc

wn+1_4 = wn_4 [1 +pwn4 + qwn6 + Twns +0 (wng)]_4
= w, * [1 —dpwpt — 4qw,° + (10p? — 4r) w,® + O (wng)]

et Wop1 = w, ™ = —4p — 4qw,? + (10p? — 4r) w,* + O (wn5) (10)

quand n tend vers l'infini. C’est cette relation que l'on va sommer pour obtenir

un développement asymptotique de (wy,)
—1/4

neN’

Grace a I'équivalent w, ~ an , on a au second ordre en w,

n—o0

Wpyr 4 —w, ™ = —4p — 4qw,% + O (wn3)

4a%q 1
5N —4 -4 _
d’ou Wpa1 *—w, 4 = —4p — \f +O<n3/4> (11)
quand n tend vers Uinfini. Soit maintenant k € N* et o € ]0;1].
1 11 1 Mlae 1
vielkk+1, — < —<—  dot — < .
ekl o e <% < N e /k o S o

et aprés sommation, comme la série et 'intégrale présentes divergent,

" dt [tla ]" n'=
1

1
ko n~>oo 1 te

2:: 1l -« n:OO1—Oz

Ainsi, la sommation de la relation (11) méne a

1
wp ! = —4pn —8a’q/n+ O (n'/*) =n {PJF ﬁﬁ 0 <n3/4)]

—1/4
_ 1/ Q 1 _a b 1
donc Wy, =N [P—&—\/E—I—O(n?)ﬂl)} n1/4+n3/4+0 -

quand n tend vers 'infini.
Réinjectons ceci dans la relation (10): il vient
2 4(10m2
44 a” | 2ab a*(10p® — 4r) 1
W41 w,” " = —4p 4q<\/ﬁ+ n>+ - +0 i

4q a> 10p? — 41) — 8ab 1
=—4p—f/%+(p nr) aq+0(> (12)

En procédant comme précédemment, on montre que

1 k41 Q¢ 1 1 ndt
VkeN" —< — < — d’ot - |
€ k A t ]f—‘rl ot an—)oo 1 t nn

Il faut maintenant déterminer un développement plus précis de la série de terme
général 1/4/n, et non plus un simple équivalent. Pour cela, posons

vV e N* z 2 /n

S\
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- =2 (VAT VA

()" (1)
o) el
put-0-0(c5)

quand n tend vers 'infini, ce qui prouve que la série de terme général D,,;1 — D,

et donc la suite (Dy,),, oy convergent. Ainsi, D,, = O (1) soit
no1
— =2 1
P Ry Vvn+0(1)
De la méme maniére, on retrouve aisément le résultat bien connu

On a Dy+1 — Dy

S\

n

L - o

=1 k n—oo

La sommation de la relation (12) entre les indices 0 et n — 1 conduit alors a

w,™ = Pn+Qyn+Rlnn+0(1)

n— oo

_ Q Rlnn 1

Rlnn 1\1 V4
donc w, = n-l/4 {P—FQ—&- —|—O<>}
f

n—00 n n
_ a b clnn 0 1
n—oo pl/4 + n3/4 + nb/4 + nb/4

. a b clnn 1
Ainsi Ja, b ceR w, = At At et O <n5/4>

ITI.C.2 | Voici les résultats en Maple. D’abord, créons la procédure permettant de
calculer la fonction f:

f := proc(x)
evalf (sinh(sin(x)))
end proc

On peut en profiter pour calculer que w; —wop = f(7w/8) — 7/8 ~ —0, 00060568 < 0,
ce que 'on avait utilisé pour montrer la décroissance de la suite (wy ), cy-

Passons maintenant au calcul des coefficients du développement asymptotique.
On commence par faire une boucle et calculer successivement les termes w,, ainsi
que les quantités a,, = n'/%w,, en partant de n = 1. La boucle prend en entrée un
paramétre réel M et s’arréte dés que la condition

Ap — Anp—1 + Up—1 — AQp—2 < 1/M
(275 An—2
= =y

est satisfaite pour n > 50. Plus prosaiquement, cela signifie que 1'on s’estime proche
de la limite effective dés que les variations relatives restent en dessous d’un certain
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seuil deux fois de suite. Ensuite, on prend la valeur ainsi trouvée pour a et on réitére
le procédé pour le calcul de b et de ¢. Pour M = 1000000, on trouve alors

a =1,387018188 b =4,297750503 c = 253,2019201

les trois boucles successives s’arrétant pour les valeurs n = 8 235,823 386 et 2123171
respectivement.
Voici le programme utilisé pour parvenir & ces résultats:

boucle := proc(M)

local a, aa, b, bb, ¢, cc, n, X, y, W ;
aa := 0 ; bb :=0 ; cc (=0 ;

while n < 50 or 1/M < x+y do

aa :=a;n:=n+1;w:="f(w ;
a:=-evalf(n ~ .25 x w) ; x :=7y ;
y := abs((a - aa) / a)

end do ;

printf(‘‘a = %a’’, a) ; print(Q ;
printf(¢‘n = %a’’, n) ; print() ;

b := evalf((w - aa / n =~ .25) * n = .25) ;
x:=1,;y:=1

while 1/M < x + y do
bb :(=b ;n:=n+1; w:=f(w) ;
b := evalf((w - a / n ~ {.25}) * n ~ {.75}) ;
x 1=y ; vy :=abs((b - bb) / b)

end do ;

printf(‘‘b = %a’’, b) ; print(Q ;

printf(‘‘n = %n’’, n) ; print(Q ;

c :=evalf((w-a/n~ .25 -bb/n "~ .75 *n ~ 1.25 / 1n(n)) ;
x:=1,;y:=1,

while 1/M < x + y do
cc :=c ;n:=n+1;w:=fWw) ;
c :=evalf((w-a/n~ .25-b/n~ .75) *n =~ 1.25 / 1n(n)) ;
x 1=y ; vy :=abs((c - cc) / c)

end do

%a’>?, c) ; print() ;
%a’’, n) ; print() ;

printf(‘‘c
printf(‘‘n
end proc



