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PARTIE III

II1.1 | Ici, nous allons en profiter pour faire un peu mieux que ce que suggére I’énoncé
et montrer au passage — et par récurrence — que les suites (ax),cy et (bx) ey sont
bien définies. Considérons la propriété &2 définie pour k € N par Z(k): « ay et by
sont bien définis et tous deux strictement positifs ».

e P(0) est vraie puisque ag =a > 0 et bg =1 > 0.

o P(k) = P(k+1): supposons la propriété & vraie au rang k € N. Alors ay,

et by sont strictement positifs donc

1 1 1 1
a1 = = — t b =—15b —
Q41 B) (ak+bk) >0 e k+1 9 < k + ak) >0

sont bien définis, ce qui signifie que F(k + 1) est vraie.

e Conclusion: d’aprés le principe de récurrence, la proposition (k) est vraie
pour tout k£ € N, ce qui prouve que

Les suites (ax),cy €t (bk)gcy sont bien définies et
ne comportent que des termes strictement positifs.

I11.2.a | On a d’aprés ’énoncé

1 n 1 14 ag by
apr1=-|ar+— ) =—77
L= g |\ ae g 2 br
VkeN
1 1 14+ a by
br1==(br+— ) =
BT G ( k ak) % an
donce VkeN Vg1 = et _ Ik _ Vg,
bey1 bk
si bien que ’La suite (vg),cy est constante et égale & vg = a. ‘
IT1.2.b | On a, grice aux relations précédentes
(14 axby)?
VkeN = biy1 = —————
Uk+1 = Qk+1 Ok+1 Lapbr

(L+up)? 14 2uy + uy?
4uk N 4uk

IT1.2.c | On déduit du résultat ci-dessus que

1+2 2_4 1—u)?
VEEN gy — 1= iF2uetus —due (11—
4uk 4uk

soit VkeN Ukl =

Comme uy = agby > 0 pour tout k& € N d’aprés la question II1.1, on déduit de la
relation ci-dessus que

VEk>1 uk>1\
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Bien que la forme du résultat puisse nous inciter a effectuer une récurrence,
il faut résister a cette tentation ici car la démonstration directe est infiniment
plus simple.

I11.2.d | Etudions maintenant la monotonie de la suite (uy),cy. Nous avons

14 2up — 3up® (1 —ug)(1
VEEN  uppy —up = At 2w = 3w (L= )+ 3uk)
duy, dug

Or, ug = 1 donc ug 11 < uy, pour tout k& € N*: la suite (u),cy- est ainsi décroissante
et minorée par 1, si bien qu’elle converge vers une limite ¢ > 1. En passant a la limite
dans la relation établie ci-dessus, on obtient
(1-20)(1+430)
40
Comme ¢ > 1, on a nécessairement ¢ = 1. Nous avons ainsi démontré que

=0<—=(1-0)(1+30)=0<te{-3,1}

’La suite (ug),cy- est décroissante et converge vers £ = 1. ‘

ITI1.3 | D’aprés la question I11.2.a, la suite (vy), oy est constante et égale & a si bien
que ax = a by pour tout k. De ce fait ux = apby = abk2 = akQ/a d’ou

VkeN ar = yJaur et bk:H%
a

par positivité de ay et bg. La convergence de (ug)
implique alors que

keN Vers ¢ = 1 établie ci-dessus

lim ar =+a et lim by =+Va!

k—+o00 k—+o0
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C. THEOREME TAUBERIEN

Il y a une coquille dans 1’énoncé : il faut bien str lire Y a; au lieu de Y ay,.
k=0 k=0
Soit n € N*. Par définition
L]
Sipn) ~Su= > ax < (|fn] —n)a,
k=n-+1

car (an)nen est décroissante. Comme 8 > 1, on a fn > n donc |Sn| > n, par
définition de la partie entiére. Si |Bn] —n # 0, on a donc |Bn] —n > 0, d’'ou
S -S
[Bn] " <a,
[Bn] —n
De la méme facon, il vient
n
Sn=Slan] = > ar = (n—|an])a,
lan]+1
toujours par décroissance de la suite (an)neny. Comme o < 1, on a an < n d’ou
lan] < an < n. Ainsi n — |an] > 0, donc

Sn -5 lan]

<
In S — |an]

SLBnJ - Sn < < Sn - SLanj

P it S On &
ar suite Bn] —n a —py

Nous avons justifié que I'inégalité de droite est vraie pour tout n € N*. Celle
de gauche est vraie lorsque | fn| —n # 0. Nous étudierons ce cas lorsque nous
en aurons besoin (c’est-a-dire a la question 10).

@ Soient v > 0 et n un entier naturel non nul. Par définition de la partie entiére
1 _ |yn]

m—1< |y <y doa  y—-—<—= <y
n n

ce qui prouve que |yn| /n converge vers v > 0, donc, en passant a 'inverse,

(5) :
— converge vers —.
LfynJ neN* ’y

Par hypotheése, lim S, /v/n = 2. Or, en vertu de la minoration yn — 1 < |yn],
n—-+oo

ona lim |yn| = +o00, donc par composition
n—r+oo

lim Sl
n——+0o0o /LrynJ
Styn) _ Stmy_ /1]

vno \/[yn] n

on en déduit, par produit, que

En écrivant

S n
( Lyn] > converge vers 2,/7.
\/ﬁ neN
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Puisque f —1 > 0, il existe ng € N tel que ng(8 — 1) > 1. Soit n > ng un entier
naturel. Il vient donc n < n+ 1 < fn. L’entier (n + 1) est inférieur ou égal & fn
donc, par définition de la partie entiére, n < n+ 1 < |An] < Bn. En particulier,
|Bn] — n n’est pas nul. On peut donc utiliser le résultat de la question 8: pour tout
entier n > ng on a

S[Bn] - Sn < an < Sn - SLanj
|Bn] —n n— |an]

\/ﬁslﬁnj - \/ﬁsn <

d’ v ~ ng
o0 IR 7= lan)
Sien) _ Sn Sn Sian]
. Jn Jn Jn o Jn
soit encore —— K na, < —m— *
[0 P 0 X
n n

Soit € > 0. Par hypothése, on a HIP Sn/v/n = 2 et, d’aprés la question 9, pour tout
n—+oo

réel v > 0,
_ Siyn .l
S gm T et lm ==y
Siyn) _ Sn
2( 7 — 1
donc lim Vi v (ﬁ )

n—+00 L’ynj

n

1 v-1

Ce résultat, utilisé avec 8 et «, montre que, pour n assez grand, on a

Sign|  Sn Sp Sian)
2(VB - 1) o Vo Vn Vn Voo 20-va)

p-1 S S Tl % Tl S i-a

n n

Avec (%), on obtient ainsi que, pour n assez grand,

2(VB- 1) 2(1 - y/a)
5—1 11—«

_Eg\/ﬁang + €

Soit5>0.Pouraj>Oetx7él,0na
2z — 1) 2z — 1) 2

r—1  (Ve-1DHz+1) ax+1
qui tend vers 1 lorsque = tend vers 1. Il existe alors a < 1 et 5 > 1 tels que
A2B-1) . 2Ya-1)
g—1 a—1
Ces deux inégalités, combinées avec le résultat de la question 10, montrent que, pour
tout entier naturel n assez grand, on a

1—2e<+na, <1+2

1—¢ < < 1l+4e¢

ce qui prouve que lim /na, =1
n—+00o




