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Etude de marche aléatoire

Notations

On rappelle I'expression des coefficients binomiaux. Lorsque k et n sont deux entiers, on
pose :

n! .
0, sinon

On pourra utiliser sans démonstration 1'équivalent de Stirling, valable lorsque Ientier

naturel n tend vers +oo : .
n
nl o~ <7> -V 27mn.
e

1 Une propriété sur les sommes de Riemann

Dans toute la suite, pour tous réels a < b, on note Z,; l'ensemble des fonctions f :
]a, b[— R continues sur U'intervalle ]a, b[, intégrables sur ]a, b| et vérifiant de plus :

n b—a 1 b
Ef(wrk )—b_a/a f(t) dt.

n

1
lim —
n——+oo n,

1> Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Démontrer que la restriction g de la
fonction f & lintervalle ]a, b[ appartient a 'ensemble .

1 1 b 1 1
Lok == ghr o0 be = o

1 tel que :

2 > En posant pour tout entier & montrer que

Vv
)

I’on peut choisir un entier kg
Vk = ko, bpyr < ag.

En déduire que la fonction f :]0, 1[— R définie par :

1
k2. okt (t — ay), si il existe un entier k > kg tel que ¢ € [ak, ay + SRl
. 1
fit— k2. okt (b, — ), si il existe un entier k > kg tel que t € {ak + Zhr1” bk}

0, sinon

est une fonction bien définie et continue sur |0, 1], intégrable sur |0, 1] et que cette
fonction f n’appartient pas a 'ensemble % ;.
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Dans la suite, on définit la fonction :

10 >

10,1 — R

. 1
h: t —_
11—t

Vit

Montrer que la fonction ¢ : ¢t —— est intégrable sur |0, 1[, puis montrer que la

fonction ¢ appartient & % ;.

- 1
On note h la restriction de la fonction & a Uintervalle } 0, 5} . Vérifier que la fonction

h est décroissante sur }0, 3 {, puis montrer que la fonction & appartient & 907%.

Montrer que la fonction h est intégrable sur ]0, 1] et que :
1 1.
/ h(t) dt = 2/ h(t) dt.
0 0

Prouver alors que :

Montrer que :

US| k 3
R I
n—l{gooZQn—i-lh(Qn—i-l) 0 i) dt

k=1

En déduire que :

i 5SS L ok ) d
i N t) dt.
Jm 5 <2n+1> /0 Q

k=1
Déduire des questions précédentes que la fonction i appartient & % ;.

Montrer que :

/Olh(t) dt = .

Montrer que lorsque n tend vers 400, on a un équivalent de la forme :
> Vi
T ng oo )\ n7
s Ve

ol la constante A\ est a préciser.
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11 > En déduire la limite :
n—1 1

lim —_—

On considére une suite (£,)nen+- de nombres réels strictement supérieurs a —1,
convergente de limite nulle.

12 > Montrer que :

n—1 .
lim Z ﬂ = 0.

n— +00 Pt /z(n _ ’L)

13 > En déduire que :

lim
n—-+oo

g .C1+@M1+&101)—0

= \Ji(n — 1) l+en
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