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Objectifs :

Dans ce probleme, on définit la matrice de Gram d’une famille finie de vecteurs d’un espace
préhilbertien réel.

La premiére partie porte sur des calculs de déterminants, la valeur d’un des déterminants calculés
servant a illustrer la quatrieme partie.

Dans la deuxiéme partie, on définit les matrices de Gram et on en étudie quelques propriétés.

Les troisiéme et quatriéme parties sont des applications de la deuxiéme partie.

PARTIE I

Les résultats de cette partie ne serviront que dans la partie I'V.

I.1. Déterminant d e

Soit neN. Pour pe[0,n], onnote 4, =(ai‘j) la matrice carrée de ot

p+1 (R) dont le coefficient

pritj-=2

de la ligne i et de la colonnej est égal a a,.'j=[ it javec (i,j)el[l,n—p+1]]x[[l,n—p+l]].
pTi—

On note dp = det(Ap).

r
I.1.1. Expliciter les entiers r et s tels que a,; =( ] pour les quatre coefficients a,,
3 s ,
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L.1.2. Pour tout entier naturel n>2 calculer les déterminants d,,d,_ et d,_,.

I.1.3. On suppose que la matrice 4, posséde au moins deux lignes. On note L, la ligne
d’indice i.
L.1.3.1 Dans le calcul de d, on effectue les opérations suivantes : pour i variant de
n—p+l a 2, on retranche la ligne L,, a la ligne L, (opération

codée : L, «— L,— L, ;). Déterminer le coefficient d’indice (i, j) de la nouvelle ligne
L.

i

1.1.3.2 En déduire une relation entre d, et d,,,, puis en déduire d .
L.2. Déterminants D, et A, .

Pour neN, on note D, le déterminant de la matrice carrée de o, (R) dont le coefficient de la

ligne i et dela colonne j est (i+/)!, les lignes et les colonnes étant indexées de 0 a n.
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i+tj
On note D, =det((i+j)!). Avec les mémes notations, on note Anzdet(( ]j] pour
i

(i.7) e[0,n]x[[0,7].
I.2.1. Calculer les déterminants D, D,, D,, A, A, et A,.

I.2.2. Donner une relation entre D, et A, .

I.2.3. Endéduire A, puis D, .
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