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LOG-CONCAVITE DES SUITES

Soit n € N. Pour tout k € [0;n], posons ay = (Z
Soit k € [1;n —1]. Calculons
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) et remarquons que ai > 0.
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Comme ag_1 agr1 > 0,0naag? > ap_1 ags 1. Ceci étant vrai pour tout k € [1;n—1],

Pour tout n € N, la suite ((Z)) est log-concave.
0<k<n

Soient n € Net k€ [1;n—1]. Comme (ay)o<k<n est ultra log-concave,

ar? Ak—1 k1
2 =
n n n
(k) <k:—1> (k+1)
AN\ n N 0\
soit ar? > ag—1 ags1 (k) (k - 1) (k v 1) > ap_1 ag41
car n est log-concave d’apres le résultat de la question 1.
k 0<k<n

’ Si (ak)ogk<n est ultra log-concave, alors elle est log-concave. ‘

Soit (ar)ogkgn une suite strictement positive et log-concave. Posons
j=max {ke[0;n]|a<ar <---<ag}

Si kK =n, on pose j = n et la suite est unimodulaire. Sinon, montrons par récurrence
que le prédicat
D) e 2 iy
est vraie pour tout £ € [0;n—j —1].
o Z(0) est vraie car par définition de j, on a a; > a;41.

o P(l) = P(L+1):s0it L € [0;n—j—1] tel que F({) est vraie. Par log-
concavité de la suite on a

jpp G
j+€ j+042
Ajped1l 2~ ———— 2 Qjyo42
Aj4e4+1
car ji¢ = Gjeq1 par hypothese de récurrence et aji¢41 > 0. Donc Z(£+ 1)
est vraie.
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e Conclusion: Z({) est vraie pour tout £ € [0;n —j—1].

On a montré que ap < - < aj = aj41 = -+ = ap.

’ Si (ak)ogk<n est strictement positive et log-concave, alors elle est unimodulaire.

Une suite (ak)ogkgn strictement positive est log-concave si et seulement si
celle de ses logarithmes (In(ay))o<r<n vérifie

In(ag—1) + In(ags1)

2
ce qui signifie que chaque terme est supérieur a la moyenne des deux qui
I’entourent. Le logarithme de la suite a une allure de nuage de points « en
cloche ».

VEe[l;n—1] In(ax) >

i)

In(ay41)

0 o1 k k1l

POLYNOMES REELS A RACINES TOUTES REELLES

Soit n € N. Remarquons que si n = 0, alors P’ est le polynéme nul pour lequel la
notion de polynoéme a racines toutes réelles n’est pas définie par ’énoncé. Si n = 1,
alors P’ est un polyndme constant non nul et ’ensemble de ses racines est vide, c’est
bien un polynéme a racines toutes réelles. Supposons maintenant que n = deg(P) > 2
de sorte que P’ puisse admettre une racine sans étre le polynéme nul. Le polynéme P
s’écrit

K

P =a, [](X - \)"
=1

ol Aq,..., A € R sont les racines de P de multiplicités respectives vq,...,v,.. On a
T
n=deg(P) = > v
i=1
Quitte & réordonner les racines, on peut supposer que A\; < --- < .. Pouri € [1;r],
si v; > 2, alors A; est aussi racine de P’, avec multiplicité v; — 1. Soit k € [1;r —1].
e La fonction P est continue sur [ A ; Agy1]-
e La fonction P est dérivable sur | Ag; Ag41 [-

[ ] P()\k) = P()\k+1) =0.

D’apreés le théoréme de Rolle, il existe ¢ € | A\ ; Agy1 [ tel que P/(¢) = 0.
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On obtient 7 — 1 racines cq,...,c,_1 de P’, distinctes car elle appartiennent a
des intervalles deux a deux disjoints, et distinctes des A; par définition. En comptant
avec multiplicité, P’ admet au moins

-

wvi—-1)+r—1=n-1

i=1

racines. Or P’ est de degré deg(P) — 1 = n — 1. On les a donc toutes, et elles sont
réelles.

’ Le polynome P’ est & racines toutes réelles. ‘

Si Q € R[X] vérifie

1 n
Ve e R* Qx) =a"P () = Y apank
x k=0
alors Q et le polynéme R(X) = Y ap X"k

k=0

coincident sur R*. Le polynéome Q — R admet alors une infinité de racines donc est
nul. Il est alors naturel de prendre pour définition

akX"‘k

QX) =

k=0
Le calcul de X"P(1/X) a en fait bien un sens dans 1’ensemble des fractions

rationnelles K(X) (notion hors programme jusqu’en 2021) et le calcul ci-
dessus montre que c’est le polynéme Q annoncé.

Notons v la multiplicité de 0 comme racine de P, en convenant que v = 0 si P(0) # 0.
Alors ag = --- =a,_1 =0 et a, # 0, soit par changement d’indice

n 1% ’

Q(X) = akX"*k = Z an_k/Xk
k=v k’=0

qui est un polynéme de degré n — v car a, # 0. Le polynéme P s’écrit

r

P(X) = a, XV [T (X = \)¥

i=1
ol A1,..., A sont les racines non nulles de P de multiplicités respectives v1,...,v;.
On a
n=deg(P)=v+ >y
i=1
et QX) = a, X" V][] (1 - NX)¥

i=1

Les racines de Q sont donc les 1/); de multiplicités respectives v;. On compte bien

vi =n—v =deg(Q)

-

i=1

racines pour Q.

Le polynome Q(X) = X"P(1/X) est a racines toutes réelles.
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@ Soit k € [1;n—1]. Comme P est de degré n et k < n— 1, d’aprés les propriétés
sur la dérivation de polyndémes, Qi est de degré n — k + 1. D’apres le résultat de la
question 5, Qs est de degré au plus n—k+1. En dérivant n—k—1 fois, le polynéme Q
est de degré au plus 2. S’il est de degré inférieur ou égal a 1, il est & racines toutes
réelles car ses coefficients sont réels. Sinon, calculons

el
QE) =PEIR = 3 e

puis Q2(X) = X"=k+1Q, (1/X)

n 7!

B i:%:—1ai (t—k+1)!

7!

Xi—k-i—l

Xn7k+17(ifk+1)

Enfin,
QX) = Q" V(X)
kL 1! (n —1)! ni ()
_i:%:flal(i*k‘i‘l)!(n*if(nfkf]_)!X o
B k41 ‘ il (n_z)' ~
B i:%:flal(ifk*i“l)! (k—i+1)! o
Q(X) = ag—1 (k=DM —k+ D, akl(n — )X + gy (k+1)!(n—k—1)!

2 2

Comme Q(X) € R[X] a deux racines réelles, son discriminant A est positif, c’est-a-
dire

A = (agk!(n—k))? —ap_1(k— D —k+ Dlag(k+ D) (n—k—=1)! >0

Il vient >0
(n!)?
2

a ap— a
soit k > L k+1

n n n

() G2 ()
Ainsi, ’La suite (ax)ogk<n €st ultra log-concave. ‘
L’énoncé confond abusivement polynémes et fonctions polynomiales. L’opé-

rateur de dérivation D étant d’ailleurs défini sur les fonctions de classe €°,
on va définir QQ en passant par cet espace.
Si a = 0, alors la fonction z — e **D(e ~**P(z)) = P’(z) est la fonction polynomiale
associée au polynome P’. Celui-ci est & racines toutes réelles d’aprés la question 1.
Sinon, on a «a # 0. Calculons, pour tout xz € R,

e D(e~**P(z)) = e (—ae~**P(z) + e ~**P/(z)) = (P' — aP)(z)

Notons Q = P’ — aP € R[X]. C’est un polynome de degré n. En effet, comme on a
supposé a # 0, deg(aP) = deg(P) = n. De plus, comme n > 1, deg(P’) = n — 1,
d’ott deg(P’ — aP) = n. Comme dans la question 4, notons

P =a, [ (X = \)"

i=1
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Supposons que les racines vérifient A\; < --- < A, et suivons le méme raisonnement
que dans la question 4. Pour tout 1 < ¢ < r, si v; > 2, \; est racine de P’ de
multiplicité v; — 1. Ainsi \; est racine de P’ — aP de multiplicité au moins v; — 1,
ce qui fournit n — r racines comptées avec multiplicité.

Toujours avec le méme raisonnement que dans la question 4, ici appliqué a Q,
pour tout k € [1;r—1],

e la fonction Q) est continue sur [ Ag; Agt1];
e la fonction Q est dérivable sur | Ak ; Agy1 [;
e Q(Ak) = Q(Ak+1) = 0.

D’aprés le théoreme de Rolle, il existe ¢x € | A\g; Agt1 [ tel que Q'(¢x) = 0. On ob-
tient » — 1 racines cq, ..., c,._1 distinctes car elle appartiennent a des intervalles deux
a deux disjoints, et distinctes des A\ par définition. En comptant avec multiplicité,
le polynéme Q admet au moins

vi—-1)+r—1=n-1

-

i=1

racines et est divisible par le polyndéme de degré n — 1

T r—1

Q=TTX=X)" "I (X—cx)

i=1 k=1

Rappelons que deg(Q) = n et que Q est a coefficients réels. La division euclidienne
de Q par Q; dans R[X] s’écrit Q = Q;Q2 o Qy € R[X] est un polynome de degré 1,
qui admet donc une racine réelle.

L’unique polynome Q de R[X] vérifiant pour tout réel x I’éga-
lité Q(z) = e*®D(e ~**P(x)) a toutes ses racines réelles.

On peut montrer que la derniére racine de Q est réelle par d’autres
méthodes. Cette racine existe dans C, notons-la z. Si z ¢ R, Z serait aussi
racine de Q, distincte de z, et Q aurait alors au moins n+ 1 racines comptées
avec multiplicité, ce qui contredit que Q est un polyndéme non nul.

On peut aussi considérer la somme des racines. Appelons zi, ..., 2, les
racines de P ou z1,...,2z,_1 sont réelles. Comme la somme des racines
est —an—1/a, €R, on a

anm_zl_..._zn_leR
(¢2%)

L’énoncé suggérait plutdt le raisonnement suivant pour trouver la der-
niére racine. Supposons a > 0 (le cas o < 0 est symétrique). Comme A, est
la plus grande racine de P, pour x = \.+1,ona A = e "**P(x) # 0. De plus,
par croissances comparées,

e *P(x) —— 0

xr—+00
d’on JA> A +1 Ve A +1 le —**P(z)| < |A]/2

La fonction f : x+—— e ~**P(x) est donc bornée sur [\, + 1;+00[. Comme
elle est continue sur le segment [\, ; A, + 1], elle est bornée sur celui-ci, donc
sur [ A, ;+00|.
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Si A > 0, alors f admet un maximum sur le segment [A.; A, + 1], qui
n’est atteint ni en A, ni en A\, + 1. Comme f est dérivable sur | A\, ; A, + 1],
ce maximum est atteint en un point critique ¢ € |A-;A-+1[ de f,

soit f'(c¢) = 0, puis Q(c) = 0.
e ~*P(x)

o /A c

Le polynéme Q étant a racines toutes réelles, il est non nul. Supposons b, # 0
de sorte que m = deg(Q) et

QX) =bm [T(X=X)

[j=mE

ol Aq,..., A\, sont les m racines réelles de Q, écrites avec multiplicité. Alors

QD) =b,, (D= ApId)o---0 (D — A Id)
ou Id est l'identité de R[X]. D’aprés le résultat de la question 7, comme P est a
racines toutes réelles, (D — A; Id)P = P/ — \;P Vest également pour tout i € [1;m].

Par récurrence immédiate, (D — A Id) o --- o (D — A1 Id)P(X) est a racines toutes
réelles pour tout k € [1;m], ainsi que Q(D)P(X).

Pour tous polynémes P et Q a racines toutes réelles,
le polynéme Q(D)P(X) est a racines toutes réelles.




